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Chapitre VI 

Probabilité de transition 
 
Plan du chapitre 
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Objectifs 
La théorie des perturbations dépendant du temps permet de calculer la probabilité que le système passe 
d’un état à un autre sous l’effet des ondes électromagnétique. 
 
 
VI.1. Introduction  
Pour comprendre l’évolution temporelle d’un système quantique entre un état initial et un état final 
donnés sous l’effet d’une interaction avec un champ électromagnétique, une méthode de perturbation 
dépendante du temps est utile pour calculer la probabilité de transition.  
Nous aboutissons à la fin de ce chapitre à une expression particulièrement importante de la probabilité de 
transition, connue sous le nom de « règle d’or de Fermi », qui permet de déterminer un taux de transition 
par unité de temps. 
 
VI.2. Système à deux niveaux 
Le hamiltonien dépendant du temps d’un système quantique est 
 

߮ܪ = ݅ℏ
߲
ݐ߲

߮ 

 
Il est décrit à tout instant t par la fonction d’onde 
 

,ݎ)߮ (ݐ = ா௧݁(ݎ)߮ ℏ⁄  
 
Considérons un système physique non perturbé d’hamiltonien ܪ; les valeurs propres et vecteurs propres 
de ܪ seront désignés par ܧ et �|߰

�〉 
 

ܪ �|߰
�〉 = ܧ

�|߰
�〉 

 
Pour un système quantique non perturbé à deux états �|߰

�〉 et �|߰
�〉, l’équation de Schrödinger s’écrit pour 

chaque état 
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ܪ �|߰

�〉 = ܧ
�|߰

�〉 
ܪ �|߰

�〉 = ܧ
�|߰

�〉 
 
À l’instant ݐ = 0, un ket �|߮(0)�〉  de l’espace des états peut s’écrire comme la superposition de ces deux 
états  
 

�|߮(0)�〉 = ܥ
�|߰

�〉 + ܥ
�|߰

�〉 
 
Ou ܥ et ܥ sont les composantes de cet état dans la base {�|߰

�〉, �|߰
�〉} 

ܥ = ⟨߰|߮(ݐ)⟩ 
ܥ = ⟨߰|߮(ݐ)⟩ 

A un instant ݐ le ket �|߮(ݐ)�〉 peut s’écrire 
 

〈�(ݐ)߮|� = ߰|�(ݐ)ܥ
�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ߰|�(ݐ)ܥ

�〉݁ିா್௧ ℏ⁄  
Avec  
 

|ଶܥ| + |ଶܥ| = 1 
VI.3. Système perturbé 
En appliquant une perturbation ܪ′sur le système, l’équation de Schrödinger total formé par le système et 
la perturbation prenne la forme 
 

ቀܪ + ቁ(ݐ)′ܪ 〈�(ݐ)߮|� = ݅ℏ
߲
ݐ߲

 〈�(ݐ)߮|�

 
Ainsi  

ܪ) + ܥ൫(′ܪ
߰|(ݐ)�

�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ߰|�(ݐ)ܥ
�〉݁ିா್௧ ℏ⁄ ൯ = ݅ℏ

߲
ݐ߲

൫ܥ(ݐ)�|߰
�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ߰|�(ݐ)ܥ

�〉݁ିா್௧ ℏ⁄ ൯ 

ܪܥ �|߰
�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ܥ

|߰ܪ�
�〉݁ିா್௧ ℏ⁄ + ′ܪܥ �|߰

�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ′ܪܥ �|߰
�〉݁ିா್௧ ℏ⁄

= ݅ℏ ܥ̇
�|߰

�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ̇ܥ
�|߰

�〉݁ିா್௧ ℏ⁄ + ܥ
�|߰

�〉 ൬−
ܧ݅

ℏ ൰ ݁ିாೌ௧ ℏ⁄

+ ܥ
�|߰

�〉 ൬−
ܧ݅

ℏ ൰ ݁ିா್௧ ℏ⁄ ൨ 

 
′ܪܥ �|߰

�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ′ܪܥ �|߰
�〉݁ିா್௧ ℏ⁄ = ݅ℏൣܥ̇

�|߰
�〉݁ିாೌ௧ ℏ⁄ + ̇ܥ

�|߰
�〉݁ିா್௧ ℏ⁄ ൧ 

 
Multiplions alors les deux membres de cette égalité par le bra 〈�߰|� 
 

ห߰ൿ݁ିாೌ௧′ܪൻ߰หܥ ℏ⁄ + ห߰ൿ݁ିா್௧′ܪൻ߰หܥ ℏ⁄ = ݅ℏൣܥ̇݁ିாೌ௧ ℏ⁄ ൧ 
 
Et prenons 

ܪ
′ = ൻ߰หܪ′ห߰ൿ 
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ܪ est hermitien donc ′ܪ
′ = ൫ܪ

′ ൯∗
 

 

̇ܥ = −
݅
ℏ

ܪܥൣ
′ + ܪܥ

′ ݁ି(ா್ିாೌ)௧ ℏ⁄ ൧ 

 
Multiplions maintenant les deux membres de cette égalité par le bra 〈�߰|� 
 

ห߰ൿ݁ିாೌ௧′ܪൻ߰หܥ ℏ⁄ + ห߰ൿ݁ିா್௧′ܪൻ߰หܥ ℏ⁄ = ݅ℏൣܥ̇݁ିா್௧ ℏ⁄ ൧ 
 

̇ܥ = −
݅
ℏ

ܪܥൣ
′ + ܪܥ

′ ݁(ா್ିாೌ)௧ ℏ⁄ ൧ 

 
Nous cherchons les valeurs de ܥ et ܥ, les éléments de la matrice diagonaux de  ܪ′ sont nuls, alors 

ܪ
′ = ܪ

′ = 0 
Les équations seront simplifiées  

̇ܥ = −
݅
ℏ

ܪൣ
′ ݁ିఠబ௧൧ܥ 

̇ܥ = −
݅
ℏ

ܪൣ
′ ݁ఠబ௧൧ܥ 

Avec  
߱ = ܧ) − (ܧ ℏ⁄  

 
VI.3.1. Théorie de perturbation dépendante du temps 
A l’instant ݐ = 0, nous supposons que 
 

(0)ܥ = 1 
(0)ܥ = 0 

 
Ordre 0 

ܥ
()(ݐ) = 1 

ܥ
()(ݐ) = 0 

Ordre 1 
ܥ݀

(ଵ)

ݐ݀
= 0 → ܥ

(ଵ) = 1 

ܥ݀
(ଵ)

ݐ݀
= −

݅
ℏ

ܪൣ
′ ݁ఠబ௧൧ → ܥ

(ଵ) = −
݅
ℏ

න ܪ
′ ݐ) ′)݁ఠబ௧ ݐ݀′ ′

௧



 

VI.3.2. Probabilité de transition 
La probabilité de transition est égale à |ܥ(ݐ)|ଶ 

ܲ→(ݐ) = ଶ|(ݐ)ܥ| =
1

ℏଶ න ܪ
′ ݐ) ′)݁ఠబ௧ ′ௗ௧ ′

௧





ଶ
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VI.4. Interaction d’un système quantique  avec une onde sinusoïdale 
Supposant que la perturbation ܪ′ a une dépendance sinusoïdale dans le temps 
 

,ݎ)′ܪ (ݐ =  ݐ߱ݏܿ(ݎ)ܸ
 
Les éléments de la matrice de la perturbation sont 
 

ܪ
′ = ܸܿݐ߱ݏ 

Ou  
ܸ ≡ ⟨߮|ܸ|߮⟩ 

 
Et ߱ la pulsation de l’onde électromagnétique 
 s’écrira (ݐ)ܥ
 

(ݐ)ܥ = −
݅
ℏ ܸ න ݐ߱)ݏܿ ′)݁ఠబ௧ ′ௗ௧ ′

௧



                                           

(ݐ)ܥ = −
݅
ℏ ܸ නൣ݁(ఠబାఠ)௧ ′ + ݁(ఠబିఠ)௧ ′൧

௧



ݐ݀ ′                       

(ݐ)ܥ = −
݅

2ℏ ܸ ቈ
݁(ఠబାఠ)௧ − 1

߱ + ߱
+

݁(ఠబିఠ)௧ − 1
߱ − ߱                 

(ݐ)ܥ = −
݅

2ℏ ܸ
݁(ఠబିఠ)௧ ଶ⁄

߱ − ߱
ൣ݁(ఠబିఠ)௧ ଶ⁄ − ݁ି(ఠబିఠ)௧ ଶ⁄ ൧ 

(ݐ)ܥ =
1
ℏ ܸ

൫(߱݊݅ݏ − ߱) ݐ 2⁄ ൯
߱ − ߱

ൣ݁(ఠబିఠ)௧ ଶ⁄ ൧                       

La probabilité de transition est 

ܲ→(ݐ) = ଶ|(ݐ)ܥ| =
| ܸ|ଶ

ℏଶ
ଶ൫(߱݊݅ݏ − ߱) ݐ 2⁄ ൯

(߱ − ߱)ଶ  

Cette probabilité est représentée sur la figure (6-1) 
 

 
Figure 6.1 : Probabilité de transition en fonction du temps, 

 pour une perturbation sinusoidale 
Graphe 2 
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Figure 6.2 : Probabilité de transition en fonction de la pulsation 

 
VI.4.1. Modèle de Rabi 
Nous avons trouvé que 

̇ܥ = −
݅
ℏ

ܪൣ
′ ݁ିఠబ௧൧ܥ 

̇ܥ = −
݅
ℏ

ܪൣ
′ ݁ఠబ௧൧ܥ 

Les éléments de la matrice de la perturbation donnée précédemment sont 
 

ܪ
′ = ܸܿݐ߱ݏ 

Nous savons que 

ݐ߱ݏܿ =
݁ఠ௧ + ݁ିఠ௧

2
 

Nous avons trouvé 

̇ܥ = −
݅
ℏ ܸ݁ି(ఠబିఠ)௧ܥ 

̇ܥ = −
݅
ℏ

ܪൣ
′ ݁ିఠబ௧൧ܥ 

 
Après la derivation de ܥ̇, nous obtenons 

ܥ̈ = −
݅

2ℏ ܸ[−݅(߱ − ߱)]݁ି(ఠబିఠ)௧ܥ −
݅

2ℏ ܸ݁ି(ఠబିఠ)௧ܥ̇ 

En rempalcant ܥ et ܥ̇ par leurs valeurs, nous trouvons 
 

ܥ̈ + ݅(߱ − ߱)ܥ̇ +
݅

4ℏଶ ܸ
ଶ ܥ = 0 

 
C’est une équation differentielle, qui a une solution de la forme 
 

ܥ = ఒశ௧݁ܣ +  ఒష௧݁ܤ
Ou  

±ߣ =
1
2 ቈΔ ± ൬Δଶ + ܸ

ℏଶ ൰
ଶ

 

Ou nous avons posé 
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Δ = ߱ − ߱ 
À partir des conditions initiales  

(0)ܥ = 1 
(0)ܥ = 0 

Nous trouvons 
⇒ ܣ =  ܤ−

ܣ = ܤ− = −
1

2ℏ ܸ ቆΔଶ + ܸ
ଶ

ℏଶ ቇ
ିଵ

ଶൗ

 

 
ܥ = ൫݁ఒశ௧ܣ − ݁ఒష௧൯ 

Le terme ቀΔଶ + ್ ೌ
మ

ℏమ ቁ
ିଵ

ଶൗ
 est appelé la fréquence de Rabi Ωோ : 

Ωோ = ቆΔଶ + ܸ
ଶ

ℏଶ ቇ
ଵ

ଶൗ

 

On peut écrire maintenant ܥ et ܥ: 

ܥ =
݅ ܸ

Ωோℏ
݁Δ௧ ଶ⁄ Ωோ)݊݅ݏ ݐ 2⁄ ) 

ܥ = ݁Δ௧ ଶ⁄ ܿݏ(Ωோ ݐ 2⁄ ) −
݅Δ
߱ோ

Ωோ)݊݅ݏ ݐ 2⁄ )൨ 

 
VI.4.2. La résonance éxacte 
La resonance exacte se passé quand 

Δ = 0 
Transfert de population à ݐ = గℏ

್ೌ
 

Ωோ = ܸ

ℏ
 

ܥ = )݊݅ݏ݅ ܸ ݐ 2ℏ⁄ ) 
ܥ = )ݏܿ ܸ ݐ 2ℏ⁄ ) 

ݐ =
ℏߨ݊

ܸ
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


