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Chapitre VI
Probabilité de transition
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Objectifs
La théorie des perturbations dépendant du temps permet de calculer la probabilité que le systéme passe
d’un état a un autre sous I’effet des ondes électromagnétique.

VLI.1. Introduction

Pour comprendre I’évolution temporelle d’un systéme quantique entre un état initial et un état final
donnés sous l’effet d’une interaction avec un champ électromagnétique, une méthode de perturbation
dépendante du temps est utile pour calculer la probabilité de transition.

Nous aboutissons a la fin de ce chapitre a une expression particulierement importante de la probabilité de
transition, connue sous le nom de « régle d’or de Fermi », qui permet de déterminer un taux de transition
par unité de temps.

VI.2. Systéme a deux niveaux
Le hamiltonien dépendant du temps d’un systéme quantique est

H —'fla
p=o?

Il est décrit a tout instant ¢ par la fonction d’onde

o(r,t) = p(r)eEt/h

Considérons un systéme physique non perturbé d’hamiltonien H?; les valeurs propres et vecteurs propres
de H® seront désignés par E,, et |y,,)

H0|¢n> = En|¢n>

Pour un systéme quantique non perturbé a deux états |,) et |y, ), I’équation de Schrodinger s’écrit pour
chaque état
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Hollpa) = Eald’a)
H°pp) = Eylpp)

A Dinstant t = 0, un ket |@(0)) de I’espace des états peut s’écrire comme la superposition de ces deux
états

l9(0)) = Caltpa) + Cyl¥pp)

Ou C, et C}, sont les composantes de cet état dans la base {|1,), [¥p)}

Cq = <¢a|(p(t))
Cp = (Wplo(t))

A un instant t le ket | (t)) peut s’écrire

|p(0)) = Ca(®)pa)e™Eat/n + C, (£ [p)eiEsE/"
Avec

1Cal? +1Cp1* =1
VI.3. Systéme perturbé
En appliquant une perturbation H 'sur le systéme, 1’équation de Schrddinger total formé par le systéme et
la perturbation prenne la forme

, 0
(HO+H®)lo®) = ih=-lo(®)

Ainsi
(H + H)(Cal®lpo)e /1 4 Cy(0) e =E0/7) = i 2 (Co(E)pade~5at/% + Cy(6) iy )e~iE00/1)

CoHO[Yg e Eat/h + CyHO [y )e Ent/M 4 C H |, e HEat/M 4+ C, H |1, )e ~HEnt/R

. , . , IE )
= ih [Cah/)a>€_lEat/h + Cb|¢b)e_lEbt/h + Ca|1/1a) (_ _a) e~iEat/h

h
+ Cplp) <— %) e_iEbt/h]
CaH Tiha)e™"Pat/t + CyH Tipp)e ™ F0!/M = in[Calpa)e™Fat /M + Cy iy )e ™ Pt/
Multiplions alors les deux membres de cette égalité par le bra (|
Ca(tha|H [1pa)e™"at/" + ColWa| H [thp)e~F0t/" = ih[Cqe ™ Fat/M]

Et prenons

Hy; = (| H'[;)

81



Interaction lumiére maticre (I) Dr. LAHOUAL Mohamed

H' est hermitien donc Hj; = (HU)>k
Cu = =1 [Callia + CoHipe™ Ev-Et/1
Multiplions maintenant les deux membres de cette égalité par le bra (Y, |
Ca<1/)b|H’|lpa>e—iEat/h + Cb(lpblH’llpb>e—iEbt/h — ih[Cbe—iEbt/h]
Cy =~ 5 [Cotly + Calle E=Ee/1)
Nous cherchons les valeurs de C, et Cp, les éléments de la matrice diagonaux de H' sont nuls, alors
Haq = Hy, =0

Les équations seront simplifiées
i

Co = —E[H(;be—iwof]cb
Cp = —%[H,;aeiwot]ca

Avec
Wy = (Eb - Ea)/h

VI1.3.1. Théorie de perturbation dépendante du temps
A I’instant t = 0, nous supposons que

C.(0) =1
Cb(o) =0
Ordre 0
O =1
G OwW =0
Ordre 1
dc (1)
O;lt =0_>Ca(1)=1
t
ac,™” i, . i,
;t — _E[Hbaelet] N Cb(l) — _E Hba(t )ela)ot dt
0
V1.3.2. Probabilité de transition
La probabilité de transition est égale a |C,, (t)|?
‘ 2

1 Y
Popy @) = 1C, ()17 = h2 bea(t )elwot dt
0
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VI1.4. Interaction d’un systéme quantique avec une onde sinusoidale
Supposant que la perturbation H' a une dépendance sinusoidale dans le temps

H'(r,t) = V(r)coswt

Les ¢léments de la matrice de la perturbation sont

H,, =V coswt
Ou

Vab = (‘palvl(pb)

Et w la pulsation de I’onde électromagnétique
Cp(t) s’écrira

t

i o
Cy(t) = —= abjcos(wt )eiwot dt
0

t
_ _%Vab f[ei(wom)t' + ei@o-w)t] ¢’
0

i ei(w0+w)t -1 ei(wo—w)t -1
=——V,
2h abl wo + W Wy — W
i ei(a)o—w)t/z

=V [el@om@)t/2 _ gmilwo-w)t/2]

2 P w,—w

sin((wo — W) t/z) [ei(wo—w)t/z]
Wy — W

1
_ﬁ ab

La probabilité de transition est

P b(t) = |Cb(t)|2 = IVabIZSinZ((wO - (1)) t/Z)

h? (wy — w)?
Cette probabilité est représentée sur la figure (6-1)

Pir A

|-'¢a: -*1 o= l+o - «

Figure 6.1 : Probabilité de transition en fonction du temps,

pour une perturbation sinusoidale
Graphe 2
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Plw) A

? 1
(wp—=2=/1) (wo+2=/1)

Figure 6.2 : Probabilité de transition en fonction de la pulsation

V1.4.1. Modéle de Rabi
Nous avons trouvé que

. i .
Co = —ﬁ[Habe““’Ot]Cb
. i, .
Cp = “h [Hbaelwot]ca
Les ¢léments de la matrice de la perturbation donnée précédemment sont
H,, = V,,coswt

Nous savons que

eiwt + e—iwt
coswt = ———

2
Nous avons trouvé
. i .
Cp = _EVabe_l(wO_w)tCa
. |
Co = —E[Habe twot]

Apres la derivation de Cj, nous obtenons
J i

-7 Vabe—i(wo—w)tda

. l .
Cp = _ﬁVab [—i(w — wo)]e_L(wo_w)tCa -

En rempalcant C, et C, par leurs valeurs, nous trouvons

. .
Cb + l((l) - wo)Cb + WVl,zaCb == 0

C’est une équation differentielle, qui a une solution de la forme

Ou

Ou nous avons posé
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A=wy—w
A partir des conditions initiales
C,(0)=1
C,(0) =0
Nous trouvons
=>A=-B

1 VZ 2
A=—B = ba>

2
_ﬁVab <A + F
Cb — A(ei/1+t _ ei/l_t)

, V2 ~1/, ]
Le terme (A + ﬂ) est appelé la fréquence de Rabi Qp :

h2
1
VZ 2
_ 2 ba
On peut écrire maintenant C,, et Cj:
iVpa
C, = Q—b;emt/zsin(QR t/2)
R

. iA
C, = eldt/2 [cos(QR t/2) — w—sin(ﬂR t/Z)]
R

VI1.4.2. La résonance éxacte
La resonance exacte se passé quand

A=0
Transfert de population a t = :—h
ba
Vba
Qp =—
B

Cb = iSin(Vba t/Zh)
C, = cos(Vp, t/2h)
_ nmh

Vba

t
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