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Série N◦2 (Introduction à la théorie des opérateurs linéaires)

Exercice 1:

Soit k ∈ R∗, et soient f, g et u trois fonctions définies de [a, b] ⊂ R∗+ sur R+, tel que:

(i) f (x) = kid (x) , (ii) g (x) =
kx

x+ 1
, (iii) u (x) =

 f (x) , si x ∈
[
a, a+b

2

)
,

0, si x ∈
[
a+b

2 , b
)
.

Déterminer l’espace auquel appartient chaque fonction, [L ([a, b] ,R+) ; C ([a, b] ,R+) ; L ([a, b] ,R+)] .

Exercice 2:

Soit (fn)n∈N une suite définie comme suit:

fn : (R+ , |·|) → (R, |·|) ,

x → 5x
n+3 + e−2n

x+2e−n , n ∈ N.

1) Montre que fn /∈ L (R+,R) .

2) Montre que fn ∈ C (R+,R) est converge vers une limite unique f ∈ C (R+,R) , (sans calcul).

Exercice 3:

Soit E = C ([0, 1] ,R) un espace vectoriel normé et son norme ‖u‖∞ = sup
0≤x≤1

|u (x)| .

On définit l’opérateur Au comme suit:

A : (E , ‖·‖∞) → (R, |·|) ,

u →
x∫
0

u (t) dt.

1) Montre que Au ∈ L (E,R) , et majorer son norme.

2) Soit Bu = Au+ 1
2x. Montre que Bu /∈ L (E,R) , mais tous ses éléments dans un espace de Banach.

3) Supposons que u est monotone, où u (0) = −u (1) = 1. Montre que
(
d
dxBu (x) + u (0)

)
∈ L (E,R) .

4) Soit (Tnu) = nBu
(

1
n

)
, n ∈ N∗. Montre que (Tnu)n∈N∗ est converge vers T u = u (0) + 1

2 .

Exercice 4:

Soit E = C ([0, e− 1] ,R) un espace vectoriel normé et son norme ‖f‖∞ = sup
0≤x≤e−1

|f (x)| .

On définit l’opérateur (Tn)n∈N∗ comme suit:

Tn : (E , ‖·‖∞) → (R, |·|) ,

f → e−x
π+1f (x) + n

e−1
n∫
0

f(t)
nt+1dt, n ∈ N∗.

1) Montre que (Tn)n∈N∗ est borné sur L (E,R) et majorer son norme.

2) À l’hypotèse de f ′ (x) est continue, montre que (Tnf)n∈N∗ est converge vers une limite unique:

T f (x) = e− x
π + 1

f (x) + f (0) .


