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Série N�3 (Introduction à la théorie des opérateurs linéaires)

Exercice 1 : Soit :

E =

�
f 2 L

�h
0;
�

2

i
;R
�
; tel que

jf (x)j
cos3 (x) + 1

< +1
�
:

On définie sur cette espace l’application suivante kfk� = sup
0�x��

2

jf(x)j
cos3(x)+1

; et l’opérateur

T : (E ; k�k�) ! (R; j�j) ;

f !
�
2R
0

f (x) dx:

1) Vérifier que (E; k�k�) est un espace vectoriel normé.

2)Montrer que T est borné dans E0 et calculer sa norme.

Exercice 2 : Soit :

f :
�
R2; k�k2

�
!
�
R2; k�k2

�
; (x; y)! (x� y; x) :

Est-ce-que f est un monomorphisme? De plus est un ouvert? Que concluez-vous?

Exercice 3 : Montrer que T est un isomorphisme tel que T est un opérateur donné par :

T :
�
R3; k�k2

�
!
�
R3; k�k2

�
; (x; y; z)! (2x+ y; y � z; x+ z) :

Exercice 4 : Dans l’espace
�
R2; k�k2

�
; considérons le sous-espace

E0 =

�
(x; y) 2 R2 : x� 1

�
y = 0

�
;

et définissons dans ce sous-espace les deux applications suivantes :

f0 : (E0; k�k2)! (R; j�j) ; (x; y)! f0 (x; y) = �x

f1 : (E0; k�k2)! (R; j�j) ; (x; y)! f1 (x; y) = �
p
�x:

En utilisant le théorème de Hahn-Banach forme analytique, chercher f sous la forme :

f :
�
R2; k�k2

�
! (R; j�j) ; (x; y)! f (x; y) = ax+ by;

qui prolonge f0 (respectivement f1) sur R2:

Exercice 5 : Dans l’espace
�
R3; k�k2

�
; considérons le sous-espace

E0 =
�
(x; y; z) 2 R3 : x+ 2y � �z = 0

	
;

et définissons dans ce sous-espace l’application suivante :

f0 : (E0; k�k2)! (R; j�j) ; (x; y; z)! f0 (x; y; z) = x:

En utilisant le théorème de Hahn-Banach forme analytique, chercher f sous la forme :

f :
�
R3; k�k2

�
! (R; j�j) ; (x; y; z)! f (x; y; z) = ax+ by + cz;

qui prolonge f0 sur R3:


