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Série N�4 (Introduction à la théorie des opérateurs linéaires)

Exercice 1 : Soit E = C ([0; 1] ;R) l’espace des applications continues de [0; 1] dans R; muni de la

norme uniforme kfk1 = sup
0�x�1

jf (x)j : On définit l’opérateur :

T : (E; k�k1) ! (R; j�j) ;

f !
xR
0

tf (t) dt:

Montrer que T est un opérateur compact par deux méthodes.

Exercice 2 : Soit E = L2 (R) l’espace des applications carrées intégrables sur R;muni de la norme

kfkL2 =

0@Z
R

jf (t)j2 dt

1A 1
2

:

On définit l’opérateur :

T : (E; k�kL2) ! (R; j�j) ;

f !
xR

�1

f(t)p
t2+1

dt:

Montrer que T est un opérateur compact.

Exercice 3 : Soit E = Lp
��
0; �4

�
;R
�

l’espace des applications dont la puissance d’exposant p > 1 est

intégrable dans R;muni de la norme

kfkLp =

0B@
�
4Z
0

jf (t)jp dt

1CA
1
p

:

Soit q > 1; tel que 1
p +

1
q = 1: En utilisant le théorème d’Ascoli-Arzelà, montrer que l’opérateur :

T : (E ; k�kLp) ! (R; j�j) ;

f !
xR
0

sin (t) cos
1
q (t) f (t) dt:

est complètement continue.

La même question pour l’opérateur :

A : (E ; k�kLp) ! (R; j�j) ;

f ! (q + 1)
1
q

xR
0

ln (g (t)) g
� 1
q (t) f (t) [g0 (t)]

1
q dt;

tel que g (t) est une fonction positive continue croissante et g (0) = 1; g
�
�
4

�
= e:


