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Exercise 1 I. avec les condition aux limites u(¢,0) =0 et u(t,l) = 0.

la résolution de ce probléme est identique a celui que l’on a résolu dans le cours
pour l’équation de la chaleur. La solution est la suivante :

e, =3 Avsin (5 ) exp (~[2]).
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La valeur de la température dans la position 1 et le temps est donnée par

= (I nrx enm 2
oS EUT g ey o ([enT).
u(z,t) = 2a Z o sin (= exp< :
n=1
II. avec les condition aux limites u,(t,0) =0 et u,(t,1) = 0.

On recherche une solution de la forme (on sépare les variables x ett) :

u(t,z) = X (z)T'(t).



Nous remplagons cette expression dans I’EDP (1), O obtient :
1 ’ 1"
SXT' =X T.
c

On divise par le produit XT, on trouve

1 TI XI/
——=—— ==X A est une constante quelconque
02 T X ( q q )
Encore une fois, les variables sont bien séparables car elles se trouvent de
chaque coté de l’égalité.
On est alors amené a résoudre les problémes suivant :
& probléme auz valeurs propres (Sturm-Liouville) sur la variable z (car les
conditions auz frontiéres homogénes se trouvent sur cette variable) :

X' (z)+AX (x) =0 (1)
X 0)=X"(l)=0
ot il faut rechercher toutes valeurs propres \,, et les fonctions propres
Xn(x).
&& équation différentielle du 1°" ordre sur la variable t :
T (t) + AT (t) =0 (2)
Résolution du probléme aux valeurs propres
X" +)X=0 l’équation caractéristique est r24+A=0

Le discriminant de l’équation caractéristique est /N = —4\

Cas 1: Si/A=0soit \=0.
La solution s’écrit X(x) = Az + B,
X'(0)=0= A=0et X'(I)=0= A=0.
Par conséquent, la solution du probléme (1) s’écrit
X(.Z’) = Ao,
ot Ag est une constante arbitraire.
Cas 2 : Si/A>0soit A<0. Doncrys==v-\
La solution s’écrit

X(z)= AeV=>% | Be=VAz

X'(0)=0=>A—-B=0s0it A=RB
X'(I) =0 = vV=AA(eV M —e V) = 2y/=XAsinh(v—Xa) = 0 comme
V=X#0, sinh(v/—Xa) # 0 et donc A =0.

Par conséquent, A < 0 ne sont pas des valeurs propres.



Cas 3 : Si/A<0soitA\>0. Doncryp= +ivA.

La solution s’écrit
X (z) = Acos(VAz) + Bsin(VAz),

X'(0)=0= B =0 et X'() =0= AVAsin(v/Xl) = 0. Une
solution non triviale de ’équation (B # 0) correspond ¢ :

\/—z? avec n=1,2,3,....

Par conséquent,\,, = (%)2 sont les valeurs propres du probléme aux lim-

ites (1). Les fonctions propres associées aux valeurs propres Ay, $’écrivent
X, (z) = A, cos (?w) ]
ot A,, sont des constantes arbitraires.
& Résolution de I’équation différentielle (2) :
/ (mrc

7 1)+ (") 70 =0

La solution générale de cette équation différentielle s’écrit :

T(t) = Coe(*F)t n=0,1,2,....

ou Cpy,m=0,1,2,.... sont deuzr constantes arbitraires.

Solution générale de ’EDP :

La solution générale de l’équation aux dérivées partielles est la superposi-
tion de l’ensemble des solutions (la somme de toutes les solutions un(t,x))

u(t,x) = ZX” ()T (t) .

En associant les coefficients A,C, entre eux, nous obtenons la solution
générale de I’EDP :

u(t,x) = Ao + i A,, cos (?m) e*(nfw)zt,

n=1

Solution particuliére de I’EDP :

La solution générale doit vérifier la condition initiale :
u(0,z) = ax.

Donc

ax = Ay +2An cos (?m) .



Il reste donc a calculer les coefficients Ag et A, en décomposant f(x) sur
la base des fonctions propres :
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La valeur de la température en fonction de x et du temps t est alors donnée
par la fonction suivante :

! — (-1)" -1 nre)?
u(t,$)=%+2laZLcos (?m) e (2F9)t,

n2mr?

n=1

Exercise 2 1. La température a I’équilibre.

Nous cherchons une température u(t,z) = v(z) qui ne dépend que de la
position z, ce qui remplacé dans 1’équation (2) :
~(z)=P (3)

avec les conditions aux limites v(0) = V(L) = 0. On intégre deux fois 'EDO
(3), on obtient

v(z) = i:t(l — ).
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Pour les conditions aux limites, on a

Pour la condition initiale, on a

wo(z) = w(0,2) = u(0,z) —v(zr) = —v(z) = —;%z(l — ).
c
En utilisant la méthode de séparation des variables pour resoudre le prob-
léme suivant

Bu _ 28w _q 0<z<l, t>0

ot 922 — Vs =TS =Y

w(t,0)=0 et wi(tl)=0, t>0, (4)
w (0, x) = wo(z), xe[0,1] .

Nous avons donc mis I’'équation sous la forme de celle de I'exercice 1. la
résolution de ce probléme est identique & celui de ’exercice 1. La solution
est la suivante :

) nx )2,
w(t,z) = che*( *) sin (#) ,
n=1

11 faut maintenant réaliser la condition initiale w(0, z) = wq(x). Pour cela
on cherche les coefficients ¢, tels que

— . /nTx
Z Cp sin (T) =wp (),
n=1

on trouve

9 [l
G, = / wy () sin (_mm) dx
1 J !

l
e z(l — z)sin (@) dx
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Enfin, la solution du probléme (4) est :

QP12 S (1 — (=)™ _(=x)%
w(t,z) = =3 ( 7(13 ) )ef( ) sin (mrx)
n=1
PP E (1= (<)) (S (= D)m
- sin [ —— 27~
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4.

En déduire I'expression de u. On a w(t,z) = u(t,z) — v(z) donc
u(t,z) = w(t,x) + v(zx).

2P o= (1— (-1)”)((@)% . (@Cn—1)7mz
= sm| ———

p

Pouvait-on appli-quer la méthode de séparation des variables directement
sur le probléme de départ 7 Justifiez votre réponse.

On ne pouvait pas appliquer directement la méthode de séparation des vari-

ables directement sur le probléme de départ, parce qu’'avec le second membre
non nul, nous ne pouvons pas séparer les variables x et ¢ comme nous 1’avons
fait avec le probléme (4).



