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Matiére : analyse 2

Equation de Bernoulli

Considérons une équation de la forme

dy _ n
s P(z)y = Q(z)y

ou p(x) et g(z) sont des fonctions continues de x (ou des constantes) et
n # 0, n # —1 (sinon on aurait une équation linéaire).

Cette équation, qui est appelée équation de Bernoulli, se raméne & une
équation linéaire par la transformation suivante

Divisant par g™, on obtient

d
y Pyt =@
dx

Faisons la substitution
Alors

On obtient

Zé +(—n+1)Pz=(—n+1)Q

C’est une équation linéaire

Exemple : Résoudre I'équation
d
ay +ay = 23y°
dx
Divisant tous les termes par 33, on obtient :
d
y—sﬁ fay?=ad
dx



on pose

z=1y
ona alors
dz d
g _gy—3£
dx dx
On obtient
dz
= 2z = 2273
dx
C’est une équation linéaire
z=uv

dz dv du

— =u— +
dx dz dx
Substituons dans I’équation

d
u% + v% — 2zuv = —22°
d d
u(é — 2zv) + vﬁ = —2¢3
alors
d
é — 2zv =
d
w_ 2xdx
v
alors
log(v) = 2°
v o= e
On obtient
2 du
=27 _ _9 3
dx v
du = —2¢7 3% dz

U= —2/x73em2dw



en intégrant par parties

z:'uvzarz—l—l—l—C’e'162

On a donc l'intégrale générale de I’équation donnée

y l=a4+1+ Cce*
alors

1
y=———
Va2 +14+Ce*

Equations aux différentielles totales
Définition :

M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0

est appelée équation aux différentielles totales si M(x,y) et N(z,y) sont
des fonctions continues dérivables telles que

oM  ON
dy  Ox
les dérivées partielles étant continues dans un certain domaine
Intégration des équations aux différentielles totales .
Montrons que si le premier membre de 1’équation est une différentielle totale,
la condition (*) est observée, et inversement, si la condition (x) est
observée, le premier membre de ’équation est la différentielle totale d’une
certaine fonction  u(z,y), c.-a~-d. que 'équation est de la forme

du(z,y) =0
dont l'intégrale générale est u(z,y) = C.
Supposons
0 0
M(z,y)dz + N(z,y)dy = du = a—de + a—Zdy

alors

M = @ N = @

ox ay

Dérivant la premiére relation par rapport ay et la seconde par rapport a z,
on obtient



oM _ o

dy  0zdy

N _ o

Or  Oyox
De la relation

ou

on déduit

UZ/jﬂwww+w@)
dérivons les deux membres de la derniére égalité par rapport & y et égalons
le résultat & N(x,y):
ou / T OM(x;y)

dr +¢'(y) = N(z,y)

oy . y
Mais comme %—Aj = %—]X on peut écrire

| B b+ ' (9) = Niz)

0

[N(z,y)l5, + ¢ (y) = N(z,9)

N(z,y) — N(xo,y) + ¢'(y) = N(z,y)
et

¢'(y) = N(zo,y)

ou

ﬂw=/MmM@+&

la fonction u(z,y) sera de la forme

@ y
u:/ M(x,y)dm—i—/ N(zo,y)dy+ C
xo Yi

0
(z0,yo0) représente ici un point au voisinage duquel existe la solution de
I’équation différentielle
Egalant cette expression a une constante arbitraire C, on obtient I'intégrale
générale de I’équation

/JW%wM+/Jme@=C
xo Yi

[¢]

4



Exemple : Reésoudre I’équation

2 2_32
alors ) )
92 _
=N
Y Y
oM _ 6 ON_ 6
oy oyt Tox oyt

Désignons une différentielle totale.

Comme Ou=2Z ona
Yy

2x x?
u=/;dx+<p(y) = Eﬂo(y)

Dérivons cette relation par rapport & y et prenons en considération que

ou =N-= M

dy y*
On trouve

3 2 y2 _ 3$2
—7d$ + cp/(y) = y4
alors
1 1
¢'(y) = i ply) =——+C1
et
22 1

u(zyy) = — — -+ 01
vy

I'intégrale générale de I’équation proposée est
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