ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 02
ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE

EXERCICE 01 : Densités de courant j, et j dans le vide, autours d’une sphére radioactive.
1. Calcul du champ électrique : théoreme de GAUSS

# E.d§=zqint
S,

G €o

Symeétrie du champ électrostatique : Sphérique (figure en bas a gauche).
Surface de Gauss : Sphére concentrique a la distribution de rayon 7.

5
Comme E || dS et dans le méme sens, alors :

# E-d§=ﬂ E.ds
Se Se

En plus, en utilisant la symétrie de rotation par rapport au centre de la sphére chargée, nous
trouvons que E = constante (en module) sur la surface de Gauss S; . Donc:

it

La charge a I'intérieur de la surface de Gauss (sphére de rayon r) : q(r, t)

r,t 1 Tt - 1 r,t) |
2 =q( ) = E(r,t)=—q( ) et |E(rt)= at.t) é,
& 4dmte, 12 dmey  1?

Eeds= Ef ds = E.S; = E.4m.1?

G S

E.4m.r

Calcul du champ magnétique :

Le champ magnétique en un point situé sur un plan de symétrie est toujours perpendiculaire au plan
de symétrie.

Les plans de symétrie de la distribution de courants sont tous les plans passant par le centre de la
sphére radioactive.

En chaque point de I'espace il y a une infinité de plans de symétrie qui se coupent (figure en bas a
droite).

Dans ce cas le champ magnétique est nul en tout point de I'espace.

B(r,t) =0

Ty

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 1



ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

2. Le courant de conduction
La symétrie étant sphérique
I—d—Q— Jeds=j.4m.r?
It J j.4m.

Comme la charge a l'intérieur diminue quand le courant est positif

_ d_Q — inntérieur - _ aCI(r: t)

I = —
dt dt at
D’ou
.1 9q(r01) . Y1) = 1 9q(r0) ,
)= T ot ¢ N T T
Le courant de déplacement
. OE(r,t) R 1 adq(rt) |
) =&——F— = ) =
Jp(r,t) =g ot Jp(r,t) an.r? ot ér

3. En utilisant la forme locale du théoreme de Maxwell-Ampeére
S R R R oE
r0t(B) = po. J(r, t) + po. o (r, t) = po.J + Hoto Fr

Donc

roi(B) = 0
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 04 : Onde plane progressive monochromatique électromagnétique.
1. Pour une fonction d’onde en notation complexe de la forme

f(F, t) — A.ei(E-?—wt) — A_ei(kx.x+ky.y+kz.z—a)t)

Avec k =ky.é, + k.8, +k,.é, et F=x8 +y.8 +28,
Le gradient s’écrit
-3 - = - af—) af-) af-)
rad(f(#,t)) =Vf({r,t) =—é, +—e, +—¢
grad(fG,0) = VfG,0) = 5~& oy T as %
D’ou
. aei(kx.x+ky.y+kz.z—wt) aei(kx.x+ky.y+kz.z—wt) aei(kx.x+ky.y+kz.z—wt)
VF(#t) =A €y + é, + é
f@.0 0x x dy Y 0z z
VF(#,t) = iky. f. 8, + iky. f.&, + ik,.f.&, = ik. f(7, 1)
Donc

=3 -

V= ik
Et la dérivée partielle par rapport au temps s’écrit
aei(kx.x+ky.y+kz.z—wt)

% ) =4 — = —iw. f(7, 1)

Donc

.
o~ ¢

2. Equations de Maxwell dans le vide (en absence de charges et de courants).
oE

5 o 0B o .
div(E)=0 ; rot(E)= ~3F div(B) =0 ; rot(B) = Moo 57

Comme
div(E)=VeE =ikeE =0
Donc k est perpendiculaire au champ électrique E.

3. CommeE est suivant la direction de I'axe (0x), et puisque k est perpendiculaire a E et suivant
la direction de propagation, donc, la direction de propagation de I'onde est paralléle au plan

(0y2z).

4. Fréquence

A=4n = V= Application Numérique : |v =2,39 x 107 HZ|

>0

Pulsation

c
w=2mT.v = 27‘[; Application Numérique : |a) =1,5x 108 rad/s|

5. Le champ électrique est toujours dirigé suivant la méme direction (0Ox)

E = E,.eilet-0t) g
La polarisation est rectiligne.
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION

TD ELECTROMAGNETISME

6. Comme le vecteur k est paralléle au plan (Oyz) alors (k, =0) et:

K =ky&, +k,é,

Son module est donné par la longueur d’onde

2m
k= = Application Numérique :
D’ou
k = K. = =
{ y=kcosb| {ky V3/4 =043 ot
k, = k.sinf8 k,=1/4=0,25

S)
I
= =

- {ny=\/§/2
n, =1/2

7. Champ magnétique : équation de structure du champ électromagnétique dans le vide.

nXE=cB
D’ou

o Ey pa V3 1
§ = L2eiGoron) <7 :, + 5@) s, =

Eo i(er-wt), (% :, - ? 5Z>

8. Equations de Maxwell dans le vide (en absence de charges et de courants).

o o 0B 5 o
div(E)=0 ; rot(E) = v div(B) =0 ; 71ot(B) = Moo 57

Jauge de Lorentz.
av

div(ﬁ) + U Frin 0

Comme

— — s, > =3 aA
B =70t(A) et E=—grad(V) ——

Donc

7ot(B) = 7ot (rot(4)) = grad (div(A) ) — A4 = —poe,

D’autre part

— o OE dgrad(
1ot(B) = Yoo =— = —UpEg———=——
( ) Ho&o at Ho€o at
En comparant ces deux équations, il vient que
924

V)

oE

-

at

dgrad(V) -
gradv) _ =
at

924

—ﬂofoﬁ

AA)_#OSOF:())
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 05 : Champs et énergie d’une onde plane progressive.

E = Eq.expli(ax + by — wt)] .8,

1.a. Equation de propagation dans le vide

Les équations de Maxwell dans le vide dépourvu de charges et de courants

-

- —_— > B — —_—
div(E) =0 ; rot(E)= _(?3_t ; div(B) =0 ; rot(B) = uoeo

OE

dat

Calculons 7ot (Tot(ﬁ)) les dérivées partielles par rapport au temps et par rapport aux variables
d’espace étant indépendantes :

ot (rai(8) = 7ot (- 3¢ ) = - 5
Comme .
701(B) = ot e
Donc .
rot (Fot(£)) = —soso or

D’autre part
rot (rot(E)) = grad (div(E)) — A = —AE

En comparant ces deux dernieres équations, nous trouvons I’équation de propagation

, 0%E
AE _#OSOF = 0

1.b. En écrivant le laplacien en coordonnées cartésiennes

aZE+aZE+aZE 1 0%E
0x? 0y? 0z%* c? 0t?

=0 avec oz = U

En dérivant I'équation d’onde du champ électrique

=

1 -
—(a2+b2+0—c—2w2>E=0 = w? =c?(a?+b?) et w = +c\a? + b2

l.c. a et b représentent les composantes du vecteur d’'onde k suivant les directions &, et 5y .

k=a.é,+b.é,

La longueur d’onde

K = 21 R 1= 21 _ 2n
B "k Va?tb?
Et I'angle 6 est donné par
ky, b b
tanf = — = — ou 0 = arctan (—)
k, a a
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

2.a. Le vecteur champ magnétique E(x, y, t) est obtenu a partir de la relation de structure
AxE=cB
En multipliant par le module du vecteur d’'onde k
k.ixE =kc.B > kxE=wB
D’ou
(a.& + b. éy) x (Ey.expli(ax + by — wt)].8,) = cy/a? + b2.B
Et

B

.exp[i(ax + by — wt)].(b.&, — a.8,)

Ey
cva? + b2

Et les champs électrique et magnétiques sont perpendiculaires en chaque point (E 1 §).

2.b. Impédance caractéristique du vide

_ B E,
H===———"—¢expli(ax + by — wt)].(b.&, — a.&
— Mo pocva? + b? (b.& y)
Dont I'amplitude
E E 1 £
Ho=—2 o Zy=le— et |Zp= |2
HoC Hy  poc Ho

3.a. Vecteur de Poynting pour une onde plane (B = E/c)

B ExB E? _ B Eg.cosz(ax+by—wt)( 3, +b.3,)
= =—n = = a.e .e
Ho HoC Uoc.Va? + b? * Y

On n’utilisant que la partie réelle des champs. Son module est alors

1
P = —Ej.cos?(ax + by — wt)
HoC

Puisque la valeur moyenne (cos?(ax + by — wt)) = 1/2, donc

_ Es
"~ 2uoC

(P)

3.b. La densité volumique de I'énergie électromgnétique dans le cas d’'une onde plane

1 1
Esm = ESOEZ + ﬂBZ = g E? = Esm = €0E5.cos?(ax + by — wt)
0
Et sa valeur moyenne
1 1
(Esm) = €0E3.{cos?(ax + by — wt)) = (Esm) = E‘SOE& = WE&

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 6



ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

4. Vitesse de popagation de I’énergie. Le vecteur de Poynting est lié a la densité d’énergie par

fp7eas = = - |[ . at]

En prenant comme surface fermée un cylindre, de longueur élgal a la distance de propagation de
I'onde | =V,.t, dont la base S est perpendiculaire a la direction de propagation, I'onde étant plane,
P et E sont constant sur cette surface.

# Peds = —P.S

<ﬁ Bed3) = —(P).S

D’autre part la valeur moyenne de I’énergie a l'intérieur du cylindre

1 1
(Uém>=ff <£ém).d‘[=f_U‘WEg-dT:WEg'S'I

(P).5 = — E2.s % =
T 2uec2 YT dt T 2uyc?

Et sa valeur moyenne

D’ou

E§.S.V,

Et en remplacant (P), il vient que
E§ 1
2pgc B 2poc?

E3V, = V,=c

¥ T~
Q , [
ds —
P
S T B T
L l it
5. La puissance moyenne
EZ
(P)=(P).5 =~ i
HoC
Pour une sections circulaire de diamétred : S = mR? = nd?/4
nd?. E3 8uoc. (P)
P) = e Ey=c.By= |———

Application numérique

(P) =16 KWatts et d=4mm ; |E,=3,1x10° V/ml et |BO = 1,03 x 1072 Tesla
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 06 (*) : Champs et énergie d’une onde plane progressive.

E = Ey.cos a.cos(ky — wt) .8, — Eq.sina.sin(ky — wt) . &,

1. Direction de propagation : Axe (0Oy) vers le sens positif (y croissants), donc .

iy
Il

Ey.cosa.cos(ky — wt) ., + Ey.sina.cos(ky — wt + n/2) . ¢,

Oy — @, =—m/2 avec Ey, =Eycosa et Ey, = Eg.sina

a=mn/4+nn = cosa =sina et Ey, = Ey, : Polarisation circulaire droite.
a=3n/4+nt = cosa=-—sina et Ey, =—E,, : Polarisation circulaire gauche.
a=mn/2+nn = cosa=0 et Ey, =0 : Polarisation rectiligne suivant &,.
a=nm = sina=0 et Ey, =0 : Polarisation rectiligne suivant &,.
nm<a<mn/2+nt et a#+n/4+nnt =  Ey, # Ey,: Polarisation elliptique droite.
n/2+nm<a<n+1m et a+#3n/4+nnw = E,, # E,,: Polarisation elliptique gauche.

YVVYVVVY g n

w

En notation complexe :

E(y,t) = Ep.e!® =9 (cos a. 8, + sina.e™/2.8,)
Ou

E(y,t) = Ey.e!tv=90(cos . 8, + i.sina.8,)

4. Champ magnétique : Onde plane suivant éy = 5y xE=cB

- E _l —wt+m
B co' cos . cos(ky — wt). (éy X éx) + c0 sina . cos(ky t /2). (é)y X é)Z)
D’ou
, E - -—w
B c0 {sina.cos(ky — wt + n/2).€, — cos a.cos(ky £).é;}

Et en notation complexe

- E . .
B(y,t) = %e‘(ky_“’t)(sina.e‘"/z.gx —cosa.é,)

Ou

- E .
B(y,t) = ?Oe‘(ky_“’t)(i. sina.é, —cosa.é,)

5. Vecteur de Poynting

. ExB
P =
Ho
Pour une onde plane suivant éy
. E? E?
P=—n=—28,
HoC HoC
D Eg 2 2 2 2 >
P = E{COS a.cos*(ky — wt) + sin® a. cos®(ky — wt + m/2)}€,
0
Comme
(cos?(ky — wt)) = (cos?(ky — wt + m/2)) = 1/2
Alors
- E3 E?
(P) = (cos? a +sin? a)é, = é
2poc Y 2ppc
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6. La puissance moyenne rayonnée

E? Bugc. (P 4
(P) = 8y(;cnd2 = Ey, = ’“;)TTZ() Application Numérique |E, = 3,1 x 103 —
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 07 : Réflexion d’une OPPM sur une surface conductrice.

1. Notation réelle : polarisation circulaire (Eoy =FEy, = EO) gauche @, — @, = /2

- Vs
E; = Ey.cos(kx — wt) .é, + E,. cos (kx —wt+ 5) .8,

Ou

El = Ey.cos(kx — wt) .é,, — Eg.sin(kx — wt) . €,

Notation complexe

E, = By ei(x=00(3, 4 ¢in/2 3,) = Fy eiCkx-w0(3, 1 1.5,)

2. Champ magnétique : Direction de propagation 8, = B, =&, X E;/c

- E, R E, ™
B, = 7cos(kx —wt).é, — - cos (kx - wt + E).ey

Notation réelle

. E E
B, = ?Osin(kx —wt).é, + 70C05(kx —wt).é,

Notation complexe

- EO

21 ei(kx—wt) (é’z —i. é’y)

Cc

3. P, =E, x §1/y0 pour une onde plane B, = (E%/uoc).8,  (By = E1/c). Donc:

- EZ.(cos?(kx — wt) +sin?(kx —wt)) , EZ |
P, = e, = —e, = Constante
HoC HoC

4, El(x =0)+ Ez(x =0)=0 et Ez(x, t) est une OEPPM qui se propage vers les x négatifs.
Donc nous écrivons la forme générale de Ez (x,t):
E, = Eoy. cos(kx + wt + (py) .€y + Egz.cos(kx + wt + ;) . €,
En écrivant la continuité :
- T - - -
—Ey.cos(—wt) . €, — Ey.cos (—wt + E) €, = Ey,. cos(wt + (py) .€y + Egz.cos(wt + ¢,) . €,
En comparant les deux membres :

Eoy.cos(a)t + <py) = —E,.cos(wt) - {Eoy = —Ep ot { Py =
Ey,. cos(wt + ¢,) = —E,.cos(wt — m/2) Eo, = —Ey @0, =—1/2

Finalement :

Ez = —Eq.cos(kx + wt) . €, — Eg.cos(kx + wt —m/2) . €,

Et en notation complexe :

E, = —Ey.elx+ot(g — i 8))

5. Polarisation : Direction de propagation —é, = ¢, —¢@,=mn/2 et Ey, =E,,
polarisation circulaire gauche.
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—

6. Champ magnétique : Direction de propagation —é, = B, = —&, X E}/c

= EO - EO T[ -
B, = ?cos(kx + wt) . é, —— cos kx + wt —E).ey

Notation réelle

~ E E
B, = —?Osin(kx +wt) .é, +?0cos(kx +wt). &

Notation complexe

B
b2 =7

eilx+o0)(3, + 1.3,)

7. Champ total en notation complexe

E = E1 + EZ = E,. eikx[(e—iwt _ e+iwt)_é>y + 1. (e—iwt + e+iwt)_é>z]
Donc

E = 2i. E,. e“‘"[— sin(wt) . €, + cos(wt) .é’z]

En prenant la partie réelle :

E=2. E,.sin(kx) [sin(a)t) .€, — cos(wt) . éz]

5> 5 E, . . . . )
B=B,+B,= felkx[(e—lwt + e+zwt)_é'z —i (e—uut _ e+lwt)_é’y]

Donc

- E, .
B=2 ?0 etkx [sin(a)t) .€, + cos(wt) .52]

En prenant la partie réelle :

- E
B = Z?OCOS(RX) [sin(a)t) .€y + cos(wt) . (?Z]

Nature de I'onde : Onde stationnaire.

8. Vecteur de Poynting : P=E x §/u0
o 2 Ex éy €,
EXB=4—|0 sin(kx).sin(wt) —sin(kx) cos(wt)

0 cos(kx).sin(wt) cos(kx) cos(wt)
D’ou

2

- E
P = 2—2 sin(2kx) . sin(Rwt) €y
Ho- €

Conclusion : {(P); = 0 Une onde stationnaire ne transporte pas d’énergie.
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EXERCICE 08 (*) : Réflexion d’une OPPM sur une surface conductrice.

1. Vecteur d’onde de 'onde réfléchie: A =constante = A1=1" etlemodule k=K.
En utilisant la projection

k' = k’(— cosf.é, + sine.é’y) avec (0, =6,=20)

2. L'onde incidente

—

= (T E-=E.ei‘p.5
Ei =£0i.el(kor—wt) avec {_) ) =0t 0 z
ker =k cosf.x+k.sinf.y
D’ou

—

Ei — EO- el(k.cos 0.x+k.sin 9.y—wt+<p)_ é’z

3. L'onde réfléchie

—

- ’ i(p, -
Eor = Eg.e’” . e,
E, = Ep,. eiB7-0")  ayec {7/, 2 :
Zr = Zor: k'er =—k.cosf.x+k.sinf.y

!

w=k.c=kc=w
D’ou

—

i . n
E, = E(l). el(—k.cos 0.x+k.sin 8.y—wt+¢ ) e,

4. La continuité au point 0(x = 0,y = 0)

E(x=0,y=0)=Eyelot+® g, ; E(x=0,y=0)=E,e-et+e) g,

=

E,-(x=0,y=0)+Er(x=0,y=0)=0 = Ei(x=0,y=0)=—Er(x=0,y=0)
Donc

Ey.e'? = —E(',.ei“" = et (onprendra ¢ = ¢' =0)

5. Le champ résultant

=

E — El + Er — Eol{ei(k.cos 0.x+k.sin0.y—wt) _ ei(—k.cos 6.x+k.sin6.y—wt)}.é>z

E = E,. ei(k.sin 9.y—a)t). {ei(k,.cos 6.x) _ ei(—k.cos B.x)}_ é)z

Donc

E = 2i.Ey.sin(k.cos 0. x) . ellesinfy-ot) g

Et en prenant la partie réelle

E(x, y,t) = —2E,.sin(k.cos 6 .x) .sin(k.sin6.y — wt) . €,

6. L'équation de structure de 'OEPPM

AxE=cB
En multipliant par k
kxE=wbB
En utilisant la notation complexe
EXEL-=0).EL- et E’xEr=a).Er
D’ol
. kXE kE, . : R DN o
B, = Zi_ =0 gik.cos@.x+ksinf.y-wt) (COS 6.8, + sinb. ey) X &,
= W W
B Eo i(k.cos 0.x+k.sin0.y—wt) (: > >
Bl':?el cosgxrksinby-w .(smB.ex—cosH.ey)
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Et pour I'onde réfléchie

k' xE kE, . .
D =T 0 - - - . - -
Br — — el( k.cos 8.x+k.sin 6.y wt)_ (_ cosf. 8, + sin 9. ey) X &,
w w
B Eo i(—k.cos 0.x+k.sin 8.y—wt) : = >
B, = ——ei(Ckcosfxtksinf.y-wb) (ing .8, + cosf.é,)
C

7. Le champ magnétique résultant
Eo

-

+B =

[Se7)
[So

ei(k.sin 6.y—wt) {sin 0 (ei(k.cos 6.x) _ ei(—k.cos G.x)) K
Cx

— cos @ (ei(k.cos 0.x) + ei(—k.cos B.x))_ é’y}
Soit

- Ey ... .
B(x,y,t) =2 70 gilksin e'y‘“’t){i. sin@.sin(k.cos 0 .x).é, — cos B .cos(k.cos 6 .x). é’y}

Et en prenant la partie réelle

- E
B(x,y, t) = -2 7°{sin 0 .sin(k.cos 8 .x).sin(k.sin6.y — wt).&é, + cos 8 .cos(k.cos 8 .x).cos(k.sinf.y — wt) éy}

8. Structure de I'onde :

» Onde stationnaire suivant I'axe (Ox).
» Onde progressive suivant I’axe (0y) vers les y croissants (positifs).
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EXERCICE 09 : Etat de polarisation d’une onde.

a.
Ey = Ey.cos a . cos(wt — kx) .€, + Eg.sina . cos(wt — kx) . €,
> Direction de propagation : 71 = &,.
> Différence de phase: Ap = ¢, — ¢, = 0.
> Amplitudes : Ey, = Eg.cosa ; Ey, = Ej.sina.
Polarisation rectiligne.
b.
o AN _ AN
E; = E;.cos w. (t —E).ex + E1.51na).(t —E).ey
El = Ej.cos(kz — wt) .é, — E;.sin(kz — wt) . €,
- - T -
E, = E;.cos(kz — wt) . e, + E;.cos (kz —wt + 5) .€y
> Direction de propagation: 7 = é&,.
> Différence de phase: Ap = ¢, — @, = /2.
> Amplitudes : Eoy = Ey,, = Ej.
Polarisation circulaire gauche.
C.
R z z
E,=E,.cosw.(t——-).é, —E,.sinw.(t—-).€
> = Epcosw.(t—=).& — Ep.sinw. (=) &,
E, = E,.cos(kz — wt) .8, + E,.sin(kz — wt) . é
- > T -
E, = E,.cos(kz — wt) .é, + E;.cos (kz —wt — E) €y
> Direction de propagation: 7 = é,.
> Différence de phase: Ap = @, — @, = —m/2.
> Amplitudes : Eoy = Eyy, = Ej.
Polarisation circulaire droite.
d.

e = = z - -
E =E; +E, = 2E;.cos w. (t _E) €y = 2E;.cos(kz — wt) . &, avec (E,=E,)

> Direction de propagation: 7 = é,.
Polarisation rectiligne suivant la direction €.
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 10 : Etat de polarisation d’une onde.
1. Champ électrique en notation réelle

Polarisation circulaire (Eoy =Ey, = EO) gauche (Ago =@, @y = n/Z), donc

fd 5 n R
E = E,.cos(kx — wt) . €, + Ey. cos (kx - wt + 5) &,

Notation complexe
- . - [ — T -
E = Eyelkx-ot g 1 By ellkm=wt+3) g

Ou

- . E - i - g
E = E,.etlx—wt), (é’y + elz.ez) = Ep.e!k*=0 (g, +i.8,)

2. Larelation de structure
8. xE=cB
D’ou
- N - T -
c.B=28,x (Eo.cos(kx — wt).é, + Ey.cos (kx — wt + E).ez)
jg - - T - -
c.B = Eqy.cos(kx — wt) . (&, x ey) + E,. cos (kx — wt + E) (eyxey)

Et

> E T E
B = ——Ocos(kx—wt +—).§y+—0cos(kx—wt).éz
c 2 C

En notation complexe

g E : E - - E 1 - -
B = ?Oe‘(kx_“’t). (—e‘Z. ey + ez) = ?Oe‘(kx_“’t). (—i.8, +&,)

3. Vecteur de Poynting

. ExB
P =
Ho
Pour une onde plane se propageant dans la direction &,
. E? E?
P=—n=—=~¢,
HoC HoC
. E} T E¢
P= —O{cos2 (kx — wt) + cos? (kx —wt + —)} 8, = —{cos?(kx — wt) + sin?(kx — wt)}8,
HoC 2 HoC
. E¢
P=—"23s,
HoC

Ce vecteur est constant en module et en direction.
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 11 : Superposition de deux ondes de direction opposées. Onde stationnaire.

1. Champ électrique total

—

E(x, t) — El +EZ — Eo_ei.kx(e—i.wt _ e+i.a)t)_é>y

Donc
E(x,t) = —2i.Ey. e sin(wt) . &,
Ou
E(x, t) = 2E,. et*kx=m/2 sin(wt) . éy dont la partie réelle E(x,t) = 2E,.sin(kx) . sin(wt) . €,

Champ magnétique incident
_ & XxXE; Eg

> - ei(kx—wt)_g

21 c c 4
Champ magnétique réfléchi

B, = —éx X E; _ ﬂei(kxmt)_gz

c c
Champ magnétique total
B(x,t) =B, + B, = 7Oel.kx(e—1.wt + e+z.wt)_é'z

Donc
=g EO ik - . , =g EO -
B(x,t) =2 ~ e cos(wt) . €, dont la partie réelle B(x,t) =2 - cos(kx) .cos(wt) . €,

2. Amplitude du champ électrique

E,= 2E0.sin(kx)|

Amplitude du champ magnétique

E
B, =2 ?0 cos(kx)

3. Plans nodaux du champ électrique

A

E,=0 = sinlkx)=0 = kx=nm et szn.Z

Plans ventraux du champ électrique

T A
E,=+2E, = sinlkx) =41 = kx=02n+ 1).5 et |[x=0Q2n+ 1)'Z

Plans nodaux du champ magnétique

T A
B,=0 = costkx) =0 = kx:(2n+1).5 et x=(2n+1).Z

Plans ventraux du champ magnétique

Eo
BmziZ? = cos(kx) =41 = kx=nm et |x=2n.-

4. Décalage entre le champ électrique et magnétique est d’un quart de longueur d’onde

i3
Ax =—- = A(;l):k.Ax:E
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 12 (*) : Superposition de deux ondes de direction opposées.

o i(wt—kx) 2 . Lo i(wt+kx) 2
E, =Ey.e .6y ; Ey=akj.e €y

1. Champ électrique résultant

E=E +E, =E, e (e + q.etx).g,

L’équation de structure pour chaque onde est donnée par

éxxXE; Eg

- .
By =— " el(@t=kx) g (propagation suivant les x croissants)
8, X E E
= Tex XLy 0 . . Lo
B, = ———= = —q—¢llwt+kn) g (propagation suivant les x décroissants)
c c

Et le champ magnétique résultant

Eo . .

- -

= B, + B, = —e!@t(e7* — q.etik¥) g,
= c

[Se)

2. L'amplitude complexe du champ électrique

- . . -
Ey = Eg(e > + a.e“k").ey

Ou bien
Eo = Eo{cos(kx) —i.sin(kx) + a.cos(kx) + ia.sin(kx)}. €,
Donc

lon
Il

Ey.éy, = Eo{(a + 1). cos(kx) + i(a — 1).sin(kx)}. é,

3. L'amplitude réelle
E = |§0| = Egy/ (a + 1)2. cos?(kx) + (a — 1)2.sin2(kx)

E = Eg\Ja? + 1 + 2a. cos?(kx) — 2a.sin?(kx)

E = Eg\J1 + a? + 2a. cos(2kx)

4,
E=Ensy = cos(RQkx)=1 = 2kx=2nn
Donc
A
x=2nZ et |Emax =Eov1+a?+2a=1+a| avec (a>0)
E=Eyg, = cosQkx)=-1 = 2kx=QQn+ Dm
Donc

A
x=(2n+1)z et  |Epin=Eovl1+a?2—-2a=|1—a|| avec (a>0)

Pour (a < 0) les positions des plans et les valeurs des amplitudes sont inversées.
Pour (a = 0) les plans sont confondus et Ep.x = Emin = Eo-

5. Le taux d’onde stationnaire

S—Emax— 1+a
Erin 11— «al

avec (a > 0)
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 13 : Capteur rectangulaire d’ondes électromagnétiques planes.

—

E = E,.elkx-00 g,

1. Puisque la direction de propagation est suivant les x croissants

5o XE _Eo ie-wn
= c c zZ
Et le flux du champ magnétique
®(t) = N. ff Beds avec ds=ds.e, =dxdy.é,
S

Donc

E, . N.E, .. (%P .
D(t) = fo —Oel(kx_“’t).dxdy = 0 e‘l“’tf f e”‘x.dxdy
s € c 0o Jo

En intégrant

N.E, _. . [e#*]* N.Eg.b . [etk® —1
d(t) = —iwt | b _ —iwt
) — ¢ [ ik L [v]o c ¢ ik

Que nous pouvons réecrire

Nb.E, _. k [e'2% —eh2®
o(t) = Toe““’t. e'2® — y
Finalement N
o) = ZNCbk.Eo sin (% a) . ei(ga—wt) b |z @§
D’oli en remplacant k = 2w /7.
@, = —Nb' Eollsin (E a) ; 0¢ a >
c A

2. D’apres le théoreme de Faraday, la force électromotrice générée par le flux du champ magnétique
est donnée par

B do(t)
B dt
Donc
. 2Nb-EO . (k ) i(Ea—wt)
e=ilw sin|—=a).e\2
ck 2

Comme w = ck

k ko
e = i2Nb. E,.sin (Ea).el(za wt)

Et sa valeur efficace

€eff =

ExB E? _
=—¢,

Ho HoC
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

En utilisant I'expression réelle du champ

. ExB E2?
P= =2 cos2(kx — wt) &,
Ho HoC
Et la valeur moyenne de son module
E? E?
(P) = —%(cos? (kx — wt)) = —
HoC 2pgc

Ou nous avons utilisé  {(cos?(kx — wt)) = 1/2, et donc

Eq = +/2poc.(P)

4. La puissance moyenne irradiée a travers une surface S.

2
S 2 —2“‘);'(?)

(Py=(P).S = . S

Comme la source se trouve a une distance d du récepteur et que I'onde est sphérique, au point O la
surface irradiée est une sphére de rayon d,donc S = 4m.d?

En remplagant toutes les grandeurs trouvées, la valeur efficace de force électromotrice générée dans
le récepteur est

toC-{P) T N -
W.sm (— a) application numérique |eeff = 0,015327 V = 15,327 mV|

Ceoff = 2Nb. 1
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ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE — SOLUTION TD ELECTROMAGNETISME

EXERCICE 16 : Equation de propagation du champ dans le vide. Solution en ondes sphériques.

—

1. Leséquations da MaxweII dans le vide et en absence de charges et de courants (p =0;7=10).

oF
rot( ) =—— ; div(E) =0 ; rot(B) = Uo&g FIR div(B) =0
Calculons
s (— orot(B)
rot (rot(E)) =
Car on peut inverser les dérivées. D’autre part :
rot (rof(E)) = grad (div(E)) — AE = —AE (div(E) = 0)

Et

OF
rot(B) Ho€o

D’ou I’équation suivante :

, 9%E
AE —Mosoﬁ =0

2.a. Dans le cas d’une symétrie sphérique

62E 20E 1 0%E 1 OF 1 0%E

AE — —
(rt) = +r6r +r2 062 +r2.tan969 +r2.sin296<p2

E(r,t) étant une fonction uniquement du module r et de t.

62E 20E 162(1'.E)

AE(r,£) = ror r or?

2.b. L'équation de propagation devient

0%E(r,t) 10%(r.E) 1 0%E 1
AE(r,t)—MOEOTZO > ST T mae =0 avec -2 = Hoo
En multipliant I’équation de propagation par r
0*(r.E) r 0°E _
or? c2ot?
Comme r est indépendante de t, nous pouvons écrire
0*(r.E) 10*(r.E) _
or? cz otz

En faisant le changement de variables

1
{u=r—c.t r 2(v+u)
=
v=r+4c.t 1
t=—w-u)
2c

Cherchons les dérivées partielles de F parrapporta u et v.

oF oF
dF(r,t) = —dr +—dt

ot
Or
or or ot ot
dr =a—du+a—dv——(dv+du) et dt—a—du+a—dv——(dv—du)
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En remplagant dans I’expression de la différentielle totale, on trouve.
1/0F 10F 1/0F 10F
( Jau+5( =)

dF ==|—--—-—= —=—+-
(w,v) 2\0r cot +2 6r+cat
D’ou
6F_1<6F 16F) 6F_1(6F+16F)
du 2\or cat v 2\dr cat
D’autre part I'équation de propagation s’écrit
0°F 10°F _
ar? ¢ 9t?

Et elle peut se mettre sous la forme

(6 16><6+16)F_6<6F)_0 F(rt) = 1 E(r6)
or cat/\or cat) ~ oul\ov) avec nu =R

Qui s’intégre facilement

JoF

- = f(v)  (indépendante de u)

En intégrant par rapporta v.

F= f F).dv+ i = @) + f;@)

En remplagant
r.E(r,t) = fi(r —ct) + foL,(r + ct)
Finalement

E(r,t) = %fl(r —ct) +%f2(r + ct)

» fi(r — ct) estune onde qui se propage vers le sens des r croissants (divergente).
» fo(r + ct) estune onde qui se propage vers le sens des r décroissants (convergente).

2.c.

D’un point de vue énergétique, le front d’'onde est une sphére de rayon r donc sa surface est S =
41,12 plus 'onde se propage plus cette surface augmente et pour une amplitude du champ
constante la puissance électromagnétique rayonnée augmente d’un facteur (r?), ce qui est
physiquement impossible.

Dans la solution que nous avons trouvé, I'amplitude du champ est divisée par un facteur (1/r) et
donc le vecteur de Poynting est divisé par un facteur (1/72), ainsi la puissance rayonnée P = P.S
reste constante.
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