BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 02
ONDES ET PARTICULES

EXERCICE 01 : Longueur d’onde de De Broglie
Relation de Louis de Broglie (en module).

h h B
p=hk ou mrv==- > A=—/| avec h=6,626%x1073* J.s
A mv
a. Un grain de poussiére
T =10"2'Joules ; m=10"15kg
1
T = Emvz = mv = vV2mT
Donc
h .
A= Numériquement : |1 = 4,6852 x 10”6 m
2mT
b. Un neutron thermique
3
E.= EkBT ; T=300K ; m,=1674x10"%" kg ; kz=13806x10"2% J/K
E.= Emnv2 = muv =./2muE, = /3m,kT
Donc
h L
A= Numériquement : |1 = 1,4528 x 10"1%m
3mukgT

c. Un électron accéléré dans une d.d.p.

V =1000Volts ; m,=9109x 10731 kg
Un électron accéléré dans une d.d.p. acquiert une énergie cinétique égale a
1
Tzzmvzze.V > mv = V2mT = V2me.V
Donc
h .
l=—— Numériquement : |4 = 3,8785 x 10”1 m)|
2me.V

d. Un électron dans un accélérateur de particule.

E=1GeV =1,602%x 1071 Joules ; ¢ =29979x10% m/s
Pour des énergies de cet ordre (E > myc?) nous utilisons les lois de la relativité restreinte.
E =mc? et  p%c? =m?c* —mict ~ m?c*
Donc
E
~mec=—
P c
Et
hc L. T
A= T Numériquement : |/’l =1,2399 x 107" m
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BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

EXERCICE 02 : Vitesse de phase et Vitesse de groupe
a. Relations de la vitesse de phase et de la vitesse de groupe dans un paquet d’onde.

) dw
K R T

La vitesse de phase est de chaque phase (onde plane) séparément.
La vitesse de groupe est la vitesse du maximum du paquet d’onde.

b. Relation de dispersion.
Equation de Schrodinger pour une particule libre (cas a une dimension)

NG N i Te )
! at  2m  0x?

En remplacant par la solution en onde plane

llj(x, t) = A ei(kx—wt)

On trouve
h.k?
w(k) = >
Dans ce cas la vitesse de phase est
w hk
"% 2m
Et la vitesse de groupe est
dw h.k
Ug = E = —
Dans ce cas particulier
Vg = 204

c. Dans le cas ou la longueur d’onde est liée a la fréquence par la relation.

c
A=
v2 — v
Comme A =2n/k et v=w/2m , nous pouvons réécrire la relation sous la forme
1 c
k- 2_ 2
W w§

Avec vy = w,/2m = constante et w > w,

w(k) = /kzc2 + w?

En inversant

Dans ce cas la vitesse de phase est

Et la vitesse de groupe est

dw kc?
v, = —=

7 dk [k2cZ ¥ w?

Dans ce cas particulier
_ 2
VgVg = C
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BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

d. Pour un paquet d’onde ou la vitesse de chaque phase est donnée par

gl g A1
U¢= E= E avec Ezg

Nous cherchons la relation de dispersion

D’ou

Dans ce cas la vitesse de groupe est

_do 1 g
Yo "k T 2k
Dans ce cas particulier
Vg = 2V,

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2019/2020) 3



BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE

TD MECANIQUE QUANTIQUE

EXERCICE 03 : Paquet d’onde libre
Rappeler I'’expression d’un paquet d’ondes libres a une dimension.

1 to ( )
Y(x, t) =— k). ettkx—wt) g
(. 8) V2w f_oo g( )

Forme d’un paquet d’ondes libresa t = 0.

{g(k) =A
g(k)=0

pour k€ [kqg—Ak/2,ky+ Ak/2]

ailleur

1 +oo .
x,0 =—f k).e*xdk
Y(x,0) Nz g(k)
En remplagant g(k)

Y(x,0) = —{f 0.e**dk + f A e dk + f
V21 Vo ko—Ak/2 ko+Ak/2
Donc
Y(x,0) = — e“‘"dk=i[e ]
V2r Jyy-ak/2 V2L WX Jy _akg2
Et
A eikox . i
ll)(x, 0) — — P (el(Ak/Z)x _ e—L(Ak/Z)x)
Ou
P(x,0) = 24 sin(Ak.x/2) pikox
V2w X

Pour représenter Re{y(x,0)}, nous représentons d’abord 'amplitude +B(x)

24 sin(Ak.x/2)

0. eikxdk}

(en pointillés)

Re{y(x,0)}
+Th
|
' \
[ \
] \
1 \
] \
! ' +B(x)
N P Vi H A
S i Vi Lo N
' v i [ F— \
v H H e
. H | Vi H \
[ H H P
_ o Vi H ' iy [ -
[ : Y H i H H Vi PG
------- . 4 A7 kY I E 3 i Vi G \ X
o=~ .t ¢ B [ 3 i 1 ¥ Y A o=~
<<<<<<<<<<<< Se_ 7 D I 3 1 B ] A 1% N e
~ EERY 1y :;I‘ ,;: §| ‘I;_' i S -
\ 1 i [H H i Y !
\ ’ i 1 ] I N !
et \ [ i ! H N-7
\ h H ' i
\ i H !
\ H H ]
\ dd P ! )
\ ; F 1 _ (
\ L B(x
A ~7

Condition de normalisation.

[ :owx, DL |

— 00

+sin?(Ak.x/2)
dx

x2 =1
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BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

EXERCICE 04 : Principe d’incertitude
1. Grain de poussiere.

Ax=0,01lym ; D=1pum ; m=10"Pkg

La vitesse est calculée a partir de I'énergie cinétique

1
T = Emv2 = 10721 Joules = v= ; v=14142%x10"3 m.s7!

L'incertitude sur la vitesse est donnée par la relation d’incertitude de Heisenberg

mAv.Ax > h
Donc

h
Av>——=1,0545x 10711 m.s71
mlx

Ce qui représente une incertitude relative sur la vitesse de Av/v = 0,7456 x 1078
Pour une incertitude relative sur la position (par rapport au diameétre) Ax/D = 0,01

Ces deux incertitudes étant trés faibles, nous pouvons donc connaitre avec une bonne précision et en
méme temps la position et la vitesse du grain de sable.

L’effet quantique n’est pas perceptible a cette échelle de la matiére.
2. Neutron thermique.

E.= %kBT ; T=300K ; m,=1674x10"%" kg ; kzy=13806x10"2% J/K
La vitesse du neutron thermique a cette température.

1 2E 3kgT
E, = =m,v? = v= |[—= B = 12,7244 x 102 m.s~!
2 m, my,

L'incertitude relative étant
Av/v=1% = 0,01 = Av =0,01.v = 2,7244 m.s !
L'incertitude sur la vitesse est donnée par la relation d’incertitude de Heisenberg

m,Av.Ax > h
Donc

Ax = =2,3123x107% m

m,Av
Cette incertitude sur la position d’'un neutron est énorme, car elle représente une centaine de

distance interatomique.

Donc, du fait de la relation d’incertitude, avoir une bonne précision sur la vitesse du neutron nous
fait perdre toue précision sur sa position. A cette échelle nous percevons bien les effets quantiques.
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BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

EXERCICE 05 : Principe d’incertitude

Masse du virus de forme sphérique R = 10 A et de densité p = 1 g.cm™3

4
m=p.1= §1TR3T AN.  m=4,1887 x10"** kg

Le principe d’incertitude
mAv.Ax = h

Comme le virus est localisé approximativement dans une région égale a son diamétre.

Ax = D = 2R
D’ou
Av > L =Av
mAx min
__h _ -3
Avpin = R A.N. Avpin = 1,2588 X 107° m/s

Virions grippaux (Myxovirus
influenzae) quittant leur
cellule héte, grossis cent
mille fois.
Cliché de microscopie
électronique en
transmission issu de la
bibliotheque d'images de
Santé publique du Center
for Disease Control (Atlanta,
| Géorgie).
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BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE

TD MECANIQUE QUANTIQUE

EXERCICE 07 : Particule dans une boite de potentiel G une dimension

Expression du potentiel.

V(x) =0 pour x € [0,a]

{V(x) = +4oo ailleur

D’aprés la remarque que nous avons vu
la fonction d’onde dans les zones | et llI
est nulle.

{<P1(X) =0 pour x €]—,0]
@3(x) =0 pour x € [a,+o[

Il nous reste a calculer la fonction

d’onde dans la zone I1.

L’équation de Schrodinger : (V = 0)
h* d*o(x)
2m  dx?

La solution est de la forme :

=E.p(x)

@y(x) = A.etth* 4 B eikx

Condition de continuité en x =0 :

En remplagant dans la fonction d’onde :

Condition de continuité en x = a :

T
k=n-=
a

Donc

@2(a) = @3(a) =0

@,(x) = A.2i.sin(k.x)
= A.2i.sin(k.a) =0

ou n est un entier naturel non nul.

En remplacant dans I'expression de I'énergie on trouve

n

h2k?  A’m?

2
= n
2m 2m. a?

La constante A est calculée a partir de la condition de normalisation.

+o0
f (DI dx =

En remplagant ¢,(x), on trouve |A| =1/v2a

-

[oe]

IMﬂFdx=flw@N%m=1
0

donc A s’écrit sous la forme

A=|A]|.e = (I/M)ei‘l’

Et la fonction d’onde (dans la zone II).

p(x) = (1/\/5). ei(d’%). sin(k. x)

pi(d+7/2)

V
7
v
a
Zonel Zone Il Zone II1
Boite de potentiel
2m.E
avec k = 7
91(0) = ¢,(0) =0 > A+B=0 et A=-B

est un facteur de phase constant qui n’influe pas sur le module de ¢(x), donc il

n’influe pas sur la probabilité de présence, la fonction d’onde peut s’écrire sous la forme

Qn(x) = \jé sin (ngx)
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BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE

TD MECANIQUE QUANTIQUE

EXERCICE 08 : Particule dans une boite de potentiel a 3 dimensions (densité d’états)
1. Boite de potentiel tridimensionnelle

V(x,y,z) =0 pour

L’équation de Schrodinger

En posant

On obtient

2

h
—_<¢2(J’) ¢3(z2) ———

2

K% [ 02 0?
——m<w a2

(x €[0,al,y €[0,a],z €[0,al])

; V(x,y,z) =+ sinon

h
—%Aqo(x,y, z)+V(x,y,2).0(x,y,z) =E.o(x,y,2)

2
+ﬁ> (P(X'V»Z) = E-(P(x»y'z)

p(x,y,2) = p1(x) X P (¥) X ¢p3(2)

2¢1( )

+ ¢1(x0). p3(2) ——=—

Et en divisant par ¢ (x). ¢, (v). p3(2)

Avec

\

1 0%¢,(x) 1

2¢2(}’)

62¢2(}’)

6,00-$20) ¢()> E.$1(0). (). 5 (2)

hZ
" 2m <¢1 (x) 0x?

Qui s’écrit sous la forme de trois fonctions de variables (x,y, z) indépendantes dont la somme est
constante, donc, chaque fonction est constante

h? 1 9%¢y(x) _

C2mey(x) 0x?

h? 1 9%¢p,(y) _

“2m b2 (v) ay
h? 1
2mes(z) 022

62(153(2) _

1

2

3

¢.(y) 0dy?

1 0%¢3(2) _
¢$3(2) 0z? >_

( h? 0%, (%)
Zma—;z =Ep. 1 (x)
h% o
ou “om ;b;(y) E;. ¢, (y)
h? 0%¢3(2)
2ma—32 = E3.¢3(2)

E1+E2+E3:E

Les trois équations obtenus et les conditions limites qui leurs sont associées sont celles de trois

boites de potentiel a une dimension chacune, suivant les trois axes respectifs

solutions sont donc de la forme

(;l)l(x):\/m.sin(ngx) ; (;l)z(y):m.sin(m%y) ; ¢3(z)=m.sin(pgz)

Avec comme composantes du vecteur d’onde

Et les énergies

0X,0Y,0Z. lLes

s s
kx=na ; ky=ma ;o ky=p— telque n,m,p € N*

3 h2k2 B h%m? 5 £ - hzkf, B h2m? 5 B h%k3  h’m? 5

~72m  2maz" 27 2m " 2ma? P BT o T 2maz?

D’ou la fonction d’onde d’une particule dans une boite tridimensionnelle cubique de coté a est

3/2 T

Pnmp (X, y,2) = (2) sin (n 2 x) .sin (m g y) .sin (p gz)
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BASES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

Le vecteur d’onde associé a cette particule est

- T
k=—(né+mé +pé,)  telque nmpeN

Et I’énergie de la particule s’écrit

h2k? h%m?
En,m,p = 2 =

= (n? + m? + p?)

2. Calculer le nombre d’états d’énergie inférieure a une valeur E.

Les états (fonction d’ondes) permis a la particule peuvent étre représenté dans I'espace (kx, ky, kz)
comme le montre la figure ci-dessous, ol chaque point représente un état de la particule définit par
les nombres quantiques (n, m, p).

Si on fixe une valeur de I'énergie E on fixe alors la valeur du module du vecteur d’onde k. dans
I’espace des états (kx, ky, kz) les point correspondants a (k = constante) sont donnés par

k% + k3 + kZ = k? = constante

lls forment une sphére de rayon k = /2mE /h?2 .
Les états ayant une énergie inférieure a une valeur E donnée se trouvent a l'intérieur de cette

sphére.

Pour calculer le nombre de ces états, il suffit de diviser le
volume total des états a lintérieur de la sphere (le
huitieme de la sphere correspondant aux valeurs positives
de n,m, p) par le volume correspondant a chaque état et
qui est égal a (r/a)3.

3

T
1 état - (E)
N état (1)4 k3
_) — —
états 3 371
D’ou
a® 2
Nk)=—k
(k) e

Ce qui donne

a3 3/2

NE) =2 (ZZZE)

3. En déduire la densité d’état.

Le nombre d’états compris entre une énergie E et E + dE par unité d’énergie dE

— 3 3/2
D(E)zN(E+dE) N(E) - =dN(E)_ a (Zm

dE D(E) dE  4m? F) VE
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EXERCICE 09 : Barriére de Potentiel — effet tunnel. %
{V(x) =V, pour x € [0,a]
V(ix)=0 ailleur
1. Equation de Schrodinger indépendante du temps.
I h? dz(ﬂ1(x) ) Vo
zone * zm d 2 - '(pl X E_g_y_o_ ___________________________
h? d? @, (x)
zone Il : —%7+ Vo 02(x) = E.,(x)
h? d?eps(x
kzone 111 : =3 :—32() = E.p3(x) 0 a
m x Zonel Zone Il Zonelll

Barriere de potentiel

2. Solutions des équations pour E < V.

@1(x) = Ay.e™¥ + By e 7 2m.E 2m. (Vo — E)
(pZ(x) = AZ'e+px + Bz-e_px avec k = T et p = h—g
(p3(x) — A3_e+ikx + B3.e_ikx

Pour une particule provenant de x = —oo, I'onde plane B3.e“kx n’a pas de sens physique. Donc,
nous posons B; = 0.

La continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée premiereen x = 0 donne:
Ay +B;=A4,+B, e ene e (1)
A, —B, = %(A2 "By i (2)
La continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée premiéreen x = a donne:
Ay.etPt + By e Pt = Az.ettke . (3)

ik .
A,.etPd — B, ePA = ;A3.e+”‘a N ()|

1 ik L
3+ = A, = E(1 + ;) As. gilktip)a

1 ik
(3) - (4) = B, = 2(1_%)A pitk=ip)a

M) + (2) N A1:%(1—£)A2 1(1+£)B

1) - (2) 5 Bl=%<1 £>A2 1(1—%})32

En remplacant A, et B, on trouve :

i k* —p? i k? + p?

Ay = As.etka <cosh pa=3 kpp sinh pa) et B, = Ajz.etk@ <_§ T sinh pa>

La constante A3 est calculée a partir de la condition de normalisation.
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3. Coefficient de transmission T.

_ |45/ _ 4p*k?
" |4;12  4p2k2.cosh? pa + (k2 — p2)2.sinh? pa

Ou

4E(Vy — E)

"= 4E (Vo — E).cosh2(\/2m(V, — E).a/h) + VZ.sinh?(\/2m(V, — E).a/h)

4., AN.: E=1eV,Vy=2eV (Vy—E=1eV), a=1A4A.
1

1
"= coshz(,/Zm(VO — E).a/h) + sinhz(w/Zm(Vo - E).a/h) B cosh(Zw/Zm(VO — E).a/h)

Dans le cas d’un électron: m =m, = 9,1 x 1073 kg

T = 0,9868

Dans le cas d’un proton : m =m, = 1,67 x 10727 kg

T =0,0018
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EXERCICE 10 : Potentiel delta
V(x) =Vy.6(x —a)
Equation de Schrédinger indépendante du temps
h? d*p(x)
2m  dx?

En intégrant I'équation de Schrédinger indépendante du tempsentre a—¢ et a+e.

+V5.6(x —a).o(x) = E.p(x)

hz a+te dZ(p(x) a+te a+te
- —dx+V.f 5(x—a).<p(x).dx=E.f @(x).dx
2m a—¢ dx? 0 a—¢ a-¢
Les intégrales du premier membre
fa+fd2<p<x> e = [200] _ dea@) dg; (x)
a—e dx? T ax ~ dx dx
- a+e a—¢&
Et
a+e a-¢ a+e +o0
] 6(x —a).p(x).dx = f 0.p(x).dx + f 6(x —a).p(x).dx + f 0.p(x).dx
a-—-& - a—¢ ate

f S(x—a).o(x).dx = f 6(x —a).p(x).dx = ¢(a)

a—¢&

Et I'intégrale du second membre

f @(x).dx = [d(x)]%ts = Dd(a+ ) — P(a —¢)

Ce qui donne

h? <d<pz(x) de;(x) )
— + V. p(a) =E.(¢(a+s)—<b(a—£))
2m\  dx ate dx |, _,
En faisant tendre & vers 0.
lim dey(x) _ de,(x) ot lim de,(x) _ de,(x)
£-0 dx dx | _ e~0  dx dx | _
a+te x=a x=a

¢(a) étant constante
lim(¢(a) = ¢(a) = ¢1(a) = ¢,(a)
La primitive ®(x) étant dérivable en a, elle est donc continue.

lim®(a+¢) =lim®(a — &) = ®(a)
-0 -0

En remplacant dans I'équation de Schrodinger

h? (dep,(x) de, (x)
2m< dx  dx Vo-9(a) =0
x=a
Ce qui donne la discontinuité de la dérivée premiére en (x = a).
dg,(x) dgq(x) 2mVo
—— - »(@
x dx
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Les états stationnaires d’une telle particule peuvent étre écrits sous la forme :

01(x) =A;.e®™ + B.e”™*  pour x<a
0,(x) = Ay.e ™ + B,.e”**  pour x>a

Avec k = /2m.E /h?

En écrivant la continuité de la fonction d’onde
®2(a) = @,(a)
Ay.etk@ 4 B, e7tka = 4, etka 4 B e-tka - ¢)

En écrivant la discontinuité de la dérivée premiére

dy(x) do,(x) _2mV, _2ml,
dx - dx - hz . qol (a) - hz - §02 (a)
xX=a xX=a
. . : ) 1 2mV, . .
Az.elka _ Bz_e—lka _ Al. elka + Bl.e_lka — E - 0 (Al-elka + Bl. e—Lka)
. . 1 2mV, ; 1 2mV,
k —ika — 0 k 0 —ik
Az.e‘“—Bz.e la—(1+a?)A1.€la+(—1+EW) 1 wa (2)
1 mV, 1 mV, :
L+@ = o R o i
1 mV, ; 1 mV,
m-@ = B = (g ) Av e+ (1- 50 B
D’ou la matrice définie par :
L Imh (T T,
<A2> -y (Al) N M= ik h? ik h?
B, B, (_ imV()) o +2ika - imVO
ik h? ik h?
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EXERCICE 11 : Potentiel delta
V(x) =Vy.6(x —a)

Pour E < 0 ladiscontinuité de la dérivée premiére est la méme que pour |'exercice précédent.

dep,(x) _ de,(x)
dx dx

2mV,
hZ

.p(a)

Les états stationnaires d’une telle particule peuvent étre écrits sous la forme :

@1(x) = A;.eP*+B.e™”* pour x<a
@,(x) = Ay.eP* + B,.e™P* pour x>a

Avec p =/ —2m.E/h?

En écrivant la continuité de la fonction d’onde
@2(a) = @1(a)
A,.eP* + B, e P* = A .eP* + B.e”P ... (1)

En écrivant la discontinuité de la dérivée premiere

dg,(x) dg,(x) _2mV, _ 2ml,
dx  dx _7'%((1)_7'('02((1)
12mV,
A,.eP* —B,.e7P* — A;.eP* + Bj.e P4 = Y 9 (A1.eP* + By.e™P%)
A ePd—B. o-pa (1 12mV, A gpa 1 12mV, B. o-pa )
2.eF% —B,.e = +; 2 -eft+ - +57 e o 2)
1mV, 1mV, —2pa
(1) + (2) = A, = (1 + ;F) A+ (7)?) By.e p
1mV, 1 mV,
(1) - (2) = B, = <_Eh_20) Ap.et?ra 4 (1 -~ Eh—z") By
D’ou la matrice définie par :
14 1mV, (1 mV0> 2pa
T I v
B, B; 1mVo\ ., 1mV,
(35)em -3
p R? p R?
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