ESPACE DES FONCTIONS D’ONDES — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 03
ESPACE DES FONCTIONS D’ONDES — OPERATEURS LINEAIRES

EXERCICE 01 :
1. Définir un opérateur.

Un opérateur agit sur une fonction d’onde pour donner une autre fonction d’onde

A estunopérateur © AyP(x) = y(x)
2. Définir un opérateur linéaire.

A estun opérateur linéaire < A(A.l/)(x) + . (p(x)) = LAY (x) + . Ap(x)

3. Parmi ces opérateurs, lesquels sont linéaires ?

> AY(x) = V()
AP + . 9@)) = VAPE) + 1 o) # 1Y) + /o (x)

Cet opérateur n’est pas linéaire.

> ByY(x) = [(x).dx
B(/l.l,l)(x) + ,u.(p(x)) = f(/l.l,b(x) + y.go(x)).dx = A.fl/)(x).dx + u.f(p(x).dx
Cet opérateur est linéaire.
> oyl =22

d(2p(x) + 1) . dip(x) do(x)
dx =4 dx TH. dx

C(A.lp(x) + u.q)(x)) =
Cet opérateur est linéaire.
> DY(x) =In(y(x))
D(AY(x) + p.o(x)) =In(Ap(x) + . p(x)) # L. In(P(x)) + . In(p(x))
Cet opérateur n’est pas linéaire.
> EY(x) =9 (x)
E(AY) + o) = (AY() + o)) = 19" (0) + 1. 9" (x) # LP* (%) + p. 0™ (%)

Cet opérateur n’est pas linéaire.
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4. Montrer que la somme ainsi que le produit de deux opérateurs linéaires sont aussi des opérateurs
linéaires.
A estun opérateur linéaire & A()Ll,b(x) + . (p(x)) = LAY (x) + . Ap(x)
B est un opérateur linéaire < B(A.l/)(x) + . (p(x)) = A.BY(x) + u. Bo(x)

La somme de deux opérateur est définie par

(A +B)Y(x) = AY(x) + Byp(x)

D’ou

A4+ B)(/Ll,b(x) + U <p(x)) = A()Li,b(x) + U cp(x)) + B(A.l/)(x) + u. (p(x))
En utilisant la linéarité de A et B

A+ B)()Li,b(x) + u. cp(x)) = LAY (x) + u. Ap(x) + 1. B(x) + u. Bp(x)
Comme AY(x), Ap(x), By(x), Bp(x) sont des fonctions d’ondes, alors :

A+ B)(A.l/)(x) + . (p(x)) = A (Al/)(x) + Bl/)(x)) + u. (A(p(x) + B(p(x))
En réutilisant la définition de la somme de deux opérateurs

A+ B)(A.l/)(x) + u. (p(x)) =ALUA+B)Yx)+u(A+B)e(x)

Donc 'opérateur (A + B) est linéaire.

Le produit de deux opérateur est définie par

ABY(x) = A(By(x))

D’ou
AB(A.I/J(x) + u. (p(x)) =A (B(A.l/)(x) + . (p(x)))
En utilisant la linéarité de B
AB(A.I/J(x) + . (p(x)) = A(A. By(x) + u. B(p(x))
Comme By (x), Bep(x) sont des fonctions d’ondes, alors, nous pourrons utiliser la linéarité de A :
AB(A.I/)(x) + . (p(x)) = A ABY(x) + u. ABo(x)

Donc l'opérateur AB est linéaire.

5. Montrer les propriétés suivantes (A4, B et C sont des opérateurs linéaires) :

> [A,B] = —[B, 4]
[A, Bly(x) = ABY(x) — BAy(x)

Comme ABY(x), BAY (x) sont des fonctions d’ondes
[A4, Bl (x) = =BAp(x) + ABY(x) = —(BAY(x) — ABY(x)) = —[B, Alip(x)

D’ou
[4,B] = —[B,A]
> [A,(B+C)] =[AB]+[AC]
[4,(B + O)lp(x) = AB + O (x) — (B + O)Ap(x)
[4, (B + O)lp(x) = AB(x) + ACY(x) — BAY(x) — CAP(x)
[4, (B + O)lYp(x) = ABY(x) — BAY(x) + ACY(x) — CAY(x) = [A, Blip(x) + [A, Clp(x)

Donc
[4,(B+C)] =[A,B]+AC]
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> [A4,BC] =[A,B]C + B[A,C]
[A, BClyY(x) = ABCY(x) — BCAY(x)
[A, BClyY(x) = ABCy(x) — BACY(x) + BACY(x) — BCAY(x)
[4, BCIy(x) = (AB — BA)CY(x) + B(ACY(x) — CAY(x)) = [4, BICY(x) + B[4, Clp(x)

Donc
[4,BC] = [A,B]C + B[A, C]

> [A[B,Cl]+][C[A Bl +[BICAll=0
[4,[B, Cl](x) = A[B, Clip(x) — [B, ClA(x)
[4,[B, Cl]y(x) = A(BCY(x) — CBY(x)) — (BC — CB) A (x)
[A4,[B, Cl]$(x) = ABCY(x) — ACBY(x) — BCAY(x) + CBAY(x) ... .. (D

[C.[4, B]]p(x) = C[A, Bl (x) — [4, BIC(x)
[C,[A,B]]y(x) = C(AB(x) — BAY(x)) — (AB — BA)Cyp(x)
[C,[A,B]]$(x) = CABY(x) — CBAY(x) — ABCY(x) + BACY(x) ... .. .. (2

[B,[C, Al]p(x) = B[C, Al (x) — [C, A]Bi(x)
[B,[C, Allp(x) = B(CAY(x) — AC(x)) — (CA — AC)B(x)
[B,[C, Al (x) = BCAY(x) — BACY(x) — CABY(x) + ACBY(x) ... .. (3)

En faisant la somme des trois équations (1), (2) et (3).

[4,[B, Cl]y(x) + [C,[4,Bl]y(x) + [B,[C, Al]l$(x) = 0
Donc
[A,[B,c]] +[c,[A B]]+[B,[C,A]] =0
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EXERCICE 02 :
1. Donner I'équation qui définit I'adjoint d’un opérateur dans I’espace des fonctions d’ondes.

f @*(x). AP (x).dx = < lp*(x).A+<p(x).dx>

Ou

+ oo

[ o ma= [ (arow) vw.a

2. Déterminer les opérateurs adjoints des opérateurs suivants :

[ owxumar= [ (ro@) weo.ax

+00

] (p*(x).le(x).dxzf @ (). x.P(x).dx = (x.(p(x))*.lp(x).dx

— 00
D’ou
Xt =x

f ¢T@le@dx=f (DF (%)) . (x). dx

+00 400 d
| vwpw@a=| ow flff) dx
En intégrant par parties
+00 d +00 4o
[ o0 Pa=ipwerz- [ L2 ywa

Comme des fonctions et sont de carré sommable, alors :

P(£o) = @(d) =0

D’ou
+00 . +00 d *
f (DF () .lP(x).dx:f <— Zix)> p(x)dx
Et
D} = d
T

[ oorp.a=| (o) pe.ax

i +eo hd
[ wrwrp@a=[ gwit P
En intégrant par parties
h too d h A +ood *
H rwH P =t waerz -1 [ Ly

Comme des fonctions et sont de carré sommable, alors :

P(+00) = p(+0) = 0
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D’ou
e R R Y de()Y (Y (hde(0)Y
(iee) pe.dr=7] (— - ) e = [ (7 - ) PE)dx
Et
o R d
* T idx

3. Quand est-ce qu’on dit qu’un opérateur est hermétique ?

Un opérateur est dit hermétique s’il est égal a son adjoint : A = A*. Ou bien:
f ©* (). AY(P).d3r = f (Ap(®) .p(@).d3r
espace espace

4. Parmiles opérateurs précédents, lesquels sont hermétiques ?

Xt=x=X cet opérateur est hermétique
d

Df =— i —D,  cetopérateur n’est pas hermétique
,_hd . »
P = T dx =P, cet opérateur est hermétique

5. Si A et B sont des opérateurs linéaires quelconques, montrer que :

> A=(AH7

En utilisant la définition de I’adjoint, calculons :

((f go*(x).Az,b(x).dx)) :<f 1,[1*(x).A+go(x).dx> :f @ (x). (AN Y(x).dx

Comme
<<f w*(x)-Aw(x).dx>> :f 0*(x). AP (x).dx

A= (A+)+

Donc

> (LA)T =1.4%
f @ (x). L AY(x).dx = <

ey (A.A>+¢<x).dx>

D’autre part

f @ (x). L AY(x).dx = /'Lf @ (x). AY(x).dx = A.( l/)*(x).A+(p(x).dx>

- —00

Donc
+ oo

—00

f+oo(p*(x).A.A1/J(x).dx = < lp*(x).l*.AJ“(p(x).dx)

En comparant, il vient que
QAT =241
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> (A+B)t=A"+B"

f @ (x).(A+ B)Y(x).dx = <f Y*(x).(A+ B)+<p(x).dx>

D’autre part

f_:ow"’*(x)' (A+B)Y(x).dx = f

— 00

+0o

<p*(x)-At/J(x).dx+f ©*(x). By (x).dx

Donc
+ oo

j @*(x).(A+ B)yY(x).dx = <-[ lp*(x).A+(p(x).dx> + <-[ lp*(x).B+<p(x).dx>

+0o

f 0" (). (A + BYp(x). dx = ( f ¥ (). (A% + B+)(p(x).dx>

En comparant, il vient que
(A+B)t=A*+B*

> (AB)* = B*A*

f <p*(x)-(AB)llJ(x)-dx=<f w*(x)-(AB)+<0(x)-dx>

D’autre part

f (p*(x).(AB)ij)(x).dx=f (p*(x).A(Bv,b(x)).dx=f @*(x). Ay(x).dx
Avec y(x) = By(x).

j @ (x).Ay(x).dx = (] )(*(x).A+(p(x).dx> = (f X*(x)f(x).dx)

—00

Avec é(x) = Atp(x).Donc

f (p*(x).A)((x).dx:f E*(x).)((x).dx:f & (x). BY(x).dx

Et

+o0o

j (p*(x).A)((x).dx=<f lp*(x).B+f(x).dx> =(] lp*(x).B+A+(p(x).dx>

En comparant, il vient que
(AB)t = BTA*
> [AB]* =[B*,A"]
En utilisant les propriétés précédentes

[4,B]* = (AB — BA)* = (AB)* — (BA)* = BTA* — A*B* = [B+,A"]

» En utilisant les propriétés précédentes
A+ AN =AT+ (AN =4AT+ A=A+ A" hermétique
(ita- A+))+ =i*(A—-AN)*t = —i(At - UAN)Y) = —i(A* —A) =i(A—A")  hermétique
(AAT)T = (AT)TAT = AAT™  hermétique
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6. Montrer que les valeurs propres d’un opérateur hermétique sont réelles.

Calculons la valeur moyenne d’un opérateur hermétique A sur un de ses vecteurs propres (%)
(normé). En utilisant I’équation aux valeurs propres

AY(P) = 1.9p(@)

Nous trouvons
() = f¢*(f).A¢(f).d3r - jl/)*(?)./llp(?).d3r =1

Utilisons maintenant la définition de 'opérateur hermétique A = A*.

jl[)*(F).All)(F).d3T = j(A+1/)(?))*.l/J(F).d3r = f(Aw(F))*.w(?).d3r
Ce qui donne

(4) = f (Ap®) .Y (@).d3r = f () (@).d3r = 2*

Ce qui donne finalement
A=A = AER

7. Montrer que les vecteurs propres d’un opérateur hermétique correspondants a des valeurs
propres différentes sont tous orthogonaux.

Ecrivons I'équation aux valeurs propres d’un opérateur linéaire A pour deux valeurs propres
différentes (1 # w).
APF) =14 P(FE) et Ap(P) = wo(P)

Tel que Y(7) et @(#) sont des vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres A et

U.
Utilisons maintenant la définition de 'opérateur hermétique A = A*.

f<p*(f’).A¢(?).d3r = f(A+<p(7))*.¢(?).d3r = f(A(p(?))*.lp(F).d3r
Ce qui donne

[ 0@ 26207 = [ (uo®) w0

A et u étant des constantes réelles (propriété précédente), nous avons donc

P f 0 () (). dr = f 0 () (). dr
Et
G- [ ¢ @9 =0
Comme (A — u # 0) c'est le produit scalaire qui (¢, ) est nul.
(o) = [ 09 =0

Les deux vecteurs Y (7) et @(#) sont donc orthogonaux.
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EXERCICE 03 :

VN e

1. Normalisation

@) = f W (). p(x). dx = 1

+ooe—ip—f?x eip—ff’x +00
sz —'dx=N2f dx =1
V] e X%+ a? IVl e X2+ a?
On utilise le changement de variable suivant
X =a.tanf = x?+4+a’= a” et dx= ——
- " cos20 "~ cos26
Ce qui donne
+m/2 COSZ 0 a N2 +m/2 N|2
|N|2f —— ao = N f ao = N [o117/2 =1
—mg/2 @° cos*f a J g a

Finalement

INI? =a/n = IN| =a/m et N= (w/a/n).ei‘l’

Est un facteur de phase globale qui n’a pas d’influence sur la probabilité de présence. Donc

:Po
a elwx
v = [ T

2. Probabilité de présence

+a/V3
P(—a/N3<x<+a/V3)= Y*(x). P (x).dx

—a/\3

a (teV3 0 q
P(—a/\/§SxS +a/\/§) =;f_a/\/§ Zra?

En utilisant le méme changement de variable,avec x=+a/V3 = 6=+nr/6

deo

1 +TL'/6COSZH a 1 +1/6
P(—a/x/§$x£+a/\/§)=;f f

2 2
—n/e @° co0s*0 TJ)_n/6

P(—a/V3<x<+a/V3) = %[e]tgfg = %(g (- %))

Donc

P(—a/\/§Sx3+a/\/§)=%
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3. Valeur moyenne de I'opérateur impulsion P pour I'état 1 (x) normé.

(P) = f P (). PY(r). dx

a (T e_i%ox hd eipTOx
W=z, i\ e
Or
d( e d

v P »
= —( TR (a2 + az)_l/z) = ip—ffelTox(xz +a2)V/2 = x "W ¥ (x? + q2)73/2

dx \ VxZ + a2 dx
Ce qui donne

ha [+
(P) = —,Ef (x2 4 q?)"1/2 (i@ (x2 4 a?)" V2 — x. (x2 + az)‘3/2) dx
i h

— 00

Qui est une somme d’intégrales

ha (T ha [
(P) = i%o?;f (x* +a®)"tdx —7;f x. (x? + a®)"%dx

—00

Comme la focntion est normée

a (*t® a(*t° 1
;f (x2+a2)‘1dx=;f ——dx =1

Reste a calculer

+00 1[(x2 + q2)-11F%
f x. (x% +a?)"%dx = E[—(x @) ] =0

— 00

Nous avons finalement
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EXERCICE 04 : Boite de potentiel a une dimension

Yp(x) = \[gsm (n%x)
h? d2¢n(x)
T om dx? + V. Pr(x) = Ep.Pr(x)

Avec (V = 0) alintérieur de la boite de potentiel (0 < x < L)

En dérivant
2
%;z(x) =— (n%)z \]%sin (n%x) =— (n%)z Y, (x)

Et en remplacant dans I’équation de Schrodinger

1. Equation de Schrédinger

h2m?

— 2
nT oM 2"

2. Normalisation
+ oo

(b = | 93C0. (). dx = f P10 P (0). dx

( )—ZfL'Z(n)d—lle (2”)61
Yr Pn —LOSm nyx). x—LO cos(2n7x).dx
L

W Yn) = [x - Lsm (anx)] = %((L —-0)— % (sin(2nm) — sin(O))>

2nm L /1,

Ce qui donne

Wn, ) =1

Les états 1, (x) sont donc normés.

Orthogonalité
+00

Chnrtha) = | 0G0 = f 1 (0). e (). dx (n#n)

L L

—e~la\ (el _ o~iB 1 1
T >< 57 ) —Ecos(a—ﬁ) —Ecos(a+ﬁ)

2 (t i /s
(WYn, Ypr) = Z,L sin (n—x).sin (n’—x).dx
En écrivant que

sin(a) .sin(B) = (e

Nous avons

ia

L L
W) = %fo cos ((n—n’)%x).dx—%fo cos <(n+n’)%x>.dx

(wn,wno—l((n = (sin((n - n)n)—smm))) (m —_— (sm(<n+n>n)—sm<o>)>

Et donc
(Y, ) =0 (n#n')

Les états 1,,(x) sont donc orthogonaux.
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3. Valeur moyenne de I'opérateur position X pour un état 1, (x) normé.

L
(x) = f 1. (0). X (). dx
0

0 =[x (1) e = [ [Crcos(an ).
—LOX.SIH an.x—LOx.x LOX.COS an.x

Intégrons par parties

LLx. cos (Zn%x).dx = [ﬁx.sin (Zn%x)]z —% OL sin (Zn%x).dx

fOL X.COS (Zn%x).dx = [%x sin (Zn%x)]z + (ﬁ)z [cos (Zn%x)]z =0
o 1 (L 1[x2]" L
(X)=Zf0x.dxzz[7]0 = (X):E

Valeur moyenne de 'opérateur impulsion P pour un état 1,(x) normé.

L
(P) = [ W00 P ). dx
0
(P) = %fOL sin (n%x) .?:—x(sin (n%x)).dx = ?%(n%) J;L sin (n%x).cos (n%x

(P) = %% E sin? (n%x)]z = (Py=0

D’ou

4. Valeur moyenne de 'opérateur X2 pour un état 1,,(x) normé.

L
(X?) = f Y1.(3). X2 (2). dx
0

(X?) = Efoz.sin2 (nzx).dx
LJ, L
En utilisant (intégration par parties)

] 2 §in2(0) . d _xP (x 1 in(2%) x.cos(2x)
x?sin?(x).dx = 7 g sinCx 2

Et le changement de variable

A 4 L Gy et 52 (L)Z )
—_ = = = —_— = | —
an y X — y et x — y
D’ou
2/ L\3[y3 2 9 .cos]™"
L\nm/ | 6 4 8 4 o
Finalement

(XZ) — (E_L> 12

3 2n2m?
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Valeur moyenne de l'opérateur P2 pour un état 1, (x) normé.

L
(P2) = f W (). PP (). dx
0

(P?) = %f: sin (n%x) . (—hz);—;(sin (n%x)) .dx = ZThZ (n%)z J(-)L sin (n%x) .sin (n%x) .dx
Comme I'état ,,(x) est normé, nous avons

(lpnrlpn) = %jLSil’lz (n%x).dx =1

0
D’ou

(P?) = h? (n%)2 — h2k?

5. Les écart quadratiques moyens sont donnés par

AX = JX7) — (X)2 =  AX= (1 L )L2 B |ax=L i _2
- —J\3  2n2x2 4 " 2.3 n?m?

AP = \/(P2) — (P)? N AP = |n2 (nE) N AP = h%n

AX.AP = n_2)h
AP =1 3 23

Puisque m =1 alors AX.AP > 1,136.1/2 ce qui est compatible avec le principe d’incertitude.
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EXERCICE 05 :
Y(x) =

x2 + a?
1. Normalisation

+00 +o 1
W)= v@pe.di=1 = |1v|2f o dx =1

x% + a?)2

On utilise le changement de variable suivant
2

a a
— 2 2 _ _
x =a.tanf > x“+a° = 0520 et dx= 0520
Ce qui donne
" +m/2 COSZ 0 2 a |N|2 +7/2 )
[N| f > >—df = — f cos“0.do =1
—n/2 a cos“ 6 a® J_p)
IN|? +m/2 IN|? 1 +m/2
—3f 1+c0529.d6=—3[9+—sin29] =1
Za _7.[/2 2a 2 —71'/2

Finalement

IN]Z =2a3/71 = IN| = /2a3 /7 et N= (\/Za?’/n)-e""’

e'? est un facteur de phase globale pouvant étre omis. Donc

2a3 1
YW= T e

P(—a<x<+a) = +a1/)*(x).1/)(x).dx

—-a

2. Probabilité de présence

2a3 +a 1
P(—a <x< +a) =?Ja mdx

En utilisant le méme changement de variable,avec x=+a 06 =+mn/4

+1/4 +1/4
P(—anS+a)=—f cosZH.dez—J 1+ cos26.d8

T —-1/4 n —-1/4
1 1 +71'/4 T
P(—a<x< =—9—'29] =—(5+1
(—ra<x<+a) n[ +251n o n(2+)

Donc

1 1
P(—a<x < +a)= (E-I-;) =~ 0,818

3. Valeur moyenne de I'opérateur position X pour I'état ¥(x) normé.

x) = f D). X (). dx

2a3 +oo x a3 +o00
— — 2 2\—2
(X)—wamdx—?f_wbc.(x +a) .dx

T

203 3 2 2y-171t®
e I = e

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2019/2020)

13



ESPACE DES FONCTIONS D’ONDES — CORRIGE TD MECANIQUE QUANTIQUE

Valeur moyenne de I'opérateur impulsion P pour I'état ¥(x) normé.

(P) = f P (). PY(r). dx

(P) = 23 (*® 1 hd ( 1 ) 3 h2a® (t*® 2x 4
o om ), x24a?idx\x2+a? i m J)_, (x2+a?)3 x
D’ou
h2a® [(x? + a?)2]"”
UD)Z_?T[——Z > (P)=10

4. Valeur moyenne de 'opérateur position X? pour I'état (x) normé.

(x?) = f " (0. X2P(x). dx

2a3 [+ X2 a3 [+e
(X2>=— . md?(:?f_ 2x.(x2+a2)_2.dx
On utilise le changement de variable suivant
X = a.tan 0 > x2+a?= a’ et dx= ¢
' cos2 6 cos2 6
Donc
2a3 [t7/2 cos2 @ 2 a 2q2 [17/2
=— a“.tan“ 6. =— tan“ 6 .cos
(X?) 2 20 5 >—do 29 20de
T J_p/2 a cos“ 6 T ) _p)2
2a2 +7/2 a2 +1/2
(X?)=— sin29.d0=—f 1—cos26.d6
T —-1/2 T —-1/2
aZ 1 +77.'/2
x2y =L [9 _Zsin 29] S X%) = a
T 2 -m/2

5. L’écart quadratique moyen

AX = [(X2) — (X)? >

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2019/2020) 14
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EXERCICE 06 : Opérateur création et annihilation

H = P + ! 2x? t [X,P] =ih
o me e i
1. Nouvelle expression du Hamiltonien.
{)? = (‘/mw/h)X s ‘ = (‘/h/ )
P = (1/\/ma)h)P P = (Vmwh)P
D’ou
5 2
Pz 1 Vmwh. P 1 o ho , .,
H:—+—ma)2X2=(—)+—ma)2 —X etdonc |H=—(P?+X?)
2m 2 2m 2 mw 2

_p
1 _
= (XP - PX)——Lh ,P] =i

3. Puisque X et P sont hermétiques, alors X = (\/mw/fl)X et P= (I/Vmwh)P sont aussi

hermétiques.

1 . ~ 1, . 1 . ~
a=—(X+iP = at =—(X* - iP* et at=—(X—-iP
58+ iP) f=@+a)
a=—-—= l =—=@a+a
{ V2 N V2
1 . . P
at=—(X-iP P=—(a—a*
En remplacant dans H.
hw hw 1 1
—_—_(p2 2 — g —— (__ _A+t\2 o = +312
H Z(P +X*)=H 2( 2(a a)+2(a+a))
hw hw
H=—( (—aa* —ata) + (aat + a a)) = H=7(aa++a+a)

4. pPuisque (aat)t = (at)tat =aa® etque (ata)* =a*(at)* =ata alors

h h h
H* = Tw(aa‘“ +ata)t = Tw((aaﬂ+ +(a*a)*) = Tw(acﬁ ta*a)=H

Donc H est hermétique.

5. Calcul du commutateur [a,a™].
1, 1 ~ 1 . ~ 1 . ~
] =aat —ata=— (X +iP) (X = iP) — (X —iP) = (X +iP
[a,a*] = aat —ata ( 1)\/_( l)ﬁ( l)\/i( iP)

[a,a* ((X +iP)(X—iP)- (X -iP)(X + iﬁ))

Comme [)?, ﬁ] =1{ on trouve: [a,at]=1
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EXERCICE 07 : Atome d’hydrogéne
mK?e*  Ke?

r

1. Normalisation

f lp;s(r)-ll)ls(r)- d3r=1
espace

+oo ~m 2T
] _I ] Y1s(r).P5(r).72.sin 6 .drd6de = 1
o Jo Yo

+ o0

+00 ~TT 2T
f f f |N|2e~2/a0 12 sin @ .drdf0dg = 47‘[|N|2f r2.e 2/ dr =1
o Jo Jo 0

On utilise
+oo n!
n —
J; x™ exp(—a.x).dx = e
Alors
, 2 2 .3
41|N| =m|N|“.a; =1
(2/ap)? 0
D’ou

IN| = et PYis(r) =

1 1 ( r)
.exp|——

a

’n.ag /n. a 0

2. Valeur moyenne de I'opérateur énergie cinétique T al’état normé ;,(r).

p? h?

2m 2m
En coordonnées sphériques le Laplacien A s'écrit
02 20 1 92 1 d 1 02
=ttt t 55—
or? rodr r200% r2tanfadf r2.sin? 6 dp?

Mais comme la fonction ,,(r) ne dépend que de r.

T 20y 112
str) = G T =

Et
2 1 2
TY1,0) = = () = =5 (= 7))
Et la valeur moyenne
M= YT
espace

Donc
hZ
2ma,

(T) = — fo-m J:T Oznlpis(r). (aio — %) Y,5(r).7%.5in 6 .drdOde

Qui peut étre écrite sous la forme d’'une somme de deux intégrales

h? +00 T 2T
(T)=_2ma(2)_[0 L i Y1) P15(r).72.5in 0 . drdde

hZ +00 ~T (2T
+ _f f f Yi(r). P15(r).7.5in 6 . drdfde
0 0 J0

ma,
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Avec

+oo Vs 21
f f f Yis(). P15().72.5in 0 . drdode = 1 (normalisation)
o JoJo

Et
+0 ~T 21 A (T® 4 1!
1<) P (r).r.sinf .drdBde = f r.e~2r/% dr = — =
j;) J(; j;) lpls lpls‘ (p - ag o ag (z/ao)z
Donc
h? h? 1 h?
(T =— =1+ —— = (T) = >
2mag mag, ag 2mag

3. Energie moyenne de I'opérateur Hamiltonien H.

(H) = f lpzs(r)-Hlpls(r)-d3r avec Hlpls(r) = Els-lpls(r)
espace

Donc

(H) = Eys j Yis)prs (). = Ery (prs(r)  normé)

espace
Comme

(H) =(T) +(V) = Ey;
On peut écrire

h? )= mK?e*
2maj - 2A2
Ce qui donne
mK?Ze* Ke? h? h? h? mKe? Ke?
— 2 = — = ag = 2 et > = > =
2h 2a, mKe 2ma§ 2ma, h 2a,

Et finalement

h?  Ke? Ke?
V) =—gg o= -
mag  2ag ag
Ke? 1 Ke? 1
V=——r- = V)= —-Ke?{(=) = —— = —)=—
- (V) = —Ke? (g = == @ =
4. Valeur moyenne de |'opérateur position radiale (R).
R = [ i) Rns).
espace
D’ou
+o0oo Vs 21
(R)=f f f Yis(). 1.5 (r). 7% 5in 6 . drdOde
0 0 Jo
Et
4 3!

+00 ~TT 2T 41T +00
(R) =f f f r3.e72"/% sin @ .drdfde = 3f r3.e"2/% dr =
0 o Jo T.A4g Jo
Donc

3
(R) = an

1

Qo

m.a3 (2/ao)*

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2019/2020)
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5. Probabilité de présence dans une sphéere de rayon (4ay).

4ay M (2T
P(0<r<4ay) = f f Yis(). P15().72.5in 0 . drdode
o Jo Jo

D’ou
41

3
)

P(0 <r <4ay) =

4a0
f r2, e 2r/a0 dr
0

Qui s’intégre par parties

-2r/ay 4ag

4a0 4a
0
] + aof r.e”?"/% dr = —8.a3.e78 + aof r.e /% dr
0 0 0

e
-2/a,

4a0
f r2.e72r/a0 dr = [rz
0

4ay -2r/aq 4ao 4ag -2r/ag 4ao
-2r/a e 4o -2r/a 2 ,—8 4o |€
r.e odr=|r +—= e o.dr=-2.a5.e °+—
0 0

—2/ay |, 2 2 |=2/ao |,
Donc

4a, a2 9 a2
r.e 2/% dr = —2.q%.e8 -2 (e ®8—1)=——a.e 84+
J Bt m1)= —sahet +

4ao 9 a} 41 a}

r2.e 2% dr = —8.g3.e 8 —Zgqle 8+ 2=——qgleB+2

fo 0 40 4 4 4

En remplagant

4 41 a3

P(0<r <4ay) =— <——ag.e-8 +—°) =1-41.e78
.4y

Et

[P(0 < < 4ay) = 0,9862|
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