Tests d'ajustement et d'Indépendance

|.Test d'ajustement:

1. Testde X?

Soit un échantillon de taille n extrait d'une population et divisé en k classes de probabilité pi, pz,..., pk d'effectifs
respectifs ni, nz,..., nk. On évidemment

Il s'agit du test Ho: F(x) = Fo(x)
Hi: F(x) # Fo(x)

Ou F(x) est la fonction de répartition de la variable échantillonnée et Fo(x) la fonction de répartition de la variable
aléatoire connue.

En supposons que la variable étudiée suit une loi spécifique, on peut déterminer a partir de sa fonction de
répartition I'effectif théorique npi ( sous Ho).

On considére la quantité
k 5
12 — Z (n; —np;)°
n
.-
i=1 P

Qui suit une loi de XZ a (k-1) degrés de liberté. Le seuil de signification a étant fixé, on a P ( ch < sz-l (a))=1-«

et si la valeur calculée k2 est inferieur & X%k-1 (@) lue dans la table de X? , on accepte Ho.
En estime parfois des paramétres pour déterminer Fo(x) ( par exemple, m et o?pour une loi normale N(0,1) ).

Il'y a alors réduction du nombre de degrés de liberté du )(Zc. si on estime deux paramétres la quantité k2 suit une
loi & (k-1-2) degrés de liberté. On admet que k2 ~ sz—l si np; est supérieur a 5. Parfois on doit procéder a des

regroupements.

Exemple: soit la statistique suivante:

Xi 0 1 2 3 4 5

n; 7 11 8 3 2 1

Peut-on admettre que la distribution empirique peut-étre ajustée par une loi de Poisson, au seuil de signification
a=0.05?

Ona
X =153 ets* =162

Si une variable X suit une loi de Poisson , on E(X)=V(X). on peut supposer que la distribution empirique soit ajustée
par une loi de Poisson de paramétre A= 1.53:

P(X=k) = e1>3 (1.53)k /k! et on dresse le tableau:



Xi n; P(X=xi)= pi npi

0 7 0.2165 6.928
1 11 0.3312 10.598
2 8 0.2534 8.1088
3 3 0.1292 4.1344
4 2 0.0494 1.5808
5 1 0.0151 0.4832

Les effectifs npi doivent étre

supérieurs a 5. On regroupe les derniéres classes.

Xi n; npi ni- npi (ni- npi)*/ npi

0 7 6.928 0.72 0.00075

1 11 10.598 0.4016 0.011521

2 8 8.1088 -0.1088 0.00145
3;4,5 6 6.1984 -0.1984 0.00635
Total - - - 0.02376

On a )% =0.02376 et P ( X’< x% (a) ) = 0.95.0n trouve X2= 5.991 car 2= k-1-1 = 4-1-1 est le nombre de degrés de

liberté et il y a 1 paramétre estimé A et k est le nombre de classes. Comme X2c < X2 (a) , on accepte I'hypothése
Ho : ajustement par une loi de Poisson de paramétre A= 1.53.

2. Test de Kolmogorov

En désignant par F(x) la fonction de répartition de la variable échantillonnée et Fn(x) la fonction de répartition
empirique (fréquence relative cumulée) pour un échantillon de taille n.

On considére la quantité D, = Max | Fn(x) - F (X) | et en compare Dy a des valeurs critiques tabulées dn. on
rejette Ho si Dn > dp

Pour a =0.05; n>800ona D,>1.36/+n
a=0.01;n>800naD,>1.63/+n

Il.Test d'Indépendance:

Le test vise a rechercher s'il existe une liaison entre deux variables étudiées X et Y dans une population de n
individus.

on teste Ho: X et Y sont indépendantes
Hi: X et Y ne sont pas indépendantes

Soit njile nombre d'individus présentant la modalité i de X et la modalité j de Y. on présente les données sous la
forme de tableau dit tableau de contingence.



Y V1 Y Y; Yq Total
X
X1 Nii niz Nij Niq ni,
X2 N21 na2 n2;j N2q N2,
Xi Ni1 Nii njj Nig n;,
Xp npl npz ces npj ves npq np,
Total n. n, n;j ng n

L'effectif théorique au rang (i,j) est
m; 1,
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Car sous I'hypothese Ho, on a pij = pi. p.j . I'effectif théorique au rang (i,j) est n pi. p; . la quantité
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est une relation ){2 a pg-1degrés de liberté.

On estime les valeurs pi. et qj par les quantités
I, n;
n L respectivement et on cherche alors la quantité
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(p-1)(g-1) estimations des piet p,;

qui est une réalisation du }¥2a (p-1)(g-1) degrés de liberté car on a procédé a

Pour un seuil fixé o, ona P (X2<X2(p-1)(q-1) (a) ) = 1- a et on accepte Ho si ch <)(2(p-1)(q-1) (a) ou Xz(p-_‘l)(q-l) (ar) est
une valeur lue dans la table du 2.

Exemple:

On traite trois échantillons de malades atteints d'une maladie M, selon leur classe d'dges et leur sexe. On veut
savoir si lI'dge (A) et le sexe (S) peuvent étre considérés comme des facteurs indépendants a un seuil de
signification de 5 %.

Soit le tableau résumant le nombre de malades suivant le sexe dans les classes d'dge.




A| A<30ans 30anssA<60ans 60ans <A Total
)
Hommes 58 90 49 197
Femmes 14 17 14 45
Total 72 107 63 242

On forme un tableau d'effectifs théorique. Il t y a (197 / 242)=81.14 % d'hommes (sur le total des malades). On
cherche les 81.14% de 72 ; 107 et 63 (nombre total des malades selon la tranche d'dge) et on compléte le

tableau puisque les sommes marginales restent les méme.
On trouve alors (197 /242) 72 = 58.624%, (197 /242) 107 =87.14% , (197 /242) 632 =51.28%.

le méme tableau aurait pu trouvé en calculant les (45 / 242 ) = 18.6% de femmes (sur le total des malades)puis
en compléte le tableau de la méme facon que précédemment.

A A< 30ans 30 ans= A <60 ans 60ans <A Total
S
Hommes 58.62 87.14 51.28 197
Femmes 13.38 19.9 11.72 45
Total 72 107 63 242

On calcule ensuite
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(]

= 1.099

Xc
Le nombre de degré de liberté est : (p-1)(q-1)=(2-1(3-1)=2 ou p est le nombre de lignes et q le nombre de colonnes

du tableau.

La lecture de la table du X% donne
X2 (@) = 5.991 ou =0.05

Comme 1.099 = ){ZC < ){22(0. 05)=5.991, on accepte I'hypothese selon laquelle la répartition des malades par classes
d'dge n'est pas affectée par le sexe.



