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4.5 Fonction des Bloch :
Les travaux de Bloch ont montrés que 1’onde associée aux ¢électrons presque libres (soumis au
potentiel du réseau) ne différe de I’onde plane des électrons libres que par une modulation

périodique ont la forme :

V() = we@e®
ou la fonction wy, () a la périodicité du réseau cristallin : w, (%) = w, (7 + 7)
avec :

T est un vecteur de translation du réseau,
ek est I’onde plane des électrons libres.

4.5.1 1 démonstration du théoréme de Bloch :

Soit une chaine linéaire d’atomes de période "a" et de longueur totale L=N.a.

N : nombre d’atomes.

Y (x) sont les fonctions d’ondes des électrons et soit T, un opérateur de translation tel que :

T, (x) = cy(x), ¢ : valeur propre associée a T,.

T, (x) = Y(x + a), car T, : ’opérateur de translation.

Tap(x) = Tap(x + a) = Y(x + 2a) = T (x)

Si on applique N fois T, sur P(x), Ty (x) = P(x + Na) = CV¢(x) de méme, en
appliquant les conditions aux limites périodiques de B.V.K :

Y(x) =yP(x+ L) =p(x + Na), doncCN =1,

d’ou, ¢ est une racine N°™ de I’unité, 1 = e2™,
c= ei%ﬂn (n : entier)
Il faut montrer que la fonction de Bloch :1p(x) = u(x)e™**, satisfait a la condition T, (x) =
ap(x) = eV P(0).
eikx = IR car o = ZTnn
Y(x) = u(x)ei%"'x ,avec u(x) = u(x + a)
T,p(x) =yY(x+a) =u(x+ a)ei%"'(“a),
T, (x) = [u(x)ei%"'x] elFam® = ei%nw (x), nous avons donc la relation de Bloch.
Tap(x) = p(a). c = 'n"

Pour les électrons libres, les fonctions d’ondes des électrons sont de la forme :(x) = % elkx
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Ce modéele ne marche pas dans le cas des semi-conducteurs car, il ne tient pas compte de
I’interaction électron-ions.
Lorsque k = iz a la limite de la zone de Brillouin, la solution est une onde stationnaire a

1

iZx
ea et
VL

cause des réflexions sur les nceuds du réseau, avec les fonctions d’ondes : ¥, (x) =

1 it . . . .
Y (x) = e ‘a*, on a construit deux ondes stationnaires : 1, (x) et Y_(x), la conséquence

était que les potentiels du réseau créé une bande interdite en + g

Il faut étudier 1’équation d’onde lorsque le vecteur d’onde est quelconque. Etant donné que

I’énergie potentielle u(x) est périodique u(x) = u(x + a), avec a vecteur fondamental du

réseau, on peut développer u(x) en série de Fourier sur tous les vecteurs G du réseau

réciproque sous la forme :

u(x) = Z Ugeldx
G

Les coefficients U; tendent a décroitre lorsque G croit. Suivant les approximations on ne
retient que un ou deux coefficients U; dans les calcules.

iG.x

u(x) est une fonction réelle Y.; Uge = YsUze %% pour cela il faut U; = U_;, on choisi

aussi u(x) fonction pair u(x) = u(—x), d’ou :

z UGelG.x — z UGe—lG.x
G G

nous avons donc, U_; = U, d’apres les propriétés précédentes U_; = U, = Ug;.

L’¢électron soumis au potentiel périodique obéit a I’équation de Schrodinger :

(% + u(x)> P(x) = (% + Y UGeiG-x) Y(x) = EY(x),

La fonction ¥ (x) satisfait aux conditions aux limites périodiques de B.V.K ¢¥(x) = Y (x +
L), on peut aussi développer les fonctions ¥ (x) en série de Fourier sur le vecteur k du réseau
réciproque :
P(x) = X c(k)e* avec k = zTnn (n : entier)
2 :
Tous les vecteurs d’ondes k = Tnn est contenu dans une solution Y (x), on montera que les

autres vecteurs d’onde du ¥ (x) ont la forme k + G.
Le probléme est donc déterminer les coefficients c(k) et ¥(x), en introduisant la fonction

d’onde dans 1’équation d’onde, I’énergie cinétique est :
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PZ _hZ dZ _hZ d2 .
) = L) = 2 Los (et

2m dx?
on obtient,
p? —h? .
- _ 2 ik.x
() = Z k2c(k)e

L’énergie potentielle :

<Z}: UGeiG.x> P(x) = Z zk: Ugc(k) eitk+O)x

Donc I’équation d’onde devient :

h? . . .
z %kzc(k)elk'x + z z Ugc(k) elk+6x = z c(k)e®** E
K K

G K
On peut simplifier cette équation en utilisant la propriété d'orthonormalisation sur les fonctions
—ik'x

d’ondes en multipliant les deux membres de 1’équation par e et en integre par rapport a x

deOalL.

. L s / .
sik=k'onaura: [e ¥ e"dx =L

sik # k', on aura : fOLei(k—k')xdx = i(kik,) (eilk=k)L —1) =0

L’équation d’onde est :

hZ

e + Z Ugc(k' — k) = E.c(k')
G

Pour le deuxiéme terme 1’intégrale n’est pas nulle si k' = k + G,d’ou k = k' — G,

2
On remplace k' par k et on pose, 4, = j—mkz,
M — E)e (k) + z Ug.c(k —G) = 0
G

C’est I’équation centrale de 1’¢lectron soumis au potentiel périodique du réseau cristallin, qui
est trés importante dans la théorie des bandes d’énergie.
Nous avons transformé I’équation différentielle par un ensemble d’équations algébriques.

Lorsque les coefficients c(k) sont déterminés, la fonction d’onde s’écrit :

Pl = ) ok = Geltko

G
L’équation centrale relie les coefficients c(ky) d’une onde plane e’*o* i 1’ensemble des
coefficients c(ko, — G) des autres ondes planes e!(*o=6)x,

ko est un vecteur d’onde défini par les conditions de B.V.K. (k, = 2—ﬂn).

L
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.. s . . . . . bis T
On choisir kydans la premiere zone de Brillouin, a une dimension entre —oet+-, dans ce

cas les vecteurs ky — G sont a I’intérieur de la premiére zone de Brillouin.

4.5.2 2°™ démonstration du théoréme de Bloch :

V(@) = ) clk — G)elk=6)% = [ c(k — G)ei(—G)x] oikx
(=) Z

G
On appelant Uy (x) = ¥ c(k — G)el=®x,
d’ou;
Yr(x) = Up(x)e*
U, (x) Représente un développement en série de Fourier sur les vecteurs G du réseau

réciproque, elle a la périodicité du réseau cristallin, Uy (x) = Uy (x + T),

Uk(x + T) = Z C(k _ G)e—iG(x+T) — IZ C(k _ G)e—ti e—iG.T
G

G

~6T = 1, onaura:

Puisque ; e
Up(x + T) = Ur(x)
Les fonctions propres des électrons dans le potentiel périodique du réseau ont la forme de

kT par une fonction Uy (), ayant la périodicité du réseau.

e (F) = Up (). e

produit d’une onde plane e

Remarques :
Si on applique une translation T a la fonction de Bloch :
Tu(P) = Yu(7 + T) = Uy (7 + T). e F D)
d’ou;
(7 + T) = ek T (Uk(?)-eiﬁf) = Uk(F).ei%'F

ek T est le facteur de phase par lequel est multipliée une fonction de Bloch quand nous

effectuons une translation T et aussi la valeur propre de I’opérateur de translation.
Si le potentiel du réseau est nul, I’équation centrale donne :
(A — E)c(k) = 0, tous les coefficients c(k — G) sont nuls sauf c¢(k) et par conséquent uy (%)

ik.?

est constant, comme dans le cas des électrons libres : P, (¥) = A.e™ " avait une signification

physique.
P () = —ihVip, (F) = hky,.(7)

Y, () sont des fonctions propres de ’opérateur quantité de mouvement.
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B = hk = mV, V et k sont colinéaires.
Dans le cas des fonctions de Bloch :
PP (F) = —ihV Uy (7). e 7| = hkU, (7). ™7 — ihe® 70, (7),
ce qui donne :
PP () = hkypy () — ihe® VU, (),
Y, () ne sont pas des fonctions propres de p, la vitesse des électrons n’est pas colinéaire au
vecteur E, la quantité Ak est appelée moment cristallin, k joue un rdle dans les lois de
conservation pour les collisions des électrons dans le réseau.
4.5.3 Solution de I’équation centrale :
L’équation centrale(A; — E)c(k) + XcUgs.c(k —G) =0, elle représente un ensemble
d’équations algébriques linéaires relient les coefficients c(k — G) pour un certain nombre de
vecteurs du réseau réciproque.
Soit G le plus petit des vecteurs de G, on suppose que 1’énergie potentielle ne posséde qu’une
seule composante de Fourier U, = U_g, note U.
En ne retenant que les coefficients c(ky — 2g), c(ky — g) , c(ky), c(ky + g) ? c(ky + 29) et
en négligeant toutes les autres coefficients on obtient le systéme d’équation suivant :
A —E)c(k) +YcUz.c(k—G) =0
Premier cas :
k=ky—2g
(Ako—Zg —E)c(ko—29) + U_gc(kog—2g9 +g) +Usgc(kg—29—g) =0
Deuxiéme cas :
k=ky—g
(Akg—g = E)cko = g) + U_gclko — g+ g) + Uygclho —g —g) =0
Troisieme cas :
k =k,
(Ako — E)c(ko) +U_gc(ko+g) +Urgc(kg—g) =0
Quatriéme cas :
k=ky+g
(Ak0+g — E)c(ko +9)+U_gelko+tg+g)+Usgclko+g—g9) =0
Cinquiéme cas :
k=ky+2g
(Ak0+2g — E)c(ko +29) + U_gc(ko+2g9 +g)+Usgc(kg+29g—g9)=0
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d’ou;
(Ag—2g — E) U 0 0 0 c(ko —29)
U (Akg—g—E) U 0 0 c(ko —9)
0 U (A, — E) u 0 c(ko) =0
0 0 U (Akg+g — E) 0 c(ko+9)
0 0 0 U (kerzg = E) c(ko + 29)

Le systeme possede des solutions si le déterminant est nul. Pour une valeur de k, choisie dans
la premiere zone de Brillouin. Chaque racine Ej, se situe dans une bande d’énergie différente.
On choisit k, dans la premiere zone de Brillouin, la solution du déterminant donne un

ensemble de valeurs propres de I’énergie Ej, i, n permet de repére la bande.

Si on choisi k a I’extérieur de la premiére zone de Brillouin, avec k= EO +G , on obtient a
partir de I’équation centrale de méme ensemble d’équations dans I’ordre différent, mais avec
le méme le spectre d’énergies. Toutes les branches d’énergie sont tracées dans toutes les
zones.

Le schéma des zones réduites consiste a tracer toutes les branches d’énergie dans la premicre

zone de Brillouin.

E.ll.
/B 14y3 |2yl j1yz2|3y4 5'.|
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25 hande
1 1#¢ hande
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Fig. Schéma de zone étendue.
£t
/
3*™ bande
\ 28™ hande
E-\"‘"-—-__ __.——-"""d—.'a i 1#= bande
- _ o F k

Fig. Schéma de zone réduite
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4.5.4 Approximation du réseau vide :

En représente les énergies de ’¢électron libre dans la premiere zone de Brillouin, on sait
K2 . o o
que E(k') = %k’z, si k' n’est pas dans la premiére zone de Brillouin, on peut trouver une
vecteur G du réseau réciproque tel que :
K'=k+G
avec k appartenant a la premicre zone.
L’¢énergie peut alors s’écrire :
- hz - 512 hz 2 2 2

E(K) = (e ky k) = 5 (R 4+ C) = o=k + GI? + (ly +G))” + (k, +6,)?

Considérons un réseau cubique simple, supposons que 1’on souhaite exprimer 1’énergie en

fonction du vecteur d’onde k dans la direction [001], c’est-a-dire E (k,, 0, 0).

2
E(ky,0,0) == ;—m (ke + G2+ (6,)" + (6,)?]

y s . a 2m 2m
Bande d’énergie P G FE(O' 0,0) ?E(kx, 0,0)
1 000 0 k2
T\ 2 21\
2 100 4(5) (kx +?)
_ T\ 2 2m\?
3 100 4(5) (kx _?)
= = 2 2m\
4,5,6,7 000,010,001, 001 4(=) K2 + <_>
a a
= - T\ 2 2m\%  2m\?
8,9,10, 11 110, 101, 170, 101 8 (_) (kx n _) n (_)
a a a
- T\ 2 2m\ > 21\
12,13,14,15 110,101, 110, 101 8(-) (kx __) N (_)
a a a
— _ 2 2
16,17,18,19 011,011,011, 011 8 (5) K2+ 2 (2_”>
a a

4.5.5 Solution de I’équation centrale sur la limite de zone :

On considére que I’énergie potentielle n’a qu’une seule composante de Fourier (Uy; = U_g; =
U). Considérons d’abord la fonction d’onde ayant un vecteur d’onde exactement a la limite de

G
zonec €n E .
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et

oo G-of - )

a la limite de zone, 1’énergie cinétique des deux composantes de 1’onde e**x*

et el(k—G)x’

2

h? kz_hz (k G)z_hz (G)
2m 2m T 2m\2

d’ou;

(A —E)c(k) + YXqUgzc(k — G) =0, dans le calcul nous ne retenons que les coefficients

c (g) etc (— g) on aura :
G G G
(1 £)e (5) + iae (5 0) + use (§+6) -

G G G
<ﬂ._g—E>C(—E)+ U+GC<_E_G) + U—GC(_E+G

) @rnl-90 oy o (<)
g-s)e(-9 +s0) -0 =

La solution est :

— o
Il
(@]

on obtient,

(A—E?-U2=0=A1—E=4U

h? (G\*
F=1-u=5(3) -v
ou bien,
2 GZ
E=1+U=5(3) +v

L’énergie a deux racines, I’une supérieure de U a 1’énergie des électrons libres, I’autre lui est

inférieure de U. Par conséquent 1’énergie potentielle Y, Uze'é* = U e'S* + Ue™i0¥ =
rr - . ‘ .. G

2U cos(G. x) a créé une bande interdite de largeur 2U a la limite de zone au + >

. G G g oy :
Le rapport entre les coefficients ¢ (;) etc (— 5) peut se déduire de la maniére suivante :

(A—E)c(§)+U.c(—§) =0 9
@-Bx(-9)++v.c()=0 =)

U
T E-2

Le développement de Fourier de ¥ (x) a donc les deux solutions :
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> ~ig i : ; A . 171 ;8
Y(x) = e'2¥ + e7'2%, cette solution est identique a la fonction ¥, (x) :ﬁ(\/_zelzx +

.G
% e_lEx) décrite dans le paragraphe 4.2.

4.5.6 Solution approchée prés de limite de zone :
Nous utilisons une approximation a deux composantes avec la fonction :
P(x) = c(k)e® + c(k — G)elk-6)x
d’apreés 1’équation centrale :(4, — E)c(k) + Y. Ugzc(k — G) = 0, on aura :
{ A —E)c(k) + Uyge(k—G) +U_gc(k+G) =0
(Ak—g —E)c(k —G) + Uygec(k —2G) + U_gzc(k) =0
d’ou,
{ A —E)c(k) + Uyge(k—G) =0
Ak —E)c(k —G) +U_gzc(k) =0
Ces équations ont une solution si :

A —E

U — 2
; Ak_G_E|—0=>(/1k—E)(Ak_G—E)—U =0

on obtient ;
Ez - (lk—G - AR)E + Akllk_(; - l]2 =0

L’¢énergie a deux racines :

1 1
Ei, = E(Ak—a + ) £ \/[Z Ak — A)? + U?

Chacune d’elles décrit une bande d’énergie, dans la limite de zone.

A
E
Deuxieme
bande (E,)
Electron libre
Premiére —
bande (E;) \b/ k
— p——

G/2



