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4.1 Introduction4.1 Introduction

Chapitre 4Chapitre 4
Modèle Dynamique Modèle Dynamique 

Le  modèle  dynamique  d’un  manipulateur  à  un  rôle  important  dans 
l’analyse du comportement d’un manipulateur, pour  la conception des 
méthodologies de commandes et pour la simulation du mouvement, qui 
permet de développer des améliorations aux stratégies de contrôle sans 
avoir besoin d’un manipulateur expérimental 

ü   Deux méthodes  pour  d’obtention  des  équations  du mouvement 
d’un manipulateur dans l’espace articulaire
vv Formalisme de  Lagrange Formalisme de  Lagrange 
vv Formalisme de Newton Euler Formalisme de Newton Euler 
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Modèle Dynamique Modèle Dynamique 

On représente le modèle dynamique (inverse MDI MDI) par une relation de la 
forme

Avec :

vecteur des couples/forces des actionneurs, selon que l’articulation est 
rotoїde ou prismatique. Dans la suite, on écrira tout simplement couple

 Vecteur des  accélérations articulaires

Effort extérieur (forces et 
moments) qu’exerce le robot sur 
l’environnement

4.1 Introduction4.1 Introduction

Le modèle de simulation est le modèle dynamique direct MDDMDD donnée par la 
forme 
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4.2 4.2 Formalisme De LagrangeFormalisme De Lagrange
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Le formalisme de Lagrange décrit les équations du mouvement, lorsque 
l’effort extérieur sur  l’organe  terminal est supposé nul, par  l’équation 
suivante :

Avec :   
   - L : lagrangien du système égale à E-U 
   - E : énergie cinétique totale du système
   - U : énergie potentielle totale du système.
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4.2.1 4.2.1 Forme Générale Des Equations DynamiquesForme Générale Des Equations Dynamiques

Chapitre 4Chapitre 4
Modèle Modèle Dynamique /Dynamique / Formalisme De Lagrange Formalisme De Lagrange  

 

La forme générale du modèle dynamique est donnée sous forme matricielle 

                                     :Vecteur (n×1) représentant les couples/forces de Coriolis      

                        et des forces centrifuges.

           

 vecteur (n×1) des couples/forces de gravité.

Eléments calculés par le symbole de Christoffel 

 Où              est la matrice d’inertie (n×n), définie positive.
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4.2.1 4.2.1 Forme Générale Des Equations DynamiquesForme Générale Des Equations Dynamiques
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•L’énergie potentielle est uniquement fonction de la configuration articulaire

Pou calculer ce modèle il faut calculer l’énergie cinétique totale du Pou calculer ce modèle il faut calculer l’énergie cinétique totale du 
système E et son énergie potentielle totale U.système E et son énergie potentielle totale U.
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4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique
 L’énergie cinétique totae du robot est donnée par la relation

où      désigne l'énergie cinétique du corps Cj, qui s'exprime par :

Cours Robotique    Dr DJOUDI 
DALILA

Elle est une fonction quadratique des vitesses 
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4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique
 L’énergie cinétique du système du robot est donnée par la relation

où       désigne l'énergie cinétique du corps Cj, qui s'exprime par :

avec 
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4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique
Les mouvements du robot doivent tous s’exprimer dans Oj l’origine 
du repère Rj.
On écrit :la vitesse du centre de gravité       en fonction de Vj, la vitesse de 
Oj, Par la formule de champs de vitesse 

Et   moment d’inertie au centre de 
gravité du coprs Cj en fonction de    , 
le moment d’inertie du corps Cj autour 
de Oj origine de Rj par le théorème de 
Huigenz  

avec



C
ou

rs
 R

ob
ot

iq
u

e 
M

as
te

r 
A

u
to

 U
n

iv
er

si
té

 D
je

lf
a 

d
al

ila
.d

jo
u

d
i@

u
n

iv
-d

je
lf

a.
d

z

Chapitre 4Chapitre 4
Modèle Modèle Dynamique /Dynamique / Formalisme De Lagrange Formalisme De Lagrange  

4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique

Cours Robotique    Dr DJOUDI 
DALILA

La formule d’énergie cinétique de chaque corps Cj

Devient donc:  

Tous les vecteurs doivent être exprimés dans le repère Rj donc :
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4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique4.2.2 Calcul de l’énergie cinétique

On  rappelle que 

Par projection sur le repère j on a :

Par conséquent l’energie cinétique est calculée
Cours Robotique    Dr DJOUDI 

DALILA
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4.2.2 Calcul de l’énergie potentielle4.2.2 Calcul de l’énergie potentielle

L’enegie potentielle s’écrit : L’enegie potentielle s’écrit : 

Lon en déduit  queLon en déduit  que
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EXEMPLEEXEMPLE
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EXEMPLEEXEMPLE

Cours Robotique    Dr DJOUDI 
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Calcul des vitesses de rotation
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EXEMPLEEXEMPLE Calcul des vitesses de Tanslation

Cours Robotique    Dr DJOUDI 
DALILA
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EXEMPLEEXEMPLE Calcul des éléments de la matrice A. Supp

Cours Robotique    Dr DJOUDI 
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EXEMPLEEXEMPLE Calcul des éléments de la matrice A. Supp
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EXEMPLEEXEMPLE

Calcul  du vetceur de gravité Calcul  du vetceur de gravité 



C
ou

rs
 R

ob
ot

iq
u

e 
M

as
te

r 
A

u
to

 U
n

iv
er

si
té

 D
je

lf
a 

d
al

ila
.d

jo
u

d
i@

u
n

iv
-d

je
lf

a.
d

z

Chapitre 4Chapitre 4
Modèle Modèle Dynamique /Dynamique / Formalisme De Newton Euler Formalisme De Newton Euler  

Les équations de Newton Euler permettent de décrire le 
mouvement linéaire et angulaire de chaque corps, est fondé sur 
une double récurrence : une récurrence avant et une arrière

Résolution des équations de la récurrence avant Résolution des équations de la récurrence avant 
Les équations de Newton-Euler expriment le torseur dynamique en 
Gj des efforts extérieurs sur un corps j par les équations

En transformant dans le repère Oj on obtient pour chaque corps 
j

Cours Robotique    Dr DJOUDI 
DALILA
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Résolution des équations de la récurrence avant Résolution des équations de la récurrence avant 

Les équations de la récurrence avant (j=1:n) exprimées dans Oj sont

Constants et connues

Cette récurrence permet de calculer Fj et Mj à partir de               et  
Pour ce faire, il faut calculer premièrement les vitesses de rotations et puis les vitesses de 
translation, par les formules : 

avec

Calculer De la même façon que 
l’exemple Vu la dernière séance
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Une fois trouvées les vitesses articulaires       on calcule les accélérations 
articulaires et de translation par les formules 

Résolution des équations de la Résolution des équations de la récurrence avant récurrence avant 

On peut finalement calculer Fj et Mj grâce aux relations 

La base est fixe, donc on initialise cette récurrence par

Chapitre 4Chapitre 4
Modèle Modèle Dynamique /Dynamique / Formalisme De Newton Euler Formalisme De Newton Euler  
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Résolution des équations de Résolution des équations de la récurrence arrière la récurrence arrière 
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Bilan des efforts au centre de gravité
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Récurrence  arrière.  Les  équations  composant  la  récurrence  arrière  5 
(j=N:-1:1) sont obtenues à partir du bilan des efforts sur chaque corps, 
écrit à l‘origine Oj 
obtient
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Récurrence  arrière.  Les  équations  composant  la  récurrence  arrière  5 
(j=N:-1:1) sont obtenues à partir du bilan des efforts sur chaque corps, 
écrit à l‘origine Oj 
obtient 0   

0

Connus et Calculés dans la récurrence avant

Les inconnus à calculer

Initialisés à 0, 
le coprs n+1 n’existe pas

Donc
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Donc

Cette récurrence est initialisée par 

On obtient alors les couples aux actionneurs       en projetant, suivant la nature de
l'articulation j, les vecteurs fj ou mj sur l'axe du mouvement. On ajoute les termes 
correctifs représentant  l'effet l'effet  des des  frottements frottements et des  inerties inerties des des actionneursactionneurs, ce 
qui donne :


