Eléments d’analyse vectorielle
Sommaire
champ scalaire, champ vectoriel
opérateur «abla »
opérateur« gradient »
opérateuk divergence»
opérateur «otationnel »
opérateur <« aplacien »
Systemes de coordonnées cylindriques, sphériques
Lignes de champ (d’'un champ vectoriel)
Lignes ou surfaces equipotentielles (d’'un champagea
Circulation d’'un champ vectoriel sur un contour
Flux d’'un champ vectoriel a travers une surface
Theoréme de Stokes

Theoréme d’'Ostrogradski



Dans tout le cours, legecteurssont en caractér@as

f (x,y,z) désigne un champ scalafeecemple: champ de pression atmosphédique

A (A, A, A, designe un champ vectorieixemple: vitesse du vent atmospherique)
- chaque composante est un champ scalaire déperel@ntyd z)

Rappel._produit scalair@st un nombre reel)

AB=AB,+A B +A,B,=|A|l Bl coshB)
Propriété:A.B = 0 siA orthogonal 88
Exemplele travail d’'une force dW F.dOM (moteur ou résistant selon signe)

Rappel._produit vectori€kest un vecteur)

ANB=(A,B,-A,B,, A,B,-AB, AB, A B,) estorthogonal A etaB

[IA A B|| = |A|| IB]] |sin(A,B)| = surface du parallélogramme B)

Proprieté: A A B =0si A colinéaire eB



Régles mnémoniques B

d’orientation du produit A
vectoriel et de calcul par

duplication des deux

premieres lignes et

produits en croix

AANB

orthogonal a B index
A et aB

A A B majeur

AB,AB,
AZBX_AXBZ Regle des doigts de la

main droite
AB,-AB,




Rappel._dérivées partielles

Si f(x,y,z) est un champ scalaire, ses dérivéesatias par rapport aux variables spatiales x, y, z
(coordonnées d’'un point M) sont notées avec desords »: of/ox, ofldy, ofloz

—> of/ox est |la derivée de f(x,y,z) par rapport a X en garg et z constants

> différentielledf = (6f/dx) dx + @f/dy) dy + @f/6z) dz =grad f . dOM

En coordonnées cartésiennes, on définit:
- L'opérateur «abla»: [ = (0/0x, dloy, 0/cz) ou opéerateuk dérivées partielles »
- L'opérateurgradient: grad f =0f = (of/ox, ofloy, ofloz)

- L'opérateudivergence: divA=0.A=0A,/0x +0A oy + A, loz
(produit scalaire dél et deA)

- L'opérateurotationnel: rotA=0AA
(produit vectoriel dél et A) tel que (utiliser la regle mnémonique eniretA):

rot A= (0A,Joy - 0AJ0z , OAl0Z - OA,IOX , OAJOX - OA,ldy )



- Coordonnées cylindriqued(r, 8, z), triedre mobile€, &,, e,)

OM =reg +zg, ;
M
dOM =dre +rdd g, +dze, F =0 e
0=60<2m .Y
de/do=¢, et dey/dO= - & B g
% B ﬂ 'EE
- Coordonnées polaires dans un plistr, 0) \
€y

= coordonnees cylindriques sans z
- Coordonnées spheriqué(r, 0, ¢), triedre mobile&,, &,, €,)
OM =re

dOM =dre+rdd e+ rsirbdee,
d’'une part: @/d6=¢, et dg,/dO=- ¢,

Et d'autre part: €/dp=sirBe, et dg/dp=—code,

e, L plan (xQy)
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Exemple de champ scalaire: le champ de pressiaoau

Isobares = lignes blanches en hPa = lignes deundeda pression au sol
A = anticyclone (hautes pressions) D = dépresdianges pressions) V vitesse du vent

grad P orthogonal aux isobares (dP = grad PdOM)
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Exemples de champs
vectoriels

< Vecteurchamp électrique
E crée par 2 charges +q et —(

Champ de vitessas

représenté par le mouvement

de bouchons
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Lignes de champ

Si A est un champ vectoriel, I'équation des lignes @enghest donnée par= kdOM (k réel).
Equations differentielles obtenues par éliminatierkda intégrer:

coordonnées cartesiennds / A, =dy /A =dz /A, avecdOM (dx, dy, dz)

coordonnées cylindriquedr /A, =rd8 /Ag=dz /A, avecdOM (dr, r i, dz)

coordonnées spheriquesir /A, =rdd/Ag=rsirbdp /A, avecdOM (dr, r b, r sirf do)

A est tangent en tout point M d’une ligne de champ

Lignes ou surfaces equipotentielles

Si A est un champ vectoriel tel ge= - grad f ou f est une fonction potenti€bu champ
scalaire), I'equation des lignes eéquipotentiellgsiennée par

df =0=gradf.dOM =-A.dOM =0

impliqguant que les lignes/surfaces équipotentiedtas orthogonales aux lignes de champ




Dipole électriqu potentielles

Exemple de lignes de
champ et de lignes
équipotentielles
orthogonales: le dipdle
électrostatique constitué

e, lignes d amp et équi
T EE .

Li"g__neé‘-._..v : cté —
" (V potentiel) -

de 2 charges +q en_ Aet )
—q en Ade moment —
dipolarep=qAA, |

—6L | | _



Le gradienss'applique a un champ scalagtde résultat est un champ vectoriel

—> caractérise la variation spatid® d’'un champ scalaire

Exemple: isobares d’'une carte metéo serrées
- gradient de pression éleve
- vent fort parallele aux isobares

La divergence'appligue a un champ vectoriel
et le résultat est un champ scalaire

—> caracterise la variation spatiale du champ vedtdaas sa direction

Exemple 1. mouvement fluide radds vitesse
divv >0 mouvements divergentissus d’'une source S)
divv <0 mouvements convergeriters un puits P)




Mouvements
divergentsdivv > 0

v~/
T

Mouvements
convergentsdivv <0

S
N

Exemple: mouvements horizontaux des granules [ggltwnvectives) sur la surface du
soleil (champ de 50000 km, un granule = 1000 katglste Hinode JAXA NASA

divv >0 mouvements divergents

divv <0 mouvements convergents




—> la divergence caractérise la variation spatialelthmp_vectoriel dans sa direction

Exemple 2: les plaques tectoniques
divv >0 au niveau des dorsales océaniques (plagciesigues qui s’écartent)

divv <0 au niveau des chaines de montagne (plagctesigues qui s’approchent)
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Tectonique des plaques: un exemple de mouvememsrgents (chaines
montagneuses) et divergents (dorsales océaniques)



Le rotationnek'applique a un champ vectoretlle résultat est un champ vectoriel

—> caractérise la variation spatiale du champ vedtdans les directions orthogonales

Exemple: tourbillon fluide de vitesse orthoradialdans un plan horizontal

[rotv],> 0 rotation dans le sens antihoraire (trigonoinée)

[rotv], <0 rotation dans le sens horaire

Méteo hémisphere Nord: rotation sens trigo auttumealD / horaire autour d'un A
hémisphere Sud: situation inverse (orientationlgpéorce de Coriolis)

1 =

Y42 rot(v) est le vecteur tourbillon

M

o gdhemispheresSus hémisphére Nord

tourbillon a fot v], < O rotation horaire tourbillon@{ v], > 0 rotation antihoraire



- Le Laplacien_scalaireest défini padf = [02 f = 02f/0x2 + ¢f/0y? + 64f/0z? = div(grad f)
- Le Laplacien vectoriel est défini padA = grad(divA) - rot(rotA)

En cartésiennes, on peut eclve = (AA,, AA,, AA,) ouA est le Laplacien scalaire;
ce n'est pas vrai dans les autres systemes de co@en

dl
A

Circulation d'un champ vectoriél sur un contour”:
C

c'est l'intégrale curviligne j A . dl

dl désigne un élément du contour orie@itdd| est tangent au contour en tout point).
Le contour_orienté& peut étre ouvelrtarc entre deux points P et Q) ou bien fermé

Un champ vectoriehA dont la circulation est nulle sur tout contour férfhest dit a circulation
conservativeC'est toujours vrai $\ = - gradf ou f est une fonction « potentiel »

Exemples de champs a circulation conservative:Hasps dérivant des potentiels
- de pesanteur f(z) =gz ou de gravitatior) #(- KM/r (potentiel newtonien)
- electrostatique f(r) = gfé,r (potentiel coulombien)



Flux d'un champ vectoridd sur une surface':

c'est l'integrale surfaciqu e” A .dS

La surfaceS peut étre ouvert@appuyée sur un contour — exemple: un bonnet)
ou bien_fermég¢entourant un volume firw)

dS désigne un élément de surface: le vecteur surfstagdedini pardS = n dS oun
est la normale locale.

Si S'est une surface ferméatourant un volum¥, n est par convention vers I'extérieur.

Si S'est une surface ouverte sens da dépend de I'orientation du contour fera¥esur lequel
s’appuieS.
ds
regle des doigts de la main draite n A
pouce = £, index vers le centre du contour, majeun= S

Un champ de flux nul sur toute surface fernsée C
est dit a flux conservatif

exemples de champs a flux conservatif: champ magmetvitesse d’'un fluide incompressible



Theoréme de Stokes ou du rotationnelsﬁA .dl = ” rotA . dS

La circulation du champ vectoriél sur un contour fermé€ est égale au flux de son
rotationnel a travers n'importe quelle surf&s’appuyant sur ce contour ferme.

Vue de profil

rot A

» vecteur surface
dS = ndS
(m normale a la surface hachurée)

On choisit une orientation arbitraire du contGur_e vecteur surfaceS est alors orienté pa?
selon la regle des doigts de la mdinite:

pouce sur le contouw” dans le sens choisi, index vers le centre O, learandiquedS.

Ou bien la régle du bonhomme d'Amperetichée sur le contow” dans le sens choisi,
Il regarde le centre O, son bras gauche indiguedeteurdS.



Theoréme d’Ostrogradski ou « flux divergence »}H>A .dS :f” divA dv

Le flux du champ vectoriéd au travers d’'une surface fern@est égal a I'intégrale de sa
divergence sur le volume intérieurdélimité par cette surface.

ds

vecteur surface orienté vers |'extérieur
dS = n dS
(m normale a la surface)

Exemple: A = v vitesse d’'un fluide incompressible Lignes fluides
dlv,\f =0 v, v,
90 ODV . dS :O Sl SZ

2> Vv, S =V, S, conservation du débit volumique



