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S�erie N�1(Les nombres r�eels)

Exercise 1 Démontrer que le carré d�un entier impair est impair.

Exercise 2 (Raisonnement par r�ecurrence)

Démontrer les relations suivantes, pour tout entier naturel n non nul :

�
nX
k=1

k = n(n+1)
2 ;

�
nX
k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

�
nX
k=1

k3 =

 
nX
k=1

k

!2
= n2(n+1)

4 :

Exercise 3
�
autour de

p
2
�

On considère l�équation x2 = 2: Montrez que cette équation n�a pas de
solution dans Q.

Exercise 4 (Calcul de racine)

Montrer que les nombres suivantes sont rationnels

a =
3

q
7 + 5

p
2 +

3

q
7� 5

p
2

et b =
3

s
13 + 5

p
17

2
+

3

s
13� 5

p
17

2
.

Exercise 5 (autour des valeurs absolues)

Démontrer les relations suivantes : 8x; y 2 R

1) jx+ yj � jxj+ jyj ;

2) jjxj � jyjj � jx+ yj ;

3) jxyj = jxj jyj :

Exercise 6 ( inf ; sup; max; min)

Soit A =
�
1; 12 ;

1
3 ;

1
4 ; :::::::

	
=
�
1
n ; n = 1; 2; :::::

	
� Montrez que A est un ensemble non vide, majoré et minoré.

� Montrez que sup(A) = max(A) = 1.
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� Montrez que inf(A) = 0.

� Montrez que min(A) n�existe pas.

Exercise 7 ( inf ; sup; max; min)

Pour chacun des ensembles suivants, déterminer la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément et le plus petit élément s�ils existent :

A =

�
(�1)n + 1

n2
; n 2 N�

�
;

B = N;
C = [0; 1] \Q;
D = ]0; 1[ \Q:

Exercise 8 Soient Aet B deux parties bornées de R. On note

A+B = fa+ b � (a; b) 2 A�Bg :

� Montrer que supA+ supB est un majorant de A+B:

� Montrer que sup(A+B) = supA+ supB.

Exercise 9 (autour des parties enti�eres)

Soient x; y 2 R+� : Démontrer les résultats suivants

E

�
E (nx)

n

�
= E (x) ;

x� 1 < E(x) � x

soit x2 R et n 2 N�
E(x+ n) = E(x) + n
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Série N�2 (les suites numériques)

Exercise 10 Etudier lamonotonie des suites suivantes et en déduire eventuelle-
ment leur nature:

Exercise 11 En utilisant le théorème des trois suites, calculer lim
n!+1

un si :

Exercise 12 On considère les deux suites :

Montrer que (un)net (vn)nconvergent vers une même limite. Et montrer que
cette limite est un élément de R�Q.

Exercise 13 Soit a > 0. On dé�nit la suite par (un)n�0par u0 un réel véri�ant
u0 > 0 et par la relation

un+1 =
1

2

�
un +

a

un

�
:

On se propose de montrer que (un) tend vers
p
a:

� Montrer que

u2n+1 � a =
�
u2n � a

�2
4u2n

;
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� Montrer que si n � 1 alors un �
p
a puis que la suite (un)n�1est décrois-

sante.

� En déduire que la suite(un) converge vers
p
a .

Exercise 14 En appliquant le critère de Cauchy étudier la nature des suites
suivantes dé�nies par:

Exercise 15 Soit la suite numérique (un) dé�nie par:

u0 = u1 = 1;

un+1 =
p
un + un�1 n 2 N�;

� Calculer u2; u3:Montrer que la suite (un) est monotone.

� Montrer que la suite(un) est majorée.

� Est-elle convergente? Si oui, calculer sa limite.

Exercise 16 Soient les suites (un) et (vn) dé�nies par

un =
nX
k=1

1

k!
et vn = un +

1

n:n!
;

� Montrer que(un) et (vn) sont adjacentes.
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