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Introduction

Vous savez déja compter, et vous connaissez les propriétés des réels. Une seule nouveauté
dans ce chapitre, la notion de borne (supérieure ou inférieure) d’un ensemble. Au-dela des
définitions, vous allez commencer & vous habituer aux « epsilons strictement positifs », a
comprendre comme des quantités pouvant prendre des valeurs arbitrairement petites. A

part ¢a, pas grand chose de neuf ni de difficile dans ce chapitre d’introduction a I’analyse.



CHAPITRE

1 Corps des nombres réels

1.1 Définition axiomatique des nombres réels R

Nous ne présenterons pas de construction axiomatique de ’ensemble R des nombres réels.
Cette section rappelle quelques notations, les propriétés des opérations (addition, multi-
plication) et de la relation d’ordre.

[Tab.1.1] Quelques notations.

Notation Ensemble Exemples
N Entiers naturel 0,1,2,...
7 Entiers relatifs | ...,—3,—2,—-1,0,1,2, ..
Q Rationnels 1.4, —g, 0.001, ...
R Reéels V2,

L’exposant *signifie « privé de 0». Ainsi, R* = R\ {0}, N* = {1,2,3,........ }.
Les ensembles vus précédemment et qui vérifient :

NczZcQcR.



1.1. Définition axiomatique des nombres réels R

Figure 1.1

Probléme 1.1.1 Essayons de résoudre dans Q l’équation x* = 2.

Preuve. Supposons qu’'un tel x existe. Alors il s’écrit sous la forme =z = %’.
Quitte a simplifier la fraction on peut supposer que p et ¢ n’ont pas de multiple
commun.Nous avons g—z =2 d’ott p? = 2¢% : p? est donc un nombre pair.

Si p était un nombre impair, nous pourrions écrire
p =2k + let p* = 4k® + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

et donc p?serait aussi impair. Mais cela est faux puisque p2est pair, ce qui implique donc
que p est pair.

Ecrivons donc p = 2p'. 1l vient alors 4p'? = 2¢? et donc ¢> = 2p’?. Le nombre ¢? est
donc pair et cela implique que ¢ est lui-méme pair.

En résumé: p et ¢ sont des multiples de 2 : c’est absurde, on a supposé qu’il n’avait
pas de multiple commun! Cela signifie qu’il n’existe pas p € Z et ¢ € N non nul tel que
(@) -2

q
Nous avons 2’—2 =2 d’ou p? = 2¢? : p? est donc un nombre pair.

Si p était un nombre impair, nous pourrions écrire

p =2k +let p* = 4k* + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1.



1.2. Propriétés de R

et donc p?serait aussi impair. Mais cela est faux puisque p2est pair, ce qui implique
donc que p est pair.

Ecrivons donc p = 2p’. 1l vient alors 4p'?> = 2¢? et donc ¢> = 2p’?. Le nombre ¢? est
donc pair et cela implique que ¢ est lui-méme pair.

En résumé: p et ¢ sont des multiples de 2 : c’est absurde, on a supposé qu’il n’avait

pas de multiple commun! Cela signifie qu’il n’existe pas p € Z et ¢ € N non nul tel que

(5)2 2 =

1.2 Propriétés de R

1.2.1 Addition et multiplication
Addition
B Associativite : Vz,y,z e Roo+ (y+2) = (x +y) + 2
M Elément neutre: V2 € R, 24+0=0+z =2z
B Opposé: Ve e R, x+ (—z)=2—2=0
B Commutativité:V z,y e R, x +y=y+=x

L’ensemble des réels muni de 1’addition est un groupe commutatif.
Multiplication L’ensemble R* (ensemble réels privé de 0), muni de la multiplication,

est un autre groupe commutatif.
B Associativité : V z,y, 2 € R, z(yz) = (2y)z
B Elément neutre : Vz e R,z x1l=1xz =2
B Inverse : Vo € R*, x (%) = (%) r=1
B Commutativité :V z,y € R, zy = yx
B Distributivité .V z,y,z € R, z(y + 2) = (zy) + (22)

L’ensemble des réels muni de ’addition et de la multiplication est un corps commutatif.



1.2. Propriétés de R

1.2.2 Ordre sur R
Définition 1.2.1 Soit E un ensemble.

1) une relation R sur E est un sous-ensemble de l’ensemble produit £ x E. Pour

(x,y) € E x E, on sit que = est en relation avec y et on note xRy pour dire que

(xz,y) € R.

2) Une relation R est une relation d’ordre si :
R est réflexive: pour tout x € F, x Rz,
R est antisymétrique : pour tout x,y € FE, (x Ry et yRx) = x =y,

R est transitive :pour tout x,y, z € E, (zRy et yRz) = 2Rz.

Définition 1.2.2 Une relation d’ordre R sur un ensemble E est totale si pour tout x,y €

E on a xRy ou yRx. On dit aussi que (E,R)est unensemble totalement ordonné.

Proposition 1.2.1 La relation < sur R est une realtion d’ordre, et de plus, elle est

totale.
Nous avons donc:
B pour tout xr € R, x < z,
B pour tout x,y € R, six <y et y <z alors x =y,

B pour tout z,y,z e Rsix <yety < zalorsz < 2.

1.2.3 Propriété d’Archimeéde

Propriété

R est archimédien, c’est-a-dire :
VeeR dneN n>cz

< Pour tout réel x, il existe un entier naturel n strictement plus grand que x. >

Cette propriété peut sembler évidente, elle est pourtant essentielle puisque elle permet

de définir la partie entiére d’un nombre réel :



1.3. Majorant - minorant - bornes sup. et inf

Proposition 1.2.2 Soit x € R, il existe un unique entier relatif, la partie entiére notée
E(z), tel que :
E(x) <z < E(x)+1.

On note aussi F(z) = [z].

Voici le graphe de la fonction partie entiére © — E(z) :

4 Y
-
v =E(x
A——
E(2,853)=2
- ————— = ——
I
—_—
l 1
|
&
0 1 2,853 X
_—
——
—

Figure 1.2 — Courbe de la fonction « partie entiére

»

Exemple 1.2.1 F(2,853) =2, E(7) =3, F(—3,5) = —4.

E(z)=3<3<z<4

1.3 Majorant - minorant - bornes sup. et inf

1.3.1 Majorants, minorants

Définition 1.3.1 Soit A une partie non vide de R et M un réel.



1.3. Majorant - minorant - bornes sup. et inf

B On dit que M est un majorant de A si :

Vee Ajx < M .

B De méme, m € R est un minorant de A si :

Vee Ajx >m .

On notera Mj(A)(resp. Mn(A)) Pensemble des majorants (resp. minorants) de A.

B On dit que A est majorée lorsqu’ elle admet un majorant M et alors tous les réels

supérieur a M sont aussi des majorants de A.

B On dit que A est minorée ssi elle admet un minorant m et alors tous les réels inférieur

4 m sont aussi des minorants de A.
B A est bornée ssi elle est majorée et minoré.
Exemple 1.3.1

A = [0,2]

= {zeR:0<zx <2}
A est majorée car il existe M (par exemple M = 2 ou bien M =5). M € [2,+00][.
Exercice 1.3.1 Déterminer Mj(A) et Mn(A)
B pour A =R"
B pour A =[0,1].

B pour A=7.



1.3. Majorant - minorant - bornes sup. et inf

1.3.2 Plus grand élément et plus petit élément

Définition 1.3.2 Soit A une partie de R , m et M deux réels

B\ est le plus grand élément de A lorsque M majore A et M € A.

B m est le plus petit élément de A lorsque m minore A et m € A.

Définition 1.3.3 Proposition 1.3.1 Soit A une partie de R |, si A admet un plus

grand (resp petit) élément alors celui-ci est unique.

Notation 1.3.1 Si A admet un plus grand élément on le note max(A) et si A admet un

plus petit élément on le note min(A).

[Tab.1.2] Quelques exemples.

Ensemble Plus petit élément || Plus grand élément

N 0 Non

Z Non Non
{1, neN} Non 1

{(-D)"(1-1), neN} Non Non
(=)' (1+1),neN) 2
{(-D)"+ 1, neN} Non 3

{(-1)" =% neN} -2 Non

1.3.3 Borne supérieure, borne inférieure

Définition 1.3.4 Soit A une partie de R .

B La borne supérieure de A est, si il existe, le plus petit des majorants de A.

B La borne inférieure de A est, si il existe, le plus grand des minorants de A.
Sous réserve d’existence, on note sup(A) et inf(A) les réels ainsi définis.

B Si A posseéde un plus grand (resp plus petit) élément c’est nécessairement sa

borne sup (resp inf).



1.3. Majorant - minorant - bornes sup. et inf

On étend la définition de sup et inf aux ensembles non majorés et non minorés par la
convention suivante.
1. Si A n’est pas majorée, sup(A) = 400
2. Si A n’est pas minorée, inf(A) = —oco
Reprenons comme exemples les 6 ensembles du tableau précédent.

[Tab.1.2] Quelques exemples.

Ensemble Borne inférieure | Borne supérieure

N 0 +00

y/ —00 +00
L neN} 0 1
()" (1-2) new} -1 1
()" (14 2) nen} -
(V" + L neN) -1
{(-1)" =1 neN} —2 1

Proposition 1.3.2 Caractérisation de la borne supérieure. Soit A une partie non vide

de R

a = sup(A)eVere A, z<aetVe>0, Jxr €A a—c<uz,
f = inf(A)eVee A,z >petVe>0, Ix € A, < f+e.
Théoréme 1.3.1 : Toute partie non vide et majorée (resp minorée) de R admet une

borne supérieure (resp. inférieure).

1.3.4 Intervalles de R

Définition 1.3.5 On dit qu’un sous ensemble I de R est un intervalle de R, si pour

tous réels a et b appartenant a I et pour tout réel x tel que a < x < b, alors x appartient

al.



1.4. valeur absolue d’un réel

Soient a et b deux réels tels quea < b.

On dit que l'intervalle I des réels = est :

v' un intervalle fermé[a; b] (ou un segment) si, pour tout x appartenant a I, a < x < b.
v/ un intervalle ouvert |a; b| si, pour tout = appartenant & I, a < x < b.

v/ un intervalle semi-ouvert a droite [a; b[(respectivement & gauche ]a; b)) si, pour tout

x appartenant a I, a < x < b (respect. a < x < b).

Dans ces trois cas, I est un intervalle dit borné de R.
De la méme fagon, on définit les intervalles non bornés de R.

[Tab.1.2] Ilustration.

Description Définition | Notation

fermé borné (segment) | {x € R, a < x < b} [a, b]
borné, semi-ouvert a droite | {x € R, a < x < b} [a, b]
borné, semi-ouvert a gauche | {z € R, a < z < b} |a, b]
ouvert borné | {z € R, a <z < b} la, b

fermé non majoré {r eR,a <z} la, +00]

ouvert non majoré {r eR,a<z} la, +00]

fermé non minoré {r eR, 2 <b} | =00, b]

ouvert non minoré {r e R, z < b} |—00, 0]

droite réelle R | ]—o00, +0]

1.4 wvaleur absolue d’un réel
Définition 1.4.1 Soit x un réel, la valeur absolue de x est le réel positif noté |x| et défini

|z| = max (z, —x).

10



1.4. valeur absolue d’un réel

Proposition 1.4.1 Propriétés de la valeur absolue: x,y € R :
L [—z| = |z,

2. 2 =y? = |z| = |y|,

3. |zy| = |z| |y

.

4. |z|=0<= = =0,

=]
8

|
<
A
E}
_|_
e
A
8
_|_
<

11



CHAPITRE

2 SUITES REELLES

2.1 Généralités sur les suites numériques

Définition 2.1.1 On appelle suite numérique est une fonction de N dans R.

Nous ne considérons ici que les suites réelles. Ainsi une suite peut étre considérée
comme une liste ordonnée de nombres réels.

Si la suite s’appelle (u), la notation habituelle est (u,) ou w, se lit : "u d’indice n "
ou "terme d’indice n de la suite u".

Si la suite v a pour ensemble d’indice I’ensemble des entiers naturels N, on a alors la
suite: ug, U1, Ug, Ug, ....... T

On fait attention que la notation (u,)correspond a l’ensemble des termes de la suite

alors que la notation w, correspond au terme d’indice n ou le terme général de la suite.

Dans la suite, toutes les suites seront indicées sur £ C N.
Exemple 2.1.1 Déterminons le terme général de la suite (v,) = {%7 %, %, 1—10, ..... } .

Le dénominateur est de la forme 2n, n € N* donc le terme général de la suite est

1

12



2.2. Représentation graphique

2.2 Représentation graphique

Une suite réelle est une application de £ C N sur R, sa représentation graphique dans
le plan est donc I’ensemble des points(n,u,)du plan, ot n appartient au domaine de

définition de la suite.

Exemple 2.2.1 Représentons la suite (v,) de U'ezemple 2 dans le plan cartésien. Les 5

premiers points de la représentation graphique sont (1, %) , (2, ;11) , (3, %) , (4, %) , (5, 1—10) .

La suite (v,,) est donc représentée par des points sur la figure 2.1.

v, =vfr)
.

w1

b1

Représentation graphique de la suite (vn = %) et de la

fonction f associée.

En fait, ’ensemble (v,,) est un sous-ensemble de la courbe représentative y = f(z)(trait

plein sur la figure 2.1) de la fonction

2.3 Sens de variation d’une suite
Le comportement d’une suite numeérique (u,,) est défini selon ce qui suit.

Définition 2.3.1 (Suite croissante )

13



2.3. Sens de variation d’une suite

On dit que la suite est croissante si pour tout n entier naturel, on a : u, < u,,;. On

adonc ug <up <wug < ...
Définition 2.3.2 ( Suite décroissante )

On dit que la suite est décroissante si pour tout n entier naturel, on a : u,;1 < u,.

On a donc u,y1 < up < tUpog < oo < ug < uy < up.
Définition 2.3.3 (Suite monotone)

On dit que la suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.
Définition 2.3.4 (Suite stationnaire)

Une suite (u,,) de R est dite stationnaire s’il existe un entier naturel p de E tel que,

pour tout n > p, u, = u, .
Définition 2.3.5 ( Suite constante)

La suite (u,) est constante lorsuge u, = u,y; pour tout entier n du domaine de

définition de (uy,) .

| Pour comprendre la nuance entre une suite stationnaire et une suite constante,

donnon un exemple.

Notons FE la partie entiére dun réel(par exemple F () = 3) et (u,) la suite définie,

—_

Onawu; = F(1) =1, ug = £(0.5) = 0 puis pour tout n > 2,u,, = 0. La suite (u,) est

pour n € N*, par:

stationnaire(a partie du rang 2) mais non constante puisuge u; = 1 et ug = 0.

14



2.4. Majorant-Minorant

2.4 Majorant-Minorant

Définition 2.4.1 (suite majorée )

On dit que la suite est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout n entier naturel,
on a: u, <M.

On dit que M est un majorant de la suite.
Définition 2.4.2 ( suite minorée )

On dit que la suite est minorée s’il existe un réel m tel que pour tout n entier naturel,

ona: m < u, Ondit que m est un minorant de la suite.
Définition 2.4.3 (suite bornée)

Si la suite admet un majorant et un minorant, on dit qu’elle est bornée. Il existe donc

M et m tel que pour tout n entier naturel, on a: m < u,, < M.
Remarque 2.4.1 La suite est bornée ssi

JA e R tel que Vn € N, |u,| < A.
On peut alors énoncer les propriétés suivantes:

Propriété 1. Une suite croissante est minorée (car pour tout n, on a : ug < uy,).
Propriété 1. Une suite décroissante est majorée (car pour tout n, on a : uy > uy,).
Attention! Une suite n’est pas nécessairement bornée ou majorée ou minorée. Par

exemple, la suite définie sur N par u,= (-1)", n’est ni bornée, ni majorée, ni minorée.

2.4.1 Technique pour prouver qu’une suite est majorée(ou mi-

norée ou bornée)
Technique algébrique: manipulation d’inégalités

Exemple 2.4.1
(—1)" +sinn

5 , pour n € N*
n

Up =

15



2.4. Majorant-Minorant

On a

1
—2 < (=1)" +sinn <2 et 0< — <1
n

D’ou

La suite (u,) est bornée.

Exercice 2.4.1

“ 1
u”:Zﬁ’ pour n € N*

k=1

Montrer que (u,,) est majorée par 2.

Technique fonctionnelle

Exemple 2.4.2

2n% +1
Up = —F5——
n?>+5
Considérons la fonction f définie sur [0 ; +<c[ par :
2]
flx) ==
x“+5
On a déja vu, plus haut, que f est croissante sur [0 ; +=[. On peut aussi retrouver ce résultat par
1 1 la méthode algébrique.
- ( _ 3 - _" H £ - ]
Par ailleurs. on a f(0) = 3 et ‘_1_)1111@ f(x) =2. La suite (u,) est donc bornée par H et 2. (Manipulation dinésalités)

Technique par récurrence
Exemple 2.4.3

Up+1 = V6 + u, avec uy =0

Montrer que cette suite est bornée.

16



2.5. Convergence, Nature d’une suite

Solution 2.4.1

Le calcul des premiers termes (u; = N6 =245 11y = \J6+4J6 = 291 et 1y =1/6++/6+/6 = 2.98) nous
améne a considérer la propriété . définie pour » € N, par :

-
= D

/

() 10 =y -
e Par hypothése. on a (0). La propriété est initialisée au rang 0.
e Montrons que ¢ est héréditaire a partir du rang 0.
Soit n € ™. Supposons (1) : 0=u,=<3
Alors. en ajoutant 6 : 6=6+1,<9

Par passage a la racine carrée (qui est une fonction croissante sur R,) :

N6 < (J6+u, <3

Donc : 0<i1,y =3

Conclusion : Pour tout entier n > 0, on a:

0<u, <3

2.5 Convergence, Nature d’une suite

Définition 2.5.1 (Suite convergente)

On dit qu’une suite converge(ou admet une limite finie) lorsqu’il existe un réel ¢ tel
que :
tout intervalle ouvert I centré en ¢ contient tous les termes de la suite & partir
d’un certain rang.

Lorsque (u,,) converge vers ¢, in note alors:

{= lim u,
n—-+o0o

Une suite no convergente est apppelée suite divergente.
En formulant différement cette définition, on obtient plusieurs variantes toutes équiv-
alentes:

(u,) converge lorsqu'’il existe un réel ¢ tel que :

e Tout intervalle I = |¢ —¢,{+¢[ (¢ € RY) contient tous les termes de la suite &

partir d'un certain rang.

17



2.5. Convergence, Nature d’une suite

e Pour tous réel ¢ € R%, il existe un rang N a partir duquel tous les w,, vérifient

up € [0 —e,l+¢l.
e Pour tout réel € € RY, il existe un rang N tel que pour tout indice n, on ait :

n>N=|u, -l <e Lire : n > N implique |u, — (| < &

u.‘."““o
tous Lo U,: nzpNe Uy: n<No

e Si la limite ¢ existe et est finie, on dit que la suite est convergente. Sinon, la suite

est dite divergente.
Théoréme 2.5.1 Si la suite (u,) converge vers une limite ¢, cette limite ¢ est unique.
Proposition 2.5.1 Toute suite convergente est bornée.
Attention ! La réciproque est fausse en général.

Exemple 2.5.1 En utilisant la définition, montrons que la suite définie par:

B —3n—+5

Uy = , tend vers -3.
n—+95

Définition 2.5.2 (Suite divergente vers +o0)

On dit qu’une suite diverge vers +oo lorsque : tout intervalle ouvert du type | A, +o0]
(o A > 0) contient tous les termes de laa suite a partir d’un certain rang.

En formulant différemment cette définition, on obtient plusieurs variantes toutes équiv-
alentes:

u, diverge vers + oo lorsque:

e Pour tout A € R*, I'intervalle | A, +00[ contient tous les termes de la suite & partir

d’un certain rang.

18



2.6. Régles opérations sur les Limites d’une suite

e Pour tout A € R7, il existe un rang N tel que pour tout indice n,on ait:
n>N=u,>A

On définit de méme la divergence vers -co a I’aide d’intervalles du type |—o0, Af.

~

A T’aide de cette définition, on peut, par exemple, démontrer la propriété suivante:
Toute suite croissante et non majorée diverge vers + oco.

En effet, si une suite (u,) est non majorée, cela signifie que pour tout réel M, il existe un

rang N telque:
uy > M
Et si, de plus, la suite est croissante, alors pour tout indice n tel que n > N, on aura
U, > uydonc:
n>N=u,>M

Ce qui prouve bien que la suite (u,) diverge vers +o0.

Exercice 2.5.1 Etudier la limite de la suite (u,) définie par :

3n?—2n+4
Upy = —————
4n? +1

2.6 Reégles opérations sur les Limites d’une suite

Les régles opératoires (somme, produit, quotient, ...) sont les mémes que pour les limites

de fonctions. Pour résumer :

lim(uy,) lim(vy,) lim(Au,), A ER | lim(u, +wy) imA uy.v) | lim (u_,,) Wy £0n€EN
Un
1
1 U Al L+ All' 7 "=+ 0)
0 0 0 0 0 ?
1 ow Al ow cwsid >0 0
(oo = +1) —goosid <0
0 oow 0 goo ? 0
(one =+1)
oo r 0siA=0 oo oeesil >0 oost I'>0
(ot1g = +1) gwsid>0 *‘TU’S“’": 0 —gwsil' <0
N —cwsidl <0 ? sil =0
fekee] a0 /! a0 Si oy = 0y +oo ?
(ouo; = 1) | (oo = 1) ? siop = a0y
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2.7. Conditions Particuliéres de Convergence

Les points d’interrogation(?) signalent les cas indéterminés, pour lesquels une étude spé-

cifique doit étre menée pour déterminer I’éventuelle limite.

1) Cas " 0o — 00"

PR e S

On écrit:

Uy = —F————
vn+1++/n

D’ou( par inverse) :

limu, =0
n—-+oo

2) Cas " oo x 0"

o1
U, = nsin — pour n € N*
n

Comme lim 1 =0, nous avons lim sint = 0. D’ou une forme indéterminée du
b
n—-+oo n—-4o0o n

!

type " oo x 0".

Pour lever I'indétermination, on écrit:

sin %
Uy =

3=

Comme on sait que lim*~£ =1, on en déduit:

z—0
lim u, = 1.
n—-+o0o

1—cos
n

Exercice 2.6.1 Déterminer lim
n—+oo 2

2.7 Conditions Particuliéres de Convergence

Théoréme 2.7.1 Sila suite (u,,) est croissante et admet un majorant M alors cette suite

est convergente et sa limite { est inférieure ou égale a M.

. , . o 1 . . , .
Exemple 2.7.1 La suite définie par u, =1 — 47 €st croissante et majorée par 2, mais

sa limite est ¢ = 1.
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2.8. Quelques théoréme de comparaison et d’encadrement

2.8 Quelques théoréme de comparaison et d’encadrement
2.8.1 Comparaison par rapport a une suite divergente
Soient (u,) et (v,)deux suites telles que:

pour tout n, u, < v,

B Si (u,) diverge vers +o00 alors (v,) aussi.
W Si (v,,) diverge vers +oo alors (u,,) aussi.

Démonstration.

Fixons A € R*. Supposons que (u,) diverge vers 4+o0. Alors, a partir d'un certain

rang N, on a :

Unp

v

Unp,

v

Et comme v,, > u,, , on aura aussi.
Donc (v,,) diverge vers +oo.

Le deuxieme point se démontre de maniere analoque.
Exemple 2.8.1 FEtudier la limite de la suite (u,) définie; pour tout n € N, par
up, =2cosn+3 x (—1)" —3n

On remarque que pour tout n € N:

U, < H—3n
Or
lim (5 — 3n) = —o0
D’ou
lim u, = —o0
n—-+o0o
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2.8. Quelques théoréme de comparaison et d’encadrement

Ezercice 2.8.1 Etudier la limite de la suite (u,) définie; pour tout n € N, par

u, = n* (cosn — 2)

Exercice 2.8.2 L’affirmation "une suite qui diverge vers 400 est nécessairement crois-

sante" est - elle vraie?
Théoréme 2.8.1 (Théoréme d’encadrement ou des gendarmes)
Soient (uy), (v, ) et (w,) trois suites telles que

e A partir d’un certain rang;

Up < Up < Wy
e (uy) et (w, ) convergent vers le méme réel /.
Alors (v,,) converge vers {.

Exemple 2.8.2 Déterminer la limite de la suite (u,) définie par:

vn?2+1

Uy = — pourn > 1
n
On a
n? <n?+1,
En outre
n?+1<(n+1)>°,
En effet

(n+1°=n*+2n+1>n*+1car2n>2>0

On a donc 'encadrement suivant:

n*<n?*+1<(n+1)°
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2.9. Suites Particuliéres

Par passage a la racine(tous les membres sont positif) , il vient:
n<vni+l<n+l

Puis en divisant par n (positif) :

Comme lirf (1 - %) = 1, on en déduit(théoréme des gendarmes) que

limu,, = 1.
n—-+o0o

Exercice 2.8.3 Déterminer la limite de la suite (v,) définie par:
~ 3n+5x (—-1)"
B 2n '

U,

2.9 Suites Particuliéres

2.9.1 Suites Adjacentes

Définition 2.9.1 (Suites adjacentes)

[_ (1, ) est croissante
Lorsque l (v, ) est décroissante . on dit que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes

Vo Tl 0

Remarque 2.9.1

la condition "pour tout n, 1, < v," est inutile dans les hypotheses. Elle decoule des trois autres.

Théoréme 2.9.1 Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont toutes les deux con-

vergentes et ont la méme limite.

2.9.2 Suites extraites

Définition 2.9.2 Une suite (v,)n € N est appelée suite extraite ou sous-suite d’une

suite (un)n € N sl existe une application strictement croissante ¢ de N — N wvérifiant
Vn € N,v, = Up(n) -

Cela veut dire que les termes de la suite (v,) sont des éléments de la suite (u,)placés dans

le méme ordre.
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2.9. Suites Particuliéres

Proposition 2.9.1 Si une suite (u,) converge vers { alors toute suite extraite de (uy)

converge aussi vers L.
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