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Physique nhumérique

Introduction :

Le but d’étudier la physique numérique est de résoudre les problemes physiques a I'aide des
programmes informatiques.

En physique il existe deux approches :

4+ L[’approche théorique
4+ L’approche expérimentale

L'approche numérique est généralement considérée comme un complément a I'approche théorique
et parfois comme pont entre I'approche théorique et expérimentale.

Chapitre | : interpolation polynomiale d’une fonction

1. Interpolation polynomiale

En physique numérique I'interpolation polynomiale est une technique d’interpolation d’un ensemble
de donnée ou d’une fonction par polynéme .En autre terme, étant donnée un ensemble de point (par
exemple a la suite d’une expérience).

On cherche un polynéme qui passe par tous les points. Etant donné un ensemble de n+1 points. On
cherche un polynéme P de degré n qui vérifie :

P(x)=y;,i=0,..,n
2. INTERPOLATION DE LAGRANGE
Théoréme :
Etant données n+1 points ng,Ny,....n, et n+1 réel yo,y1,Y2,....Yn

Il existe un polynéme P € P,,(R) et un seul tel que : y; = f(x;)
n
PG = ) yiL(x)
i=0

n

(x — x])
L (i = %)
i=0

L(x;) =

Exemple :

Construire le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré 2 pour la fonction :
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f:n — e™ Dans l'intervalle [-1,1] avec les points d’interpolations ny =—-1,n; =0,n, =1.
SOLUTION :
Nng = _1,n1 = O,le =1
i=2
P(x) = Z YoLo(x) + y1L1(x) + y,L,(x)
i=0
;::j
X; Xg=-1 x1 =0 x, =1
Vi Yo=e* v =0 y,=e
C rmx))x—x)  (x-0)(x—-1) x(x—1)
Lo(x) =

(0 — x1) (%0 — x2) - -1-0(-1-1) - 2

(x=x)x—x) G+HE-1

L) = (1 — x0) (X1 — x2) - O+1DO-1) sl
L,(x) = (x — x0)(x — x1) _ (x — x0) (x — x1) _ x(x+1)
2 (x2 = x0)(x2 —x1)  (x2 — x0) (X2 — x1) 2
i=2
P(x) = ZYoLo(x) + y1L1(%) + yoLy(x) = e 1 x # +0x(x2+1)+ex @
=0
i#j

P(x) = 0.542x%2 +1.175x + 1
3. Méthode de newton

Les polynémes N (x) de la base de Newton sont définis comme suit :

K-1

N, (x) = n(x —x) = —x0)(x —x1) ... (X —xg_1) K=1,..n

i=0
Avec:N, =1
En outre
N; = (x — xq)
Ny = (x — x0) (x — x1)

N3 = (x — x0)(x — x1) (x — x3)

Ny = (x — x0) (X — x1) - (X — Xp_1)
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L’ensemble forme une base de I'espace P, des polyndmes de degré au plus n, puisqu’il s’agit d’une
famille de n+1 polynéme

/: /x"‘! Lx“ -

Le polynéme d’interpolation de Newton de degré n relatif a la subdivision {(xy — v,), (x; —
V1., (xn—yn)s écrit :

n

P09 = ) e ()

K=0

=ap + a;(x — x9) + az(x — x0) (x — x1) + an(x — x0)(x — x1) ... (x — 1)

Avec
P,(x;) = f(x;),Vi=0,..,n

Il faut alors déterminer les coefficients (@g)o<k<n

DIFFERENCE DIVISEES

Le polyndme d’interpolation de Newton de degré n,P,(x) évalué en x, donne :

n

P, (xo) = Z agNg(xo) = ag = f(xg) = flxo]

k=0
Derniere générale, on note
flxidd=fx),vi=0,,n
flx,] est appelée différence divisée d’ordre 0

Le polynéme d’interpolation de Newton de degré n,P, (x) évalué en x; donne :

n

B (x) = Z anNg(x) = ag + a1 (X1 — x0) = flxo] + a1 (x1 — x0) = fx4]

K=0
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D’ou

g <=l

X1 — X2
flxo,x1 ] est appellée dif férence divisée d'ordre 1

Le polynéme d’interpolation de Newton de degré n, P, (x) évalué en x, donne :

Py(x) = Xk=0 @nNg (x) = ag + a1 (x; — x0) + az(x; — x¢) (xz — x1) = flxo] + flx0,2%1](x2 —
X0+a2x2—x0(x2—x1)=f[x2]

onaalors :
az(xz — %) (xz — x1) = f[x2] = flxo] = flx0, %11 (x2 — %)

az(xz = %) (xz = x1) = flxz] = flxo] — flxo, %11(x2 — x0) — flxa] + fx4]
az(x2 —x0) (xy = x1) = flxa] = flxa]l + floxa] = flxol — flxo, x11(x2 — x0)

ay (X = %) (2 = x1) = fxz2] = flxal + (e — x0) f[x0, %11 — f %0, %11 (x2 — x0)
az(xz — x0) (X2 — x1) = flxa] = flxa] — (x2 = x0) f[%0, x1]

Donc

a, = flx1, x2] = fx0, 1] = Flxe %1, %,]
X2 — Xo

flxo, x1, x2] est appelée différence divisée d’ordre 2

On obtient alors par récurrence :

e = f[xlx"':xl(] _f[xox"';x[(_l] _
K Xk — Xo

f[XOJ'”fo]

flxo, -+, xk] est alors appelée différence divisée d’ordre K

Le polynéme d'interpolation de Newton de degré n s'écrit donc a l'aide des différences divisées
successives :

Pu@) = flol + ) flxo, -+, %] Ne(0)
K=0

Exemple

1

Trouver le polynéme de newton de la fonction f(x) = Fywe)
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Pour les points d’interpolations :xg = —1,x1 = 0,x; =1
Solution
P,(x) = flxo]l + flxo, x1](x — x0) + flx, %1, 2] (x — x0) (x — x1)

flxd] = flxo]

X1 — Xo

flxo, x1] =

flxz] = flxq]

X2 — X1

flx1,x2] =

flx1, %3] = flx0, x1]

X2 — Xo

f[xo, X1, xZ] =

flxol = fl=1] =

N| =

flx]=f[0] =1

1
flxz] = 2
floxo 1 = LEA =Ll 2
o )] 1

Xy — X1 2

flxo0, X1, %,] = flx1, x,] :f[xo, x1] _ _1
X2 X0 2

1 1 1
P(x)=§+i(x+1)—§(x+1)x

1
P(x) = —Exz +1

Nb :

Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en le disposant de
la maniére suivante dans un tableau :
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Xo Yo = [yl o, 11
X1 y1 = [yl
1, y2] o, 1, ¥2]
X2 y2 = [yl
[y2, ¥3] 1, 2, y3] o, 1, Y2, ¥5]
X3 y3 = [ys]

4. Interpolation polynomiale de Newton sur un pas constant :h = x,, — x,,_1

Une des premieres formules d’interpolation, utilisée dés le 17e siécle, est la formule de Gregory
Newton, l'interpolation est la technique d'estimation de la valeur d'une fonction pour toute valeur
intermédiaire de la variable indépendante

0,

% Les différences progressives(Forward Differences) :

la différence y; — Vo,¥2 — V1 *** Yn — Vn_1 hote par Ay, A2y, A3y ...

Forward difference table

i ¥ Ay Ay Ay Aly A
i Yo
Ay,
MG Y1 Ny,
(=x4,+ h) Ay, ,ﬁa_ya
X9 Ya A%y, Ay,
(=x,+ 2h) Ay, Aﬁyl Aﬁyo
X3 Y3 Ay, Aly,
= (x, + 3h) Ay, Aay:Z
X4 Y4 Ay,
= (x, + 4h) Ay,
5 Y5
= (x, + 5h)

La formule de NEWTON’S GREGORY FORWARD INTERPOLATION (progréssive) :

(u-1)

(a4 hu) = £(a) + %Ay N u Ay + u(u—1)(u-—2) A3y---u(u —D@u—=2)u—-(n-1))

2! 3! n!

Cette formule est particulierement utile pour interpoler les valeurs de f (x) prés du début de 'ensemble de
valeurs donné. h est appelé l'intervalle de différence et u = (x - a) / h, ici a est le premier terme.
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hl = X1 —xo,hz = X2 — X1, -

Dans la formule progressive de Gregory-Newton on prend les points situés a droite du point
considéré x;

L & &
Xj Xj+1 Xj+2
Pour calculer u :
u=(x-a)/h
x]- <x< x]-+1
Donc h = x]-+1 — x]-
a=x

Exemple :

Trouver la valeur de sin (47°) par la méthode NEWTON’S GREGORY FORWARD INTERPOLATION
a partir des points d’interpolation suivants :

[3)

0 45° 50° 55° 60°
sind 0.7071 0.7660 0.8192 0.8660
Solution :
45° < x < 50°
x y Ay = yui1—yn B A%y A3y
= AyVni1 —Dyn | = AyZ,, — Ay?
45° 0.7071
50° 0.7660 0.0589
55° 0.8192 0.0532 -0.0057
60° 0.8660 0.0468 -0.0064 0.0007

h =50°—45°=5°
a =50°
y = 0.7071,Ay = 0.0589, A%y = —0.0057, A%y = —0.0007

_(x—a) 47-45_2
" h ~ 5 5

u
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u u(u—1 u(u—1)(u-—-2
f(a + hu) =f(a)+FAy+%A2y+$A3y

2 2/5
f(45 +2% 5) = 07071+~ x (0.0589) +

EECER 2/5@/5 - D@/5=2) 097y

! X (—0.0057) + 3
F(47°) ~ 0.73
+ Les différences régressives(backward Differences) :

Dans la formule régressive de Gregory-Newton on prend les points situés a gauche du point
considéré x;

1
Backward difference table
+ y Vy Viy Vi Viy Viay
%y Yo
Vy,
G| 44 Viy,
(=x,+ h) Vy, Viy,
&y Ya Vy, Vi
(=x,+ 2h) Vyg Vﬂyd va g
*g Y3 V2, Viys
(= x, + 3h) Vy, Viy,
*y Y4 VZJ':",
(= x, + 4h) Vy.
X5 Y5
(= x, + 5h)

NEWTON’S GREGORY BACKWARD INTERPOLATION FORMULA :
lVy N u(u + 1)V2y~--u(u +1Du+n-1)

flatun) =y+ 21 n!

Exemple : Calculer sin(57°) a partir du tableau précédent.
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Solution :
X y VY =Yn—Vn-1 | V¥ vy
=Vn—Vyny | =Vy2—Vyi,
45° 0.7071 0.0589 -0.0057 0.0007
50° 0.7660 0.0532 -0.0064
55° 0.8192 0.0468
60° 0.8660
h = 60° —55°=5°
a = 60°
y = 0.8660,Vy = 0.0468, V2y = —0.0064, V>y = 0.0007
_(x-a) 57-60_—3
YW Th T 5 5
fla+uh)=y+ %Vy + u(u; D gz, 2t 13)'(” 2 s,
3 -3
3 ~3/5 (=%5) (5 +1)
f(55 -5 %5)=08660+——x 00468 + > (~0.0064)
_37)(=3 -3
(%) F+1)F+2

+

3!
£(57°) = 0.83

5. Les différences divisées de gauss régressives centrales et progressive centrales
Les polynémes d'interpolation progressive et régressive de Newton sont utilisés pour
interpoler les valeurs de fonction au début ou a la fin des données respectivement. Nous
voyons maintenant les formules de différence centrale qui conviennent le mieux a
I'interpolation pres du milieu d'un ensemble tabulé.
e Les différences divisées de gauss progressives centrées

Si x est situé au milieu de la table, on utilise la formule d’interpolation par les
Différences centrées.

Sive ) X9, X1, X0, X1y X wer wen sont des points d’interpolations avec une différence h
correspondent aux points ..., y_,,¥_1, Yo, Y1, Y2 -..--alors que f(x) étre la fonction donnée
par I'approximation suivante :

Pip=1) .1 pip=1)(p+1] , 1 pip=1)ip+1) (p-2]
Yo = Yo+ PAye + 0%y +———40%_, + Atyog+

4!

_X—Xg
P="
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x y Ay Aty Aty Aty
Xz Y2 By
I__Lr_‘_‘___, ¥ Aly_, _
— % | on - ; B
4 X, ¥, \*ﬂ}'ﬂ /

2
¥
A? H\H\-“ Ny /
Xz Yz Ay Yo
=1

Tableau des différences divisées progressives centrées de gauss

Les différences divisées de gauss régressives centrées

Siv, Xp, X1, X0, X1, X2
correspondent aux points ...,Y_»,¥_1,V0, V1, V2

par I'approximation suivante :

pp+1] pip+ll(p-1)
Yo =Yo+pAy +— — Ay +——— Ny, +

pip+llip=-1] (n+2]ﬂ4

....... sont des points d’interpolations avec une différence h

..... alors que f(x) étre la fonction donnée

2
Xz ¥a Ay Ao
-1

Tableau des différences divisées régressives centrées de gauss
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Exemple :

Trouver la valeur de sin (56°) par la méthode d’interpolation de Gauss régressive et progressive
a partir des points d’interpolation suivants :

0 45° 50° 55° 60° 65°
sin@ 0.7071 0.7660 0.8192 0.8660 0.9063
Solution
X y Ay A%y A%y
= Yn — Yn-1 = Vy, = Vy;
—Vyn1 —Vyi g
45° 0.7071=y_,
50° 0.7660 = y_, | 0.0589=Ay_, -0.0057=
AZ)’—Z
55° 0.8192 = y, | 0.0532=Ay_, -0.0064= 0.0007= -0.00060=
AZ}’—1 A33’—2 A4)’—2
60° 0.8660 =y, | 0.0468= Ay, | -0.0065= AZy, 0.0001=
AB}’—l
65° 0.9063 =y, | 0.0403=Ay_,

pp=1] .- pip=1)(p+1] , - p(p=1)(p+1) (p=2)
ho=Jotplhyt Tﬂlh $—ty 1 . My, + .

_x—x 56—-55 1

P="% 5 5
1 1/, _ 1 1/ _1)(1 1
£(56) = 0.8192 +%>< 0.0468+Wx (—0.0064) + /s(/s 3')( /s+1)
1/ (1.~ 1)1/ +1
x (0.0001) + J5 (Vs 4,)( /s )x (—0.0006)

£(56) ~ 0.83
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X y Ay A%y A%y
= Yn — Yn-1 = Vyy, = Vy;
—Vyna - VYr21—1
45° 0.7071 = y_, | 0.0589=Ay_,
50° 0.7660 = y_, |10.0532=Ay7| -0.0057= 0.0007=
Ay_, Ay,
55° 08192 =7, | 0.0468= Ay, | -0.0064= 0.0001= -0.00060=
Azy—1 Ag}’—1 A4)’—2
60° 0.8660 =y, | 0.0403= Ay_, | -0.0065= A?y,
65° 0.9063 = y,
pit) g petleD) e p(petlip=0)(pid) 4
BNt b=yt —1), YRR
1/ 1 1/ (17 _1)(1
1 -1 1 +1
£(56) = 08192+ x 00532 + # x (—0.0064) + /s (/s 3')( /s+1) x 0.0007
(Y -1+ 1)
+ /s (/s 4') /s+Y (—0.0006)

£(56) ~ 0.83

e Formule de stirling :
.. P (Ayo + Ay_l) r’
Yp=Yot > + 21
P -,

2 }’2

Exemple :

Azy_l +

56) = 0.8192 + —
£(56) + .

N (Ys) ((1/ 5) - 1)

4!

£(56) ~ 0.83

12| Page

1/5(00468+00532> (1/5)( 0.0064) +

(—0.00060)

p(P* — 1) (W3y_1 +A03y_5)

3!

Ys((¥s) - 1) 0.0001 +0.0007)

3!
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