LES VECTEURS : RAPPELS MATHEMATIQUES

2021/2022

RESUME DU COURS

ALGEBRE VECTORIEL

Les composantes d’un vecteur dans un repére orthonormé cartésien: A = A,é, + A€, + A€,

mnmdme:A=|£L:/A§+A§+Ag

Z
C, = A, +B,
La somme vectorielle: C =A+B = Cy =4, +B,
C,=A,+B >
z VA Z é)z A
- - A.,x - p.Ax - 1 A)Z
La multiplication par un scalaire : A' =p.A = Ay, =p.A, €x 0\=\€y
. A; =p.A, A)x >~ o
Vecteur unitaire dans la directionde 4 : i g
> sy = A, /A y
. A Ax X X
A:AgA = é)A:Z = eAy=Ay/A
€4z = AZ/A
PRODUIT SCALAIRE .
A
|A e B = A.B.cos(6) | avec 0<0<m
AeB=A,B,+A,.B,+A,B, )7 =
Propriétés :
> AeB=Fed > Ae(B+0)=deB+ded
> Si AeBE=0 alors ALB > /To/T=A2=A,ZC+A§,+A§
PRODUIT VECTORIEL
Module : C = A.B.sin(0) éx €, &
Propriétés de C = A x B{ Direction : L au plan (4, ) C=AxB=|A, A, 4,
Sens : Régle de la Main droite B, B, B,
Propriétés :
> AxB=-BxA > Ax(B+0)=AdxB+ixc
> Si AxBE=0 alors AII B > AxA=0 toujours.
> |4 x B est égal 4 la surface du parallélogramme de coté 4 et B.
PRODUIT MIXTE
Ay A, A,
/TO(E” X 5) =|(Bx B, B, Propriété:/TO(ﬁ X 5) = 50(5 X §) = §0(5 X AT)
Ce C, G,
DOUBLE PRODUIT VECTORIEL
A% (§ X 5) =B. (/T05) -C. (/TOE)) (Attention : En général A x (§ X 5) * (/fx §) X 5)
1

1% année LMD Génie civil : Licence professionnalisante



LES VECTEURS : RAPPELS MATHEMATIQUES 2021/2022

SYSTEMES DE COORDONNEES
DANS LE PLAN

Y Y
M M
y | > 1 | 1
> A ! - N r 1
e ! e e !
y ! o . o
> ' X ! X
0 €y x 0
Coordonnées Cartésiennes Coordonnées Polaires
Vecteur position :
sz.§x+y.§y OM =r.8,
{x:r_cosg é}=c059.é’x+sin9.é’y
y =r.sin6 €g = —sinf.é, +cosh.é,
DANS L'ESPACE
N 7z A
4 €z
z TS M z ~~M
oM ! oM !
é,4 i :
N “o. ! I
€x ~<7 y oo Y p '
O \\\\ : /,I (P :
I Sfmmmmm S
X
Coordonnées Cartésiennes Coordonnées Cylindriques Coordonnées Sphériques
Vecteur position :
W=x.§x+y.§y+z.§z W=p.§p+z.§z OM =r.8,
X = p.CcOS @ x =r1.sin@.cos @
{y=p.sin<p y =r.sinf.sin @
z=z Z=r.cosf
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DERIVEES ET INTEGRALES DE VECTEURS

A@t) = A, (). 8, + Ay (t).€é, + Az(t). €, estune fonction vectorielle de variable scalaire t.

dA@) _dA (D),  dA, (), . dA,(t)

ac | dr &~ + dt dr 2
d2A(t)  d?A.(t) . dPA,(t) , dPA,(t)
dtz | dez X dtz oY dtz 2

Et 'intégrale

f/f(t).dt = {f Ax(t).dt}.éx + {f Ay(t).dt}.éy + {f AZ(t).dt}.éZ

GRADIENT, DIVERGENCE ET ROTATIONNEL

/T(x, y,2) = Ay(x,y,2).8, + A, (x,y,2).€, + A,(x,y,2).€, est une fonction vectorielle a trois
variables scalaires (x,y,z). f(x,y,z) estune fonction scalaire a trois variables scalaires (x,y, z).

L'opérateur nabla est défini par :

V= 9 5 + 9 5 +—é
Toaxx ayey 922
Le gradient :
, _ of , of , Oof .,
grad(f) =V.f(x,y,2) —aex+@ey+£ez

La divergence :

div(A) = VeAd =
iv(A) °A(x,y,7) 9% + 3y + P
Le rotationnel :

g, &, &

rot(A) =V x A(x,y,2) = [0/ox 8/dy 0/0z
A, A, A,
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SERIE DE TD N° 01

EXERCICE 01 (*):
1. Montrez que le module A du vecteur 4 = A8, + A&, + A,é, est: A= |A| = /A,ZC + A2 + A2

2. Déterminez le vecteur d’origine P(py,py,P,) et d’extrémité Q(qy, 4y, q), et trouvez son module.

EXERCICE 02 :
1. Calculer graphiquement, puis en utilisant les composantes, la résultante de deux vecteurs A et

B ayant le méme module (A = B =10) et dont les angles respectifs avec I'axe (0X) sont
(/T,éx) =a=m/6 et (§,§x) =—a=-—m/6.

2. Montrer (graphiquement et analytiquement) que la somme des vecteurs de force suivant est

nulle.
N {Module |Fi|=5Nn { Module |F|=5N { Module |F;|=5V2N
Angle (ﬁl ,6¢) =0 Angle (ﬁz ,6y) =T/2 Angle (ﬁ3 ,6¢) =51/4

EXERCICE 03 :
Trouver, graphiqguement et analytiqguement, la somme ou la résultante des déplacements suivants :

A:10m nord-ouest ; B:20m 30°versle nord-est ; C:35m plein sud.

EXERCICE 04 :

1. Rappeler la définition du produit scalaire de deux vecteurs A et B.
Ona A=A, + Ayé, +A,e, et B =B, + Byé, + B,é, donner I'expression du produit
scalaire A B en coordonnées cartésiennes.

3. Soit les deux vecteurs suivants : A = 2.8, + e, + 2.6, et B=2¢,+ é, — é, . Calculer |ff
AeB, et COS(/T, §).

4. Ondonne:A =2.8,+8&,+8&, et B=2.6,+10.8,—11.é,.
a. Trouver I'angle aigu formé par les deux vecteurs.

b. Trouver le module de la résultante C = 4 + B.
c. Trouver I'angle que fait cette résultante avec les axes 0X, OY et OZ.

|5

7

EXERCICE 05 (*):

L1 (2 L[ 2 (3 (2
Soit les vecteurs A 1 , Bl{o], Cl 2|, D| 1 |Jet E|O
-2 4 -1 -1 0

e Trouvez les paires de vecteurs perpendiculaires deux a deux ?

EXERCICE 06 (*):
a. Trouvez I'angle aigu formé par les diagonales d’un quadrilatere de sommets (0,0,0), (3,2,0),

(4,6,0), (1,3,0).
b. Trouvez les angles (a, 8,¥) que forme le vecteur U = &, + 2. Ey + 3., respectivement avec les

axes (0X,0Y,02).
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EXERCICE 07 (*):

- _1 - 2 - 2
Soit les vecteurs A 1 , B{0] et C|a
-2 4 4

1. Calculez |(/T+§ )0(ﬁ—§)|

2. Trouvez a pourque A et C soient perpendiculaires.
3. Peut-on trouver une valeur de a pour que A et C soient paralléles.
EXERCICE 08 :

On applique une force uniforme F=5. €y, + 2. €y — 2., (N) aun corps pour le déplacer suivant
le vecteur L = 3.8, + 3.6y, —4.é, (m).

i s

5.

Calculez le travail de la force F donné par larelation W = FeL.
En déduire la projection de la force F suivant le vecteur L.

-

Trouvez le vecteur unitaire € dans la direction de la force F.

|

Trouvez la relation entre les composantes du vecteur D = x.é, + y. éy +2z.e, pour que le

travail de la force F suivant ce déplacement soit nul.
Que représente cette relation.

EXERCICE 09 (*):

Si A=A,8, + Ayé, +Aze, et B =B.é, + Byé, + B,é,, démontrez que

é €, &
AXB = Ay Ay, A, et que AXB est perpendiculaire a A eta B.
B, B, B,
Ondonne: 4 = éx+5.6,+2.¢, et B = —€x — €y, — €&,
1. Calculez AXE.
2. Calculez |(24+ B ) x (4 - 2B)|.
3. Trouvez un vecteur unitaire perpendiculaire au plan des vecteurs A et B
EXERCICE 10 :
1. Donner la définition du produit vectoriel de deux vecteurs A et B.
Ona A=A4,8, +Ayé, + 4,8, et B =B.é, + Byé, + B,é, donner I'expression du produit
vectoriel A x B en coordonnées cartésienne.
3. Soit les deux vecteurs suivants : A = 2.8, + é, et B=2¢, + é, — €, . Calculer AxB.
Calculer la surface du parallélogramme déterminée par les vecteurs: V = &, + e, + 2, et V=
2.6, +3.€, —3.¢,.
5. Calculer la surface du triangle de sommets P(1,3,2), Q(2,-1,-1) et R(-1,2,3).
EXERCICE 11 :

La force F appliquée a un fil conducteur de longueur L, parcouru par un courant I et plongé dans
un champ magnétique uniforme B , est donnée par la relation : F=I1LxB.

Tel que le vecteur L est dirigé suivant le sens du courant I.

Siondonne: I = 104 ; L=2.8,+ 3.8, (m); B=10"2.8, + 1073.8, (Tesla).

ey

1. Trouvez le vecteur F (unité : Newton).

- -
2. Trouvez I'angle aigu formé par les deux vecteurs L et B.
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EXERCICE 12 (*):

Soit (r,0) les coordonnées polaires décrivant la position d’un point matériel. Si €, est le vecteur
unitaire dirigé suivant 7 et si €y est le vecteur unitaire perpendiculaire a 7, dirigé suivant les 6
croissants, montrez que :

- - . -
> €é.=cosf.é, +sinb.€, ;

- . - -
g = —sinf.e, +cosb.e,

- - . - -

» é,=cosf.e.—sinf.e; ; ¢€

y =sinf.e,. + cosf.eg

EXERCICE 13 :
Soitr = |0M| etd = (§x, OM) les coordonnées polaires décrivant la position d’un point matériel M.

. s s . T 27T
Calculer les coordonnées cartésiennes des points M; = (6, E) et M, = (4, ?).

Calculer les coordonnées polaires des points M; = (0,2) et M; = (2,2).

EXERCICE 14 :

Pour le point M dans la figure ci-contre, représenter les z

parametres qui fixent sa position en :

a. Coordonnées cartésiennes. ¢ M
b. Coordonnées cylindriques. il

c¢. Coordonnées sphériques. /,/” i
Ecrire en coordonnées cartésiennes le vecteur V de module Oi\ :
13 unités, faisant un angle 8 = 23° avec I'axe OZ et dont la T~ !
projection sur le plan XO0Y fait un angle ¢ de 37°avec l'axe !
0X.

EXERCICE 15 (*):
Si A=A,8, + Ayé, +Aze, , B = B,é, + Byé, + B,é, , C=C.é, + Cyé€, + C,€,. Démontrez que

A, A, A,
Ae(BxC)=|B: B, B,
¢ C G,

On donne : /T=2.§x+§y—3.§z , §=§x—2.5y+5z , 5=—§x+§y—4.§z

- - -

Calculez Ao(Bx C);Co(AxB); Bo(C xA) ; Ax(BxC) et (AxB)xC.

EXERCICE 16 :
Montrez que les trois vecteurs A = 3.8, — 2.6, —2.é,, B=-6 + é, et C=-2.8+3. ey, —2.¢,
appartiennent au méme plan.

EXERCICE 17 (*):
Démontrez que
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EXERCICE 18 :

La maille conventionnelle du réseau cristallin cubique a faces
centrées est représenté par un cube d’arréte d ayant un noeud a
chaque sommet du cube et un nceud au milieu de chaque face

VA
A
1
1
1
(figure ci-contre). On définit le repére orthonormé (éx,éy,gz) (\/(,; @{?/O
. . J N . \ /X

suivant trois arrétes perpendiculaires du cube, et on définit les

vecteurs de la maille élémentaire (d, E, 5) comme le montre la

figure. d

1. Trouver les composantes des vecteurs (&’, 5, E) dans le repére
orthonormé (é,, €y, &)

2. Les vecteurs (&, l_;, 5), dans cet ordre, forment-ils un triedre
direct ? o=

3. Quelle est la valeur de I'angle y entre deux vecteurs différents f

du systeme (d, b, ¢) ?
4. Quel est le volume du parallélépipéde, appelé maille
élémentaire, définit par les trois vecteurs (&, b, 5) ?

EXERCICE 19 :

. - 3 - _Zt - . - dfz d?
Si 7(t) =(t°+2.t).ex +3.e"“" €, + 2.sin(5t).€, trouvez: I
EXERCICE 20 :
1. Montrez que si /T(t) et B(t) sont deux fonctions de t dérivables alors :
( ) = dB (t)

*B(t) + A(t)e

%(ﬁ(t)-ﬁ(t))

a
d%7 d%v
dtz2 ' |ldt2

2. Soit A(t) =3t%.8, +2t3.8, — .6, et B(t) = 3t. &, +2t2.8, + t2.5z. Calculer %(ﬁ(t)oﬁ(t)) :

a. En appliquant cette régle de dérivation vectorielle.
b. En explicitant le produit AeB puis en dérivant.

EXERCICE 21 :

si A(t) = (3t — 1).8, + (2t —3).8, + (6t> — 41).6, caleulez: [ A(t).dt

EXERCICE 22 :
Si f(x,y,2) =x2y.z et A(x,v,2z) = (3x%y).8, + (y.z%).é, — (x.2).é,.
0%(f.4)

Trouvez: ———— au point (1,-2,-1).
9ydz point ( )

EXERCICE 23 (*):
On donne le vecteur A = cos 6.8, + sinf.e, telque 6 = w.t.

Calculez le module de A, que peut-on en conclure ?
: . > dA > dA
Calculez les expressions des vecteurs suivants :  A; = e A, = ’7)

Calculez le module de Az que peut on en conclure ?

vk w NoPR

Montrez que les vecteurs Al et Az sont paralléles, et que Az est perpendiculaire a A

Représentez les vecteurs A , Al et Az dans un repére orthonormé (0, €y ey).
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EXERCICE 24 :
Si f(x,y,2) =x3yz% et A(x,y,2) = (xyz).8, + (z%).é, + (2y*2).é,.
Trouvez : ﬁf cVed ; VxA ; div(f.ff) ; m(f.ﬁ).

EXERCICE 25 :
Pour f(x,y,2) =7 = (x2+y2+22)2 et A(x,y,2) =7 = x.8, + . ey +z.¢é,.

Calculer les expressions : grad(r) ; div (grad(r)) ; grad(r?®) ; div (grad(rz)) ; rot(7).

EXERCICE 26 (*):
Si f(x,y,2) = (x?+y%+22)"Y2 avec (x,y,2) # (0,0,0).
Montrez que div (grad(f)) =0

EXERCICE 27 (*):
Si f(x,y,2) =xy—3x2z+2yz et A(xy,z) = (2x%—y22).8, + (y3 — 2x°7).8y, + (x?z%).¢é,

Montrez directement (en remplagant) que  div (r—ot)(j)) =0 et rof (grad(f)) =0.
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