Chapitre 1

Ensembles et applications

1.1 Ensembles

1.1.1 Définir des ensembles

Un ensemble est une collection d’éléments qui vérifient une propriété.

Exemples :
{reR;|z -2 <1},N={0,1,2,...},{0,1}.

1.1.2 Inclusion,union,intersection, complémentaire

* L’inclusion. £ C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit :
Vr € E(x € F). On dit alors que E est un sous ensemble de F' ou une partie de F.
* L’égalité. F = I si et seulement si F C Fet FF C E.
* Ensemble des parties de E. En note P(FE) 'ensemble des parties de E. Par exemple si

E= {1’ 273}; P({lv 273}) = {®7 {1}7 {2}7 {3}7 {172}7 {173}’ {2’ 3}7 {17273}}'

* Complémentaire. Si A C E,CgA={rx € E/x ¢ A}.
* Union. Pour A, B,C;AUB ={x € E/x € Aoux € B}.
* Intersection. ANB = {x € Ex € Aetx € B}.

1.1.3 Régles de calculs

Soient A, B, C' des parties d’'un ensemble F.
ANB=BnNA.
AN(BNC)=(AnB)NC.
AN =0, ANA=AACB<+<= ANB=A.
AUB=BUA.
AU(BUC)=(AUB)UC.
AUo=A/AUA=AAC B+~ AUB=B.
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
AU(BNC)=(AUuB)N(AUu().
C(CA)=Aet donc AC B<= CB C CA.
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C(ANB)=CAUCB.
C(AUB)=CANCB.

1.1.4 Produit cartésien

Soient F et I’ deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x I, est I’ensemble des couples
(z,y) otz € Eetye€F.
Exemple
1L/RZ=R xR ={(z,y) 2,y € R}.
2/0,1] xR={(x,y)/0<z<1lyeR}
3,10,1] x [0,1] x [0,1] = {(x,y,2),/0 <x <1}

1.2 Application

1.2.1 Définitions

* Une application (fonction) est une relation entre deux ensembles pour lequel chaque
élément du premier (appelé ensemble de départ) est relié a un unique élément du second (1’en-
semble d’arrivée).

*Egalité. Deux applications f,g : E — F sont égales si et seulement si pour tout
x € E, f(xr) = g(z). On note alors f = g.

*Le graphe de f: E — Fest I'y = {(z, f(z)) € ExX F/x € E}.

* Composition. Soient f : E — Fetg: F —Galorsg O fF —F —G:9gQ f=
9(f(@)).

*Image directe, Image réciproque.

Soient E, F' deux ensembles.

Définitionl

Soit A C Eet f: E — F,'image directe de A par f est 'ensemble f(A) = {f(x) = € A}.
Définition 2

Soit B C F et f: E — F, I'image réciproque de B par f est I’ensemble

f7'(B)={x € E/f(x) € B}.

* Antécédents

Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) = y est un antéédent de y.
En terme d’image réciproque 1’ensemble des antédents de y est f~1({y})
L’élément y admet 3 antécédents par f. Ce sont x1, xs, 3.

1.2.2 Injection, surjection, bijection

* Injection, surjection
Soit F, F' deux ensembles et f : E — F' une application.
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Définition.
f est injective si pour tout z, 2’ € E avec f(z) = f(2') alors x = 2/. Autrement dit :

Vo, o' € E(f(x) = f(2)) = x =2').

Définition.
f est surjective si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x). Autrement dit :

Yy € F3xz € E(y = f(x)).

Remarque

Encore une fois ce sont des notions difficiles a appréhender. Une autre faon de formuler I'in-
jectivité et la surjectivité est d'utiliser les antécédents.

* f est injective si et seulement si tout élément y de F' a au plus un antédent (et éventuellement
aucun).

* f est surjective si et seulement si tout élément y de F' a au moins un antécédent.
Exemples

1
1. Soit f; : N — Q définie par fi(z) = 172 Montrons que f; est injective : soit z, 2’ € N
x
1
tels que fi(z) = fi(2'). Alors 22142 donc 14+ z =1+ 2" et donc z = «’. Ainsi f;

est injective.

2. Soit fy : Z — N d’éfinie par fo(x) = x2. Alors f, n’est pas injective. En effet on peut
trouver deux éléments z, 2’ € Z différents tels que fo(x) = fa(x). Il suffit de prendre par
exemple x = 2,2/ = —2.

fo n’est pas non plus surjective, en effet il existe des élément y € N qui n’ont aucun
antécédent. Par exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par f5, nous aurions
f2(z) =y, cest-d-dire 2> = 3, d’ott z = ++/3. Mais alors = n’est pas un entier de Z. donc
y = 3 n’a pas d’antécédent et fy n’est pas surjective.

*Bijection
Définition
f est bijective si elle est injective et surjective. Cela équivaut a : pour tout y € F' il existe
un unique z € E tel que y = f(x). Autrement dit :

Vy € F3lz € E(y = f(2)).

L’existance du x vient de la surjectivité et l'unicité de 'injectivité. Autrement dit, tout
élément de F' a un unique antécédent par f.

Proposition
Soit F/, F' des ensembles et f : E — F' une application.
1. L’application f est bijective si et seulement si il existe une application g : ' — F telle
que fog=1idg.
2. Si f est bijective alors I’application g est unique et elle aussi est bijective. L’application g
s’appelle la bijection réciproque de f et est notée f~1. De plus (f~1)~t = f.
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1.3 Ensembles finis

1.3.1 Cardinal

Définition 6
Un ensemble F est fini s'il existe un entier n € N et une bijection de E vers {1,2,...,n}.
Cet entier n est unique et s’appelle le cardinal de E (ou le nombre d’éléments) et est noté
CardFE.
Remarques Par définition le cardinale I’ensemble vide est 0.
Quelque proprietes
1. Si A est un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini et cardB < cardA.
Si A est un ensemble fini et B C A alors Card(A\ B) = CardA — CardB. En particulier si
B C A et cardA = cardB alors A = B.

1.3.2 Injection, surjection, bijection et ensembles finis

Proposition Soit F, F' deux ensembles finis et f : E — F' une application. Si
CardE = CardF

alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective,

1. f est surjective,

1i. [ est bijective.

Démonstration

Le schéma de la preuve est le suivant :nous allons montrer successivement les implications

(1) = (i1) = (1ii) = (i)

ce qui prouvera bien toutes les équivalences.

e (i) = (i7). Supposons [ injective. Alors Cardf(F) = CardE = CardF. Ainsi f(E) est
un sous-ensemble de F' ayant le méme cardinal que F'; cela entraine f(E) = F et donc f est
surjective.

e (11) = (iii). Supposons f surjective. Pour montrert que f est bijective, il reste & démontrer
que f est injective. Raisonnons par I’absurde et supposons f non injective. Alors Cardf(E) <
CardE. (car au moins 2 éléments ont la méme image). Or f(E) = F car f surjective, donc
CardF < CardE. C’est une contradiction, donc f doit étre injective et ainsi f est bijective.
(14i) = (7). c’est clair : une fonction bijective est en particulier injective.
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