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Introduction

Ce polycopié reprend quelques notions mathématiques a la base
de la partie Algébre de I'unité d’Enseignement Maths1 de premiéres
années LMD Sciences et techniques et Mathématiques et informa-
tique. Il peut aussi étre utilement utilisé par les étudiants d’autres
paliers aussi bien en sciences et sciences et techniques que ceux de
Biologie, Sciences économiques ou autre.

Les chapitres de ce texte se décomposent de la fagon suivante :

e Le cours contient les notions a assimiler. I1 convient d’en ap-
prendre les définitions et les énoncés des résultats principaux.
Les démonstrations données doivent étre comprises ainsi que
les exemples proposés tout au long du cours.

e La partie entrainement comprend des exercices qui ont été
choisis soigneusement. Il est conseillé de s’exercer a résoudre
par soi-méme les exercices sans avoir une solution a coté
. C’est grace a ce travail personnel indispensable que 1’'on
peut aller loin dans la compréhension et 'assimilation des
notions mathématiques introduites. C’est la seule méthode
connue a ce jour pour progresser en mathématiques. L’étu-
diant consciencieux travaillera la justification de chacune de
ses réponses. Rappelons que trouver la bonne réponse ne suffit
pas en science, il faut aussi la justifier !

e La partie Solutions des exercices proposés que I’étudiant pourra
consulter en cas de difficulté.



Chapitre 1

Notions de Logique
Mathématique

Sommaire
1.1 Préambule. . ... ... ... .. ..... 6
1.2 Connecteurs logiques . . . ... ... .. 8
1.3 Propriétés des connecteurs logiques .. 10
1.4 Quantificateurs mathématiques . . . . . 12
1.5 Exercices. . ... ... . ..., 15

1.1 Préambule

Les mathématiques actuelles sont baties de la fagon suivante :
Axiome : Un axiome est un énoncé supposé vrai & priori et que
I’on ne cherche pas & démontrer.

Exemple 1.1.1. e Fuclide a énoncé cing axiomes qui devaient
étre la base de la géométrie euclidienne ; le cinquieme azxiome
a pour énonceé :
Par un point extérieur a une droite, il passe une et une seule
droite parallele a cette droite.
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e Les cing axiomes de Péano, qui définissent [’ensemble des en-
tiers naturels. Le cinquieme axiome est :
si P est une partie de N contenant 0 et que tout successeur
de chaque élément de P appartient 4 P (le successeur de n
estn+1) alors P = N. Cet axiome est appelé « axiome d’in-
duction ».

Définition : Une définition est un énoncé dans lequel on décrit
les particularités d’un objet mathématique.
On doit avoir conscience que le mot "axiome" est parfois synonyme
de "définition".
Démonstration : (ou preuve) c’est réaliser un processus qui per-
met de passer d’hypothéses supposées vraies a une conclusion et ce
en utilisant des régles strictes de logique.
On décide enfin de qualifier de vraie toute affirmation obtenue en
fin de démonstration et on ’appelle selon son importance,
Lemme : Un résultat d’'une importance mineure.
Théoréme : Un résultat d’'une importance majeure.
Corollaire : Un corollaire a un théoréme est conséquence a ce théo-
réme.
Conjecture : Un résultat mathématique que ’on suppose vrai sans
parvenir a le démontrer.

Exemple 1.1.2. La conjecture de Fermat : sim € N, n > 3, il
n’existe pas d’entiers naturels x,y, z tels que

Récemment, ce résultat a été démontré.

Proposition : Une proposition est un énoncé mathématique
pouvant étre vrai ou faux, on la note par les lettres P, Q, R,...etc.

Exemple 1.1.3. L’énoncé « 24 est multiple de 4 » est une propo-
sition vraie.
L’énoncé « 19 est multiple de 3 » est une proposition fausse.

A toute proposition correspond une table de vérité

P P
\Y% ou 1
F 0
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Pour deux propositions P et Q non précisées, correspond 22 possi-
bilités d’attribution de vérité

O O | —| g
ol | o~

D’une maniére générale, a n propositions correspond 2" possibilités
d’attribution de vérité.

1.2 Connecteurs logiques

Si P est une proposition et (Q est une autre proposition, nous
allons définir de nouvelles propositions construites a partir de P et

de Q.

e Négation d’une proposition
La négation d’'une proposition P est une proposition notée P
et définie & partir de sa table de vérité

P
1
0

e Conjonction « et »
La conjonction est le connecteur logique « et » qui a tout
couple de propositions (P, () associe la proposition «P et Q
», notée P A Q et définie ainsi : P A Q) est vraie si P et () sont
toutes les deux vraies simultanément, fausse dans les autres

cas.
On résume ceci dans la table de vérité suivante
P|lQ|PAQ
11 1
110 0
0] 1 0
01]0 0
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e Disjonction « ou »
La disjonction est le connecteur logique « ou » qui a tout
couple de propositions (P, Q) associe la proposition «P ou Q
», notée PV Q et définie ainsi : PV () est fausse si P et () sont
toutes les deux fausses simultanément, vraie dans les autres

cas.
On résume ceci dans la table de vérité suivante
PlQ|PVQ
111 1
110 1
0] 1 1
0]0 0

e Implication « =»
L’implication est le connecteur logique qui a tout couple de
propositions (P, () associe la proposition «P implique Q »,
notée P = () et définie ainsi : P = () est fausse lorsque P
est vraie et () est fausse, vraie dans les autres cas.
On résume ceci dans la table de vérité suivante

PIlQ|P=Q
171 1
110 0
0]1 1
01]0 1

e Equivalence « & »
L’équivalence est le connecteur logique qui & tout couple de
propositions (P, Q) associe la proposition «P équivaut Q »,
notée P < () et définie ainsi : P < () est vraie lorsque P et
() ont la méme valeur de vérité, fausse dans les autres cas.
On résume ceci dans la table de vérité suivante

PIlQ|PesQ
1171 1
110 0
01 0
0|0 1
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1.3 Propriétés des connecteurs logiques

Considérons la proposition P. Cette proposition peut prendre la
valeur de vérité vrai ou faux. Considérons la proposition composée

R=PVP

Cette proposition est remarquable. En effet, R est toujours vraie et
ce indépendamment de P. Vérifions-le :

P[P [PVP
110 1 (1.1)
0[1] 1

La proposition R est alors qualifiée de tautologie.

Définition 1.3.1. Une proposition qui est vraie quelles que soient
les valeurs de vérité des propositions qui la composent est appelée
une Tautologie.

Propriétés 1.3.1. Quelles que soient les valeurs de vérité des pro-
positions P, Q) et R, les propositions sutvantes sont toujours vraies.

e PVP

°
~ll

& P

PANP& P

PVP&P

PAQ < QAP (Le connecteur N est commutatif)

PV Q< QV P (Le connecteur \V est commutatif)
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e (PNQ)ANR< PA(QAR) (Le connecteur A est associatif)

(PVQ)VR< PV (QVR) (Le connecteur V est associatif)

PA(QVR)< (PAQ)V(PAR) (Le connecteur N\ est dis-
tributif sur V)

PV(QAR)< (PVQ)AN(PVR) (Le connecteur \V est dis-
tributif sur A)

PA(PVQ)& P

PV(PANQ)& P

[(P=Q)AN(Q= R)]= (P= R) (Transitivité de =)

e (Ped)e[(P=QAQ=P)

e,
O

ANQ < PV Q (Lois de Morgan)

e
O

V@ < PAQ (Lois de Morgan)

¢ (P& Q)A(Q <« R)]= (P& R) (Transitivité de <)
* (P=Q)=(PVQ)

o (P= Q)< (Q= P) (contraposée)

Remarque 1.3.1. On peut démontrer ces propriétés en dressant
la table de vérité.
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1.4 Quantificateurs mathématiques

a)- Forme propositionnelle

Définition 1.4.1. Etant donné un ensemble E. On appelle
forme propositionnelle a une variable définie sur E, toute ex-
pression mathématique contenant une wvariable x, telle que
quand on remplace cette variable par un élément de E, on
obtient une proposition. On la note par P(x).

Exemple 1.4.1. L’énoncé suivant :

P(n) : « n est un entier naturel multiple de 3»

est une forme propositionnelle sur N car il devient une pro-
position lorsqu’on donne une valeur a n. En effet,
- P(30) : «30 est multiple de 3» est une proposition vraie.
- P(19) : «19 est multiple de 3» est une proposition fausse.

Remarque 1.4.1. On peut avoir une forme propositionnelle
a deux variables notée P(x,y),x € E,y € F ou E et I sont
deux ensembles.

b)- Les Quantificateurs universels simples
A partir d’'une forme propositionnelle P(x) définie sur un en-
semble E, on construit de nouvelles propositions dites propo-
sitions quantifiées en utilisant les quantificateurs «quel que
soit» et «il existex.

Définition 1.4.2. Le quantificateur «quel que soity, noté V,
permet de définir la proposition <Vx € E, P(x)» qui est vraie
si pour tous les éléments x de E, la proposition P(x) est vraie.

Exemple 1.4.2.
- Vo € [-3,1],2% + 2z — 3 < 0 est une proposition vraie.

-Vn €N, (n—3)n> 0 est une proposition fausse.
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Définition 1.4.3. Le quantificateur « il existe au moinsy,
noté 3, permet de définir la proposition «Jz € E, P(x)» qui
est vrate st on peut trouver au moins un élément x € E tel
que la proposition P(x) soit vraie.

Sl existe un et un seul élément x, on pourra écrire

dlx € E, P(x)

On dira dans ce cas qu’il existe un élément unique x vérifiant

P(z).
Exemple 1.4.3.
- 3z € R, 2% = 4» est une proposition vraie.
- «dxr € R,e” <0 » est une proposition fausse.

- «Yn € N, (n? pair = n pairs est une proposition vraie.

c)- Les Régles de négation
Soit P(z) une forme propositionnelle sur un ensemble E.

La négation de Vo € E, P(x) est 3z € E, P(x)
La négation de Jz € E, P(x) est Vx € E, P(x)

Exemple 1.4.4.

-dreRer <0 VreR,e” >0

- Vn € N, (n? pair = n pair) < (In € N, (n? pair)A(n impair))
d)- Les Quantificateurs multiples

Définition 1.4.4. Soit P(z,y) une forme propositionnelle a
deuz variables avec x € E et y € F.

- La proposition quantifiée :Vx € E, Yy € F, P(z,y) est vraie
lorsque tous les éléments x de E et tous les éléments y de F
vérifient P(x,y).
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- La proposition quantifiée : 3x € E, Jy € F, P(x,y) est vraie
lorsqu’il existe au moins un élément x de E et lorsqu’il existe
au moins un élément y de F vérifiant P(x,y).

Exemple 1.4.5.
- La proposition quantifiée :

VneN, Ve € RT, 14+nz >0

est vraze.
- La proposition quantifiée :

VneN, Ve eR, 1+nx>0

est fausse.
- La proposition quantifiée :

JreR, dJyeR, 2z —-5y=1

est vraze.

e)- Reégles d’utilisation
On peut combiner des quantificateurs de natures différentes.
Par exemple, I’énoncé « tout nombre réel positif posséde une
racine carrée» s’écrit

Vy e RT, 3z € R, y = 22

mais attention, il faut respecter les régles suivantes :
- On peut permuter deux quantificateurs identiques

(Ve € E,Vy € F,P(z,y)) & (Vy € F,Vx € E, P(x,y))

(Jz € E,3y € F, P(z,y)) < (Jy € F.Jx € E, P(z,y))
- Ne pas permuter deux quantificateurs différents.

Jy € F\Vx € E, P(z,y)
n’est pas équivalente a

Ve € E,Jy € F, P(z,vy)
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1.5 Exercices

Exercice 1.5.1. Ecrire les contraposées des implications suivantes
et les démontrer. n est un entier naturel, x et y sont des nombres
réels.

(1) n premier = n=2 ou n impair
(2) (ey #0) = (& #£0Ay #0)
) (z#y) = ((e+ 1y -1 # (-Dy+1)

Exercice 1.5.2. Ecrire les réponses aux questions suivantes, por-
tant sur des entiers naturels, sous forme de propositions mathéma-
tiques écrites avec les symboles ¥, \,V, =, < et les prouver.

(1) Le produit de deux nombres pairs est-il pair ¢
(2) Le produit de deux nombres impairs est-il impair ¢

(3) Le produit d’un nombre impair par un nombre pair est-il pair
ou impair ?

(4) Un nombre entier est-il pair si et seulement si son carré est
pair ?

Exercice 1.5.3. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ¢
Justifier votre réponse et donner leurs négations.

(1) IzeRVyeRaz+y>0

(2) VeeR,JyeRz+y >0

3) T eR,VyeR,y* > 1

(4) Ve e R*FM Ja e R*" 2| < a =22 < ¢

Exercice 1.5.4. Montrer que \/2 n'est pas rationnel.
Exercice 1.5.5. Montrer que \/3 n’est pas rationnel.

Exercice 1.5.6.
Montrer que V2 4+ /3 nlest pas rationnel.
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Corrigés
Corrigé 1.5.1.

(1) (n#2) A (n pair) = n non premier
On suppose que (n # 2) A (n pair) alors n est divisible par 2,
par suite n n’est pas premier.

(2) (zx=0)V(y=0)= (zy =0) trivial

B) @+y-D=G-Hy+1l)=z=y
En effet

(z+1D)(y—1)=(z—1)(y+1) @ zy—ax+y—1=zy+ao—y—1
ce qui donne x =y

Corrigé 1.5.2.

(1) Yn € N,Vm € N, (n pair) A (m pair) = nm pair

On suppose que n et m sont deux entiers naturels pairs et on
montre que leur produit I’est aussi.

n pair < Jky € Nyn = 2k,

m pair < Jko € N, m = 2ko,
on obtient alors,

nm = 2(2k51k‘2) = 2K, K e N,

——
K

par suite nm est pair.

(2) Yn € N,Vm € N, (n impair) A (m impair) = nm impair
On suppose que n et m sont deux entiers naturels impairs et
on montre que leur produit [’est aussi.

n imparr < Ik, € Non =2k + 1,
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m impair < ks € Nym = 2ky + 1,

on obtient alors,

K

par suite nm est 1mpair.

(3) ¥n € N,Vm € N, (n pair) A (m impair) = nm pair
(méme raisonnement que (1) et (2))

(4) VYn € N, (n pair) < n? pair.
On est amené a montrer deux implications,

e (n pair) = (n? pair) est vraie (voir réponse(1) en pre-
nant n=m pair).

e n? pair = (n pair) P (n impair) = n* impair
contraposée
Cette derniére implication est vraie(voir réponse (2), en
prenant n=m impair).

Ainsi, 'équivalence est vraie.

Corrigé 1.5.3.

(1) fausse. pour voir ceci, supposons qu’il existe un réel x vérifiant
(1) pour tout réel y. En particulier pour y = —x —1 € R, on
obtient x +y=x—x—1=—1>0 ce qui est absurde.
Négation : Ve e R,dJy e Rz +y <0

(2) wraie. soit x € R. Alors, on doit trouver au moins un réel y
(dans ce cas il peut dépendre de x) tel que x +y > 0.
1l suffit de prendre y = —x + 2, d’ou

(—z+2)cRetax+y=2—-—0+2=2>0

Négation : dx e R, Vy e R, z +y < 0.
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(3) wraie. Pour cela, il suffit de prendre par exemple v = —1. On
a alors pout tout réel y, y*> > —1.
Négation : Vx € R,Jy € R, 3 < x.

(4) wvraie. Soit € > 0. Il suffit de prendre a = \/€, on a alors
Ja=+veeR™et |z] < Ve=a?<e
Négation : Je € R™ Va € R™, (Jz] < a) A (22 > ¢).

Corrigé 1.5.4.

Montrer que \/§ est irrationnel revient a montrer que \/§ ¢ Q.
Pour cela, nous allons procéder par un raisonnement par [’absurde.
Supposons alors que V2 € Q est vraie. Il va alors exister deux
entiers naturels n et m (m non nul) premiers entre euz tels que
V2 =2 Doun® = 2m?, on déduit alors que n* pair ce qui implique
que n est pair (d’apres exercice 1.5.2, question (1)). Il va donc
emister p € N tel que n = 2p. L’équation n* = 2m? devient alors
2p° = m?. Pour les mémes raisons, m sera aussi pair. On a alors
n et m pairs tous les deux ce qui est en contradiction avec le fait
qu’ils sont premiers entre euzx. On conclut alors que /2 ¢ Q.

Corrigé 1.5.5.
Commencons par démontrer que si p? est un multiple de 3 alors p
I’est aussi.

St p n’est pas multiple de 3 donc p s’écrirait :

p=3k+1 oup=3k+2 avec k € N. En élevant au carré, on
obtient
= (3k+1)>=3(3k*+2k)+1/K € N
pT=(Bk+1)"=3(3 ; )+1/K €

et dans le deuziéme cas
PP =Bk+2)2? =33k +4k+1)+1/K €N
—_————
K/

C’est contradictoire avec I’hypothese.
Pour montrer que /3 est irrationnel, on raisonne par labsurde.
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Supposons que /3 est rationnel d’ot /3 = ’g(une fraction d’entiers
supposée écrite sous forme irréductible avec q # 0). Ainsi en élevant
au carré, il viendrait que : 3 = 2’—2 d’ou p* = 3q¢°. p? serait multiple
de 8 donc p aussi (d’apres le résultat démontré). Ainsi p s’écrirait :

p = 3k, k € N. En injectant dans la relation p* = 3q¢* il vient
que :

q* = 3k%. Ainsi ¢® est multiple de 3 donc q serait multiple de 3 :
c’est contradictoire avec 'hypothése de départ, la fraction ne serait
pas irréductible, puisqu’on peut diviser par 3. Le tour est joué : /3
est irrationnel.

Corrigé 1.5.6.

Supposons que /2 + /3 est rationnel, donc /2 + V3 = p,p € Q*.
On a alors V2 = p—+/3, ce qui implique 2 = p* + 3 — 2p\/3. Ainsi
on obtient \/3 = 1’22—:1 € Q. Or V3 est irrationnel (voir exercice
précédent).
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2.1 Ensembles

Définition 2.1.1. On entend par ensemble toute collection ou tout
assemblage d’objets appelés éléments d’ensemble. On notera, en gé-
néral, un élément par une lettre minuscule (I’élément ) et un en-
semble par une lettre majuscule (I’ensemble E). On note

rel

si x est un élément de E, et v ¢ E dans le cas contraire. Un en-
semble peut étre fini ou infini.

- Un ensemble constitué d’un nombre fini d’éléments distincts peut
étre défini par extension : par une énumération explicite de tous ses
éléments qu’on met généralement entre accolades.

- Un ensemble constitué d’un nombre infini (ou méme fini) peut
étre donné en compréhension, c’est-a-dire par une ou des proprié-
tés définissant ses éléments.

Exemple 2.1.1. o Fnsembles donnés en extension :
{0,1,3}, {7, L,»}, {0,1,2,3,..} =N

20
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e Fnsembles donnés en compréhension
{zeR/|lz—-1<2}=]-1,3][, {x€C/z’=3}

e Un ensemble formé d’un et un seul élément est appelé sin-
gleton.
Par exemple

{neN/—-01<n<0.1} ={0}.

e Un ensemble particulier est [’ensemble vide, noté &, qui est
l’ensemble ne contenant aucun élément.

2.1.1 Inclusion

Définition 2.1.2. A et B deux ensembles. Lorsque tout élément de
A est aussi un élément de B, on dit que A est un sous-ensemble de
B ou A est une partie de B. On dit aussi que A est inclus dans B,
ce que l'on note par A C B et on a formellement

ACB&sVr,re A=z € B.

Quand A n’est pas une partie de B, on note A ¢ B et on a formel-
lement :
A¢ Be dz,(x e A)A(z ¢ B).

Exemple 2.1.2.

7 : ensemble des entiers relatifs

Q : ensemble des nombres rationnels
D : ensemble des nombres décimaux
C : ensemble des nombres complexes
On a les inclusions suivantes :

NCcZcDcQcRcC
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Définition 2.1.3. Deux ensembles A et B sont dits égaux si et
seulement s’ils contiennent les mémes éléments.

(A=B) & (Ve,x € A& x € B)

ou encore

(A=B)& (ACB)A(BCA)

Définition 2.1.4. Soit E un ensemble. L’ensemble de toutes les
parties de E constitue un nouvel ensemble noté P(E). Il est parfois
appelé ensemble puissance.

Remarque 2.1.1.

e Soit E un ensemble a n éléments. Alors, ’ensemble P(E) est
fini, et a 2™ éléments.

e Pour tout ensemble E,P(E) n’est jamais vide car E et @ ap-
partiennent o P(E).

e AcP(E)ACE
e {st}eP(E)erxeE
Exemple 2.1.3. Si E ={-1,0,1}, on a

P(E> = {®> {_1} ) {O} ) {1}7{_1?0} ) {_17 1} ) {Ov 1}>E}

2.1.2 Opérations sur les ensembles

Considérons un ensemble E.
1)- Intersection

Définition 2.1.5. Soient A et B deux parties de E. On ap-
pelle intersection des ensembles A et B l’ensemble des élé-
ments qui appartiennent a la fois a A et a B. Celui-ci est
noté AN B. Lorsque AN B = @& (c’est-a-dire lorsque A et B
n‘ont aucun élément commun), on dit que A et B sont dis-
joints. On écrit alors

ANB={zxe E/(x € A)N(z € B)}

ou encore
re€ANB & (x € A) A (z € B)
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AnB

2)- Réunion

Définition 2.1.6. Soient A et B deux parties de E. On ap-
pelle réunion des ensembles A et B l’ensemble des éléments
qui appartiennent a A ou a B. Cet ensemble est noté AU B.

Le « ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir a A et a B en
meéme temps.

AUB={zx e E/(x € A)V (z € B)}

ou encore
re AUB& (x€ A)V (v € B)

AuB

3)- Complémentaire

Définition 2.1.7. Soit A un sous-ensemble de E. On appelle
complémentaire de A dans E, et l'on note 04, lensemble des
éléments de E qui n’appartiennent pas a A.

A={vcE/eg A

ou encore
relierdA
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Exemple 2.1.4. Soit [’ensemble A = {2n / n € N} alors
d={n+1/neN}
4)- Différence

Définition 2.1.8. Soient A et B deux parties d’un ensemble
E. On appelle différence de A et de B dans cet ordre, et on

note A\ B, l'ensemble des éléments de E appartenant a A
mais pas a B.

A\B={xc€ E/(x€ A)A(z ¢ B)}

A\B

Exemple 2.1.5. Soit E =R, A =[-3,3], B=1[0,1]. On

obtient
A\B=[-3,0[U]1,3]
et
B\ A=02.
On wvoit bien que la différence des ensembles n’est pas com-
mutative.

5)- Différence symétrique
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Définition 2.1.9. Soient A et B deux parties d’un ensemble
E. On appelle différence symétrique de A et B, et on note
AAB, l’ensemble des éléments de E appartenant a A ou a B.
le «ou» est exclusif c-a-d qu’un élément ne doit pas appartenir
a A et a B simultanément. On a alors

AAB = (A\ B)U (B\ A)

AAR

Exemple 2.1.6. Soient les ensembles suivants

E=N, A={0,1,2,3,4}, B=1{1,3,5,6}, on a alors

AAB = (A\ B)U(B\ A) = {0,2,4,5,6}

2.1.3 Propriétés des opérations sur les ensembles

Quels que soient A; B et C des sous-ensembles d’un méme en-
semble E, on a les propriétés suivantes.

o Commutativité

ANB=BNAet AUB=DBUA

e Associativité
AN(BNC)=(AnB)NnCet AU(BUC)=(AUuB)UC

e Distributivité
AN(BUC) = (ANB)U(ANC) et AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

Les opérations N et U sont distributives 'une sur 'autre.

e Idempotence
ANA=Aet AUA=A
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e Lois de Morgan

G —CAUCE et LYY =CANCE

Remarque 2.1.2. La démonstration se déduit directement
des propriétés des lois de Morgan pour les connecteurs N et
V.

2.1.4 Partition

Définition 2.1.10. Soient E un ensemble et Ay, As, ..., A,, des sous-
ensembles de E. On dit que ces sous-ensembles forment une parti-
tion de E si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. Chacun de ces ensembles est non vide :

Vie{1,2,...n}, A £ 2.

2. Ils sont deux a deux disjoints :

VZ,] € {1,2,...,%}, Z7éj, A,LQA] = J.

3. Leur union est égale a E :

i=1

Exemple 2.1.7. Voici quelques ezemples simples :

e £=140,1,2,3,4,5,6,7,8}. Alors les sous-ensembles {0, 1,2},

{3,5,7}, {4,6} et {8} constituent une partition de E.

e Soient E = N, A; le sous-ensemble formé par les entiers

pairs, As le sous-ensemble formé par les entiers impairs. Alors,
les sous-ensembles Ay et As forment une partition de E.

o Soient E =R, A; =]—o00,1[, Ay =1[1,2], A3 =]2,+00].

Alors, les sous-ensembles Ay, Ao et Az forment une partition
de E.
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2.1.5 Produit Cartésien

Définition 2.1.11. On appelle le produit cartesien des ensembles
A et B, l’ensemble des éléments (a,b), tels que a € A et b € B dans
Uordre de leurs écriture. On le note par A x B.

Ax B ={(a,b)/(a € A)A(be B)}

Le systéme ordonné (a, b) s’appelle un couple ; a est la 1ére ordonnée
ou composante, b est la 2ieme ordonnée ou composante du couple

(a,b).

Définition 2.1.12. On appelle le produit cartésien d’une famille
d’ensembles A;, 1 < i < n,n € N*, 'ensemble des systémes (a1, as, ..., a,)
de n éléments ordonnés a; € A;. Ces sytémes ordonnés sont appelés
des triplets pour n = 3, des quadruplets pour n = 4 et des n-uplets

=n
pour n. On le note par Ay X Ay X ... A, ou en abréviation []A;.
i=1

Lorsque A; = A, le produit [] A; se note A™.
i=1

Exemple 2.1.8. A= {1,2} et B= {x,T, A}

Ax B ={(1,%),(1,T),(1,A),(2,%),(2.T), (2, A)}

2.1.6 Exercices sur les ensembles

Exercice 2.1.1. Soient A, B, C trois sous-ensembles d’un ensemble
E. Simplifier les ensembles suivants :

(AUB)N(CUA), (ANB)uU(CNnA)

o A désigne le complémentaire de A dans E.

Exercice 2.1.2. Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble
E. Montrer que

1. ANB=AUB
2. AUB=ANB

3. AAB = (AUB)\ (AN B)
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4. ACB+<= ANB=A+= AUB=DB<+= B C A.

Exercice 2.1.3. Soient A, B, C trois sous-ensembles d’un ensemble

E.

1. Que dire de A et B tels que AUB=ANB?

2. Montrer que si AUB C AUC et ANB C ANC alors B C C.

Corrigés

Corrigé 2.1.1.
AUBNCUA

Corrigé 2.1.2.

d’ou

Vo, € ANB <= 1€ (AUB)

rreresy

(ANB)N(CNA) (Lois de Morgan)
(AN A)YN (BN O) (N est associative)
@N(Bn0O)

%]

) (Lois de Morgan)
) (U est associative)

FNEN
C C
=5
C C

'

eslley!
C
=
C
Q

1. Pour montrer [’égalité, on montre

2. Méme raisonnement que (1)
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3.

re€AAB & ze€(A\B)U(B\A)
& (reA\B)V(re B\ A
& (reANxé¢B)V(xeBAx ¢ A)
& [(reA)V(@eBArzg A)AN[(r¢g B)V(re BAx ¢ A)
& [(reAvezeB)AN(ze AV ¢ A)

AN(x¢ BV e B)AN(x ¢ BVa ¢ A)

& [xe€e(AUB)NE|AN[z € ENANB]
& z€(AUB)A(x ¢ ANB)
& xe€(AUB)\ (AN B).

Dot

AAB = (AUB)\ (AN B).

4. En se basant sur la transitivité de «=-», Il suffit de montrer
que

ACB=ANB=A=AUB=B=BCcA=ACB

(a) On montre que AC B=ANB=A7?
On suppose que A C B et on montre que AN B = A.

Pour cela, on doit montrer les deux inclusions ANB C A
et ACANB

e AN B C A est évidente

e Soit x € A alors x € B car A C B donc (z €
A) N (x € B)
On obtient alors

reA=xe€(ANDB)
ammsi AC ANB. Dou
ANB=A

(b) On montre que ANB = A = AUB = B ? On suppose que
AN B = A et on montre que AU B = B. Pour cela, on
doit montrer les deuz inclusions AUB C B et BC AUB
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e B C AU B est évidente.

e Soit x € AU B. Deux cas se présentent.
Six € B, onaalors AUB C B
Stx € A alorsx € ANB et donc x € B et par suite
AUB C B.

Dou AUB=B
(c) On montre que AUB = B = B C A.
On suppose que AU B = B et on montre que B C A.
r€B & 1¢B
& ¢ (AUB) (AUB = B)
& (v ¢ A) A (x ¢ B) (Lois de Morgan)
= x¢ A
d'ow BC A
(d) On termine par démontrer BC A= AC B ?
On suppose que vraie B C A et on montre A C B.

BCA & Ve,reB=zx€cA
& Vr,x ¢ A= x ¢ B (contraposée)
&S Ve,re A=x€B

on vient de montrer que BC A< AC B

Corrigé 2.1.3. 1.
reA = € AUB
= r€ANB
= zrebBb
dou ACB
reB = x€AUB
= r€ANB
= z€A
dou BCA
On conclut alors que si AUB =ANB alors A= B.

reE€B = xz€AUB
= z€ AuC

Deuz cas se présentent.
St x € C alors on a B C C.
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Six € A alorsx € AN B par suite x € ANC et donc x € C
alors la aussi on a B C C.

2.2 Applications

Définition 2.2.1. On appelle une application d’un ensemble E
dans un ensemble F' toute correspondance f permettant d’associer a
tout élément x € E un seul élément y € F.
E est dit ensemble de départ; F' ensemble d’arrivée. On note [’élé-
ment y de F associé a un élément x de E pary = f(x).
y = f(x) est appelé 'image de x et x est un antécédant de y. On
écrit :

f: F — F

r — y=f(v)

Formellement, une correspondance f entre deux ensembles non vides
est une application si et seulement si :

Vi, 22 € B, (11 =22 = f(21) = f(22))
Exemple 2.2.1. L’application

Idp, : £ — FE
T o y=ux

est appelée application identité sur E.

Exemple 2.2.2. Soient E et F deux ensembles non vides et a un
élément de F, alors la correspondance f de E dans F définie par :

Ve e E, f(x)=a
est une application dite application constante.

Exemple 2.2.3. La correspondance

f: R —
T

8= =

n’est pas une application car ’élément 0 n’a pas d’image dans R.
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Définition 2.2.2. On dit que deux applications f et g sont égales
St :

1. Elles ont un méme ensemble de départ E et un méme ensemble
d’arrivée F.

2.Vr e E, f(x)=g(x).

2.2.1 Composition d’applications

Définition 2.2.3. Soient f : E — F et g : F' —> G deuz appli-
cations. On appelle la composée des applications f et g, 'application
notée g o f définie de E dans G par

Ve e E, go f(z) = g(f(z))

Exemple 2.2.4. Ftant données les applications suivantes

. + . R+
foioR = RQ et I RY — R On a alors
x — T x — x
gof : R — R ; fog : Rt — R*
r — |x] ‘ r — T

Il est clair que go f # fog.

Proposition 2.2.1. Soient E, F, G et H quatre ensembles. Pour
toutes applications f . E — F, g: F — G eth: G — H, on
a:

(hog)of=ho(gof)

Preuve. On remarque tout d’abord que les relations (h o g) o f
et ho(go f) ont le méme ensemble de départ E et d’arrivée H.
Comparons leurs valeurs. Soit = € E, posons f(z) =y € F, g(y) =
z€Get h(z) =t e H. Alors il vient :

ho(go f)(x)=h(go f(x)) = h(g(f(x))) = h(g(y)) = h(z) =1

et

(hog)o f(z)=(hog)(f(z)) = (hog)ly) =h(g(y)) =h(z) =t

Il en résulte 1'égalité des composées ho (go f) = (hog)o f. [l

2.2.2 Image directe et Image réciproque

a)- Image directe
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Définition 2.2.4. Soit f : E — F une application et
A C E. On appelle image directe de A par f (ou, plus simple-
ment, image de A par f), noté f(A), le sous-ensemble de F
contenant l'image des éléments de A par f :

f(A)=A{f(z) e F, z € A}
Formellement on a
Vye F,(y€ f(A) <= TJx € A, y= f(z))

Exemple 2.2.5. On consideére 'application

Jg{o, ) ={fx)eR, z€[0,3]}

d’ot

b)- Image réciproque

Définition 2.2.5. Soit f : E — ' une application et B C
F. On appelle image réciproque de B par f, noté f~1(B), le
sous-ensemble de E contenant les antécédents des éléments de
B yparf:

f(B)={z€E, f(z)€ B}
Formellement on a
Vr € E,x € f1(B) < f(x) €B
Exemple 2.2.6. On considére 'application

f: R — R
r — f(x)=(z—1)?
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o f1({0}) ={z eR, f(z) =0} = {1}
o f1J0,i) ={z€R, f(z) €]0,3[}

La résolution de linégquation 0 < (z — 1)® < 1 donne

—1 1 o \/5_1 \/§+1
f (]07_[>_] \/§ Jl[U]LT

5 [

Proposition 2.2.2. Soient f : E — F une application, A,B C E
et M,N C F. On a

1. AC B= f(A) C f(B)

2. (AU B) = f(A) U f(B)

3. f(ANB) C f(A) N f(B)

4. M CN= f"Y(M)cC f~Y(N)
5. fTHMUN) = f~HM)U f~H(N)
6. f[7H(MAON)=fHM)nfH(N)

Preuve. 1. On suppose que A C B et on montre que f(A) C
f(B).
Soit y € F, alors
yef(A) < dreA y=[(z)
= dzxeB, y=f(x)
= y€ f(B)

don f(A) C f(B).

2. Soit y € F, alors
ye f(AUB) JdJre AUB, y= f(x)

Jz,((z € A)V(z € B)) A (y

3z, [ ((x € A A (y= f(2))

| 3z, (x € A) A (y = f(a)) ]

(e f(A)V(ye f(B))

y € f(A)U f(B)

dot f(AUB) = f(A)U f(B)

rereey
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3. Soit y € F, alors
ye f(ANB)

rereey

35
dJre ANB, y= f(z)
Jz, ((z € A) A (z € B)) A (y = f(z))
Jz, [ (€ A)A(y= f(2)A((x € B)A(y = f(x))) ]
[ 3z, (x e A)A(y = g@”A[au@ewayzﬂ@H

(ye f(A)AN(ye f(B
y € f(A)N f(B)

)

dott f(ANB) C f(A)N f(B)

Autre méthode :

Ona ANBCA et ANB C B donc par

la propriété (1), on a immédiatement : f(AN B) C f(A) et

f(AnB) C f(B)

d’out

f(AnB) C f(A)N

4. On suppose que M C N et on montre que f~(

Soit x € FE

f(B)

M) C f7Y(N).

re fY(M) — flr)eM
= f(x)eN
<~ xe fYN)
d’ou fH(M) C f7H(N)
5. Soit x € K
re [ (MUN) < f(zx)e MUN
— (f(z) e M)V (f(z) €N)
= (ze fH M)V (ze fTHN))
= z€fH(M)UfT(N)
dout fTH(MUN) = f~HM)U f~H(N)
6. Soit z € E
re Y (MNN) < f(zx)e MNN
> (f(x) € M)A (f(x) € N)
= (ze fTH M)A (ze fTHN))
= ze f(M)nfHN)
dou fH(MNN) = f~HM)N f~H(N)
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2.2.3 Injection, Surjection, Bijection
Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.

a)- Injection :

Définition 2.2.6. L’application f est dite injective (ou f est
une injection) si et seulement si :

Vo, o' € E, f(z) = f(2') =z =1/
ou bien en prenant la contraposée de l'implication,
Vo, o' € E,x # 1/ = f(zx) # f(2)),

c’est-a-dire que f est injective si et seulement si tout élément
y de F a au plus un antécédent.

Exemple 2.2.7. On considére l'application f : R — R dé-
finie par
Ve eR, f(z)=2x+1

f est-elle injective ¢
Soient deux réels x1 et xo tels que f(xy) = f(xa).
fz1) = f(xe) <= 21 +1=215+1
S 2%1 = 21’2
<~ T = Ty
On vient de montrer que

Vry,ze € R, f(z1) = f(22) = 71 = 29
Ainsi f est injective.

b)- Surjection :

Définition 2.2.7. L’application f est dite surjective (on dit
encore que f est une surjection) si et seulement i :

c’est-a-dire que f est surjective si et seulement si tout élément
y de F' a au moins un antécédent dans E.
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Remarque 2.2.1. L’application f est surjective si et seule-
ment si l’équation y = f(x) admet au moins une solution x
de E pour tout élément y de F.

Exemple 2.2.8. On reprend 'exemple 2.2.7. f est-elle sur-
jective ¢
Soit y € R, essayons de résoudre ’équation y = f(x).

y=f(z) <— y=220+1
= y—1=2

_ y-1
< T = 5

. 5 . -1 B . .
Il est clair que lexpression 5= est définie pour tout réel y.
Ainsi [ est surjective.

c)- Bijection :

Définition 2.2.8. L’application f est dite bijective (ou f est
une bijection) si et seulement si elle est a la fois surjective et
mjective.

Proposition 2.2.3. L’application f est bijective si et seule-
ment si tout élément y de F posséde un unique antécédent x
par f dans E :

Vye F, Az € E, y= f(z)

Preuve. Si f est bijective, alors f est surjective. Par consé-
quent, tout élément y appartenant a F' admet au moins un
antécédent x par f dans E. Supposons maintenant que y ait
deux antécédents xq et x9. On a alors y = f(x1) = f(z3), d’ou
xr1 = X9 puisque f est injective. On en déduit que y admet un
seul antécédent.

Réciproquement, si tout y de F' admet un unique antécédent
x par f dans FE, alors f est surjective de E' dans F'. Soient x1,
x1 de E tels que f(x1) = f(xz). Posons y = f(x1) = f(z2),
alors 7 et xo sont deux antécédents de y. Par unicité de
I’antécédent, on a x; = x,, ce qui prouve l'injectivité de f.
L’application f est donc bijective de E dans F. O]
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Lorsqu’une application est bijective, il est possible d’intro-
duire la notion d’application réciproque.

Définition 2.2.9. Soit f : E —> F une application bijective
de FE dans F. On définit alors une application de F vers E
en associant a tout élément y de F' son seul antécédent. Cette
application, appelée application réciproque de f et notée 1,
vérifie donc :

VeeE,VycF, y=f(z) <= z=f"(y)

ou encore
f: FE — F f7t . F
Y

E
v y=f) v =

—
— )
Exemple 2.2.9. 1. Si FE est un ensemble, Idg est bijective

et Idy' = Idp

2. L’application f : R — R% définie par f(x) = e est
bijective et sa bijection réciproque est f~1 : R* — R
définie par f~(y) = In(y).

3. En considérant ’application f de l’exemple 2.2.7. On avait
montré précedement qu’elle est injective et surjective donc
c’est une bijection. Son application réciproque est

1R — R
r — fl(z)=2%1

Proposition 2.2.4. Soientt E, F des ensembles et f : E —
F une application.

1. L’application f est bijective si et seulement si il existe
une application g : F' — FE telle que f o g = idp et
go f=1idg.

2. Si f est bijective alors Uapplication g est unique et elle

aussi est bijective. L’application g s’appelle la bijection
réciproque de f et est notée f~1 . De plus (f~1)"1=f.
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Preuve.
1. e
2. e

(Nécessité =) Supposons f bijective. Nous allons
construire une application ¢ : F — E. Comme
f est surjective alors pour chaque y € F il existe
un x € E tel que y = f(x) et on pose g(y) = =.
On a f(9(y)) = f(z) = y, ceci pour tout y € F
et donc f o g = idr . On compose a droite avec f
donc fogo f =1idrpo f . Alors pour tout z € F
ona f((go f)(z)) = f(x) or f est injective et donc
go f(zr) =x. Ainsi go f = idg. Ainsi : fog=1idp
et go f = ZdE

(Suffisance <) Supposons que g existe et montrons
que f est bijective.

- f est surjective : en effet soit y € F' alors on note
v'= g(y) € E; ona bien : f(z) = f(g(y)) = [ o
9(y) = idp(y) =y, donc f est bien surjective.

- f est injective : solent x1, 29 € F tels que f(z1) =
f(z2). On compose par g (& gauche) alors go f(x;) =
g o f(xg) donc idg(x1) = idg(xs) donc x1 = x93 f
est bien injective.

Si f est bijective alors g est aussi bijective car go f =
tdg et fog =1idpr et on applique ce que I'on vient
de démontrer avec g a la place de f . Ainsi g7 = f.
Si f est bijective, g est unique : en effet soit h :
F — F une autre application telle que ho f = idg
et foh =1idp; en particulier foh =idr = f oy,
donc pour tout y € F, f(h(y)) = f(g(y)) or f est
injective alors h(y) = g(y), ceci pour tout y € F;
d’ou h = g.

O

Proposition 2.2.5. Soient f : E — F et g: FF — G des
applications bijectives. L’application g o f est bijective et sa
bijection réciproque est

(go )t =f"og!



40 CHAPITRE 2. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Preuve. D’aprés la proposition 2.2.4, il existe v : ' — E tel
que uo f =idg et fou =1idp .1l existe aussi v : G — F’ tel
que vo g =idp et gov =idg. On a alors (go f)o (uowv) =
go(fou)ov=goidpov=gov=ridg. Et (uov)o(gof)=
uo(wog)of =woidpof =mwuof =1idg. Donc go [ est
bijective et son inverse est u o v. Comme u est la bijection
réciproque de f et v celle de g alors : uov = ftog™t. [

Proposition 2.2.6. Soient E, F, G trois ensembles, f : E —
F et g: F— G deux applications.

1. Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

2. Si f et g sont surjectives alors g o [ est surjective.

Preuve. 1. Ona go f : E —> (. Supposons que f et g
sont injectives et montrons que go f est injective. Soient
r1,T9 € K

go f(xz1)=go flz2) = g(f(z1)) =g(f(z2))
—  f(z1) = f(x2) (g est injective)
—> x1 = 29 (f est injective)

ce qui montre que g o f est injective.

2. Supposons que f et g sont surjectives et montrons que

g o f est surjective.

Soit z € (G, puisque g est surjective, il existe y € F tel

que z = ¢(y), comme y € F et f est surjective alors il

existe x € F tel que y = f(x), donc z = g(f(x)) et on

déduit que :

Ve G,z € E,z=go f(x)

ce qui montre que g o f est surjective.

Proposition 2.2.7. Soient E, F, G trois ensembles,
f:E— Fetg: F— G deux applications.

1. Si go f est injective, alors f est injective.

2. Si go f est surjective, alors g est surjective.
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Preuve. 1. Supposons que g o f est injective et montrons
que f est injective. Soient x1,z9 € E, alors
f(z1) = f(z2) = g(f(z1)) = g(f(z2)) (g est une application)
= go f(z1) =go f(x2)
= x1 =9 (go [ est injective)
ce qui montre que f est injective.

2. Supposons que g o f est surjective et montrons que g
est surjective. Soit z € G, alors il existe x € E tel que
= (go f)(z) = g(f(x)). Ainsi il existe y = f(z) € F
tel que z = g(y).
Donc

Ve G,y e F,z=g(y)

Ceci montre que ¢ est surjective.

2.2.4 Exercices

Exercice 2.2.1.

1. Soit l'application f: R — R définie par
f(x) =% et A=[-1,4]. Déterminer

(a) L’image directe de A par f.
(b) L’image réciproque de A par f.

2. Quelle est 'image directe des ensembles R, [0,27], [O %] et
limage réciproque des ensembles [0,1], [3, ] [1,2] par I’
plication x — sin(z) ?

Exercice 2.2.2. Soit lapplication f: R — R définie par f(x) =
x? + 1. Considérons les ensembles A = [—3,2], B =[0,4]

- Comparer les ensembles f(AN B) et f(A) N f(B)

- Quelle condition doit vérifier f pour que f(ANB) = f(A)N f(B)
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Exercice 2.2.3. Soient E un ensemble, P(E) l’ensemble des par-
ties de E et Uapplication f : P(E) — R telle que pour toutes
parties disjointes de E, on ait

f(AUB) = f(A) + f(B)
1. Montrer que f(@) =0
2. Montrer que pour toutes parties A, B de E, on a

f(AUB) + f(AN B) = f(A) + [(B)

Exercice 2.2.4.

1. Soit lapplication f: R — R définie par

1 , ©<0
f(x)_{l—l—x x>0

Y

(a) Déterminer les ensembles suivants f(R), f~1({0}), f~1({1}),
fﬁl({_l}% fﬁl([la 2])
(b) f est-elle injective ? f est-elle surjective ?
2. Soit Uapplication g : R — {%} — R* telle que

9
S r—1

g(z)

Montrer que g est une bijection. Déterminer son application
réciproque. Déterminer g~*([—5,2])

Exercice 2.2.5. FEtudier linjectivité et la surjectivité de [’applica-
tion f : R? — R? définie par

fz,y) = (z +y,zy)

Corrigés

Corrigé 2.2.1.
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1. (a) Ona:

f(A) = f([=14]) = {f(x) e R, -1 <z < 4}

or

[—1,4] = [-1,0] U [0,4]

alors
f([=1,4]) = f([=1,0]) U ([0, 4])

1l est clair que

—1<z<0=0<2*<1

et
0<r<4=—=0<2?<16
Ainsi
f([—1,4]) =[0,1] U [0, 16] = [0, 16]
(b) Ona
FH=14]) = fH(=10) u ([0, 4])
FH-1,0) = {z € R, -1 < f(z) <0} = {0}
et

F7H[0,4]) = {z € R,0 < f(z) < 4}

1l est clair que
0< flx) <4 < 0<2*<A4
— 0<|z] <2
— 2<zxr<?2
Ainsi f71([0,4]) = [-2, 2]
Don f1([—1,4]) = {0} U [2,2] = [-2,2

2. On pose g(x) = sin(x)

e g(R) = {sin(z),z € R} = [-1,1]
e ¢([0,27]) = {sin(z),z € [0,27]} = [-1,1]

43
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. g([O, %}) = {sin(x),a: c [O, g]} =10, 1]
e g 1([0,1]) = {z € R,0 < sin(z) < 1} = U [2km, 2k7 + 7]

e g !([3,4]) ={r eR,3<sin(z) <4} =0

e g !([1,2]) ={zr eR,1 <sin(x) <2} ={zr € R,sin(x) =1} =
{Z +2kn keZ}

Corrigé 2.2.2. - D'un coté, on a
ANB=1[-3,21N[0,4 = [0,2]
alors
f(ANB) = f([0,2]) = {z* + 1,0 <z < 2} = [1, 5]
d’un autre coté, on a
f(A) = f([=3,2]) = f([=3,0))uUs([0,2]) = [1,10]U[1, 5] = [1, 10]

et
f(B) = f([0,4]) = [1,17]

1l est clair que
fLANf(B) L f(ANB)

- A quelle condition on a f(A)N f(B) C f(ANB)?
ye f(ANFf(B) < yef(A)Aye [(B)
— (FAn e Ay=[f(z1)) A1y € By = f(22))
Si f est injective, alors x1 = x9 et par suite on a
dre ANB, y= f(x)
douy e f(ANB).
Corrigé 2.2.3. 1. On a N = I alors par définition de f
f(2) = f(2UD) = f(2) + f(2)

d'ou f(&) =0
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2. Ona AUB=AU(B\A) et B=(ANB)U(B\A)
FAUB) = FAU B\ 4) = 1)+ 151 4)
?(B) = [(ANB)+ [(B\ 4)
%ﬁ;@c gﬁmm = [(A)+ J(B\A)+ f(B)— f(B\ 4) =

Corrigé 2.2.4. 1. (a)

o f(R)={f(z),z e R}
comme R =R* URT alors f(R) = f(R*) U f(R")
- J(RZ) = {1}
-fRY) ={z+1, x>0} =]1,40]
ce qui donne f(R) =[1,400]
o [7({0}) ={z €R, f(x) =0}
Il suffit alors de résoudre I’équation f(z) = 0.
- Sur R*, f(z) =0 n'admet pas de solution .
-SurRY, f(r)=0=a2=—-1¢R"
d’ou
AreR, f(z)=0

On déduit alors
fi{oy) =@

o [TM({1}) ={z R, f(zx) =1}
-V e R, f(z) =1
-PourzeRT 24+1=1=2=0
on obtient alors

{1 =R u{0} =R~

o [T{-1H)={zeR, f(x)=-1}
-VeeRE, f(x)=1# -1
-Pourz eRY, o+1=—-1=2=-2¢R"
d’ou

/erRa f(fE):—l
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On déduit alors

F- =2
o fTHL2) =1 usT(L,2])
- fY{1}) =R (déja calculé)
L2 ={reR, 1< f(z) <2}

1l est clair qu’il n’existe pas de réels négatif ayant
une image positive. Pour x € RT,

l<z+1<2&0<2<1

Ainsi
f_l(]172]) = ]071]

d’ot
f‘l([1,2]):]R_U]O,l]:]—oo,l]

(b) - fnlest pas injective car f(—4) = f(=3) =1
- [ n’est pas surjective car par exemple 0 et -1 n’ont pas
d’antécédents. En général, tous les éléments de l’inter-
valle | — oo, 1] n'ont pas d’antécédents par l'application

f.

2. g est bijective si et seulement si g est injective et surjective.

e Soient x1,z5 € R\ {3}
g(z1) =g(11) = 55 =5

— 2!E1 +1= 2ZL‘2 +1
— I = T2.
Ainsi on a montré que g est injective.

e Soity € R*, cherchons un x € R\ {3} tel quey = g(z) ?

y=g9) = y=55

— y(2z—1)=9 commey # 0 alors

Y

bien défini. On doit montrer que 9;—7’ £ 12 On raisonne
Y 2

9ty

%6875
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Y b 9ty _
par [’absurde, c-a-d on suppose que T

ce qui est impossible. On déduit alors

%, alors 9 =10

1
vyeR*7 EL’L’GR\{§}, y:g(l‘%

ce qui montre que g est surjective. Ainsi, on vient de
montrer que g est bijective.

e Son application réciproque est

-h<r<0=314+1<2
O<zr<2= <241
Ainsi
—2 11
-1
—5,9]) = | — 00, — JU[ —
07(5.20) = |~ 00, 22 JU[ T oo
Corrigé 2.2.5. e [ nlest pas injective car 3(1,4),(4,1) € R?
tels que

f(L,4) = f(4,1) = (5,4) et (1,4) # (4,1)
e Pour que f soit surjective, il faut que

Y(a,b) € R?, I(x,y) € R?, f(x,y) = (a,b)

few = @n = {70V

or x et y sont solutions de l’équation x> —ax +b = 0 si et
seulement si a®> —4b >0

Pour (a,b) = (2,3), on a a* —4b = —8 < 0 alors le systeme
{ x;?;y i g n‘admet pas de solutions dans R%. Ce qui

montre que f n’est pas surjective.
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3.1 Généralités

Définition 3.1.1. Etant donné deux ensembles E et F. Une rela-
tion de E vers F est toute assertion reliant un élément de FE a un
élément de F pouvant étre vérifiée ou non. On note une relation par
R.

L’ensemble E s’appelle ’ensemble de départ de R, F [’ensemble
d’arrivée de R.

Pour tout élément x € E et tout élément y € F vérifiant R, on
dit que x de E est en relation par R avec y, ce que [’on note xRy,
sinon on écrit x Ry.

St E=F, la relation R est dite relation binaire dans E.

Exemples 3.1.1. Voici quelques exemples simples de relations bi-
naires :

e On considére les ensembles E = {1,3,4,6,8,10,11,12,17}
F={0,2,3,4,5,6,7,8} et la relation R définie de E dans F'

48
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par « ... est le double de ... »

- l’élément 4 de E est le double de [’élément 2 de F' alors
4R2.

- ’élément 11 de FE n’est pas le double de l’élément 5 de F
alors 11 R5.

e P(E) l’ensemble de toutes les parties d’un ensemble E. On
définit la relation R dans P(E) par :

VA,Be€ P(FE), ARB<= ACB
VAe P(E), @ C A, alorsVA e P(E), IRA

e Soit P le plan. On définit la relation R dans P par :
Pour toutes droites (D), (A), (D)R(A) < (D)//(A)

3.1.1 Propriétés des relations binaires dans un
ensemble

Soient E un ensemble et R une relation définie dans E.

1. Réflexivité : R est dite rexive si

Ve e E, xRx

2. Symétrie : R est dite symétrique si
Ver,y € E, xRy — yRx
3. Transitivité : R est dite transitive si
Ve, y,z € E, (¢Ry) A (yRz) = 2Rz
4. Antisymétrie : R est dite antisymétrique si
Ve,y € E, (xRy) N (yRx) =z =1y

Exemples 3.1.2.

e L’égalité dans un ensemble quelconque est réflexive, symétrique et transitive.
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e L’inclusion dans P(E) est réflexive, non symétrique, antisymétrique et transitive.

e Dans R, la relation « ...<... » est réflexive, non symétrique,
antisymétrique et transitive.

e Dans le plan P, la relation « ... est paralléle... » est réflexive,
symétrique, non antisymétrique et transitive.

3.2 Relation d’équivalence

Définition 3.2.1. Soit R une relation binaire dans un ensemble
E. On dit que R est une relation d’équivalence si R est réflexive,
symétrique et transitive.

Exemples 3.2.1. On montre facilement que les relations suivantes
sont des relations d’équivalence.

e La relation d’égalité dans un ensemble quelconque est une re-
lation d’équivalence.

e Dans le plan P, la relation « ... est paralléle... » est une re-
lation d’équivalence.

Etant donnée une relation d’équivalence, on identifie les élé-
ments qui sont en relation en introduisant les classes d’équivalence.

Définition 3.2.2. Soit R une relation d’équivalence dans un en-
semble E. Pour chaque x de E, on appelle classe d’équivalence de x
le sous-ensemble de E défini par :

t={y € E, Ry}

Sty € &, on dit que y est un représentant de x. L’ensemble des
classes d’équivalence se nomme ensemble quotient de F par R et se
note E/r

Proposition 3.2.1. Soit E un ensemble et R une relation d’équi-
valence. On a les propriétés suivantes :

1. Ve,y e E, © =1y <= 2Ry
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2. Ve,ye B, x=yVarnNy=9

3. Les classes d’équivalence forment une partition de E :

E=|J&

z€E
Exemple 3.2.1. Dans R, on définit la relation R par :
Ve, y e RaRy <= 2> —1=¢y*—1
Montrer que R est une relation d’équivalence et déterminer ['en-
semble R/g .
1. R est une relation d’équivalence
a)- R est réflexive car d’apres la réflexivité de ’égalité, on a
VeeR, 2> —1=22—-1

donc
Vr € R, zRx

ce qui montre que R est une relation réflexive.

b)- R est symétrique car d’apres la symétrie de l’égalité,

on a
Ve,y e R, 2Ry <= 2> -1=9>—-1
= yPP-1=a22-1
<— yRx
donc

Ve,y € R, 2Ry < yRx
ce qui montre que R est une relation symétrique.
c)- R est transitive car on a
Vr,y,z €R, (2Ry) A (yRz) = (*—1=¢* -1 AW —1=2*-1)

= 22— 1=2%—1 car I'égalité est transitive
— 2Rz
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donc
Vr,y,z € R, (xRy) A (yRz) = (2R=2)

ce qui montre que R est une relation transitive.
De a), b) et c), on déduit que R est une relation d’équi-
valence.

2. Déterminons ’ensemble quotient R .
Soit x € R, cherchons y € R tel que yRx ?

yRr <= y*—1=2?-1
— (—z)y+z)=0
= (y=2)V(y=-1

Donc Vr € R, & = {x,—x}, par suite

R/ = {{z,—x},2 € R}

3.3 Relation d’ordre

Définition 3.3.1. Soit R une relation binaire dans un ensemble
E. On dit que R est une relation d’ordre si R est réflexive, antisy-
métrique et transitive.

Une relation d’ordre est souvent notée < ou encore <. Le couple
(E, <), ou E est un ensemble et < une relation d’ordre, est appelé
ensemble ordonné. La relation z < y A x # y est notée x < y.

Définition 3.3.2. Soit (E,<) un ensemble ordonné. La relation
< est dite relation d’ordre total si deux éléments quelconques de E
sont comparables :

Ve,ye B, (x<yVy<a)
Dans le cas contraire, 'ordre est dit partiel.
Exemples 3.3.1. Voici quelques exemples de relations d’ordre.

o La relation «...<... »usuelle sur R est une relation d’ordre
total.



3.4. EXERCICES 53

e Si E est un ensemble ayant au moins deux éléments, 'inclu-
sion dans P(E) est une relation d’ordre partiel.

e Dans R x R, on définit la relation R par
<
V(z,y), (2",y) e RX R, (z,9)R(z",y) <= ¢ A
y<y
Il est facile de montrer que R est une relation d’ordre. [’ordre

n’est pas total.
En effet, pour (x,y) = (1,2) et (2/,y') = (3,1), on a

1<3A2%1
donc

(1,2) R(3,1)
On a ausst

3LINT <2
donc

(3,1) R(1,2)

ce qui montre que [’ordre n’est pas total mais partiel.

3.4 Exercices
Exercice 3.4.1. On définit dans R*, la relation binaire R par
Ve,y € R*, 2Ry < z.y >0
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer [’ensemble quotient RjR.

Exercice 3.4.2. Soit R la relation binaire définie dans R par :
Vo,y €R, 2Ry <= a* —2? =¢* — ¢

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
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2. Déterminer la classe d’équivalence de 0, en déduire celle de 1.

3. Déterminer la classe d’équivalence d’un élément quelconque
a€R

Exercice 3.4.3. On munit R? de la relation notée < définie par :
V(z,y), (@ y) €R?, (2,y) < (2,y) = (2 —2' 2 0Ay =)
Montrer que < est une relation d’ordre. L’ordre est-il total ?
Exercice 3.4.4. R une relation binaire définie dans N* par
Va,b € N*, aRb<= dp e N*, a =V
1. Montrer que R est une relation d’ordre dans N*.

2. L’ordre est-il total ou partiel ¢

3. Déterminer a € N* tel que (2Ra) A (3Ra).

Corrigés
Corrigé 3.4.1.

1. R est une relation d’équivalence.

a)- R est réflexive car

Vo e R*, 22 >0,

donc
Vo € R*, zRx,
ce qui montre que R est réflexive.
b)- R est symétrique car on a
Ve,y e R*, 2Ry <= x.y >0
< y.x >0 (le produit est commutatif dans R)
<— yRx,

donc
Vr,y € R*, 2Ry < yRx,

ce qui montre que R est symétrique.
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c)- R est transitive car on a

x.y >0
Va,y,z € R*, (zRy) A (yRz) <— A
y.z >0
—= 2.y%2>0
= 2.2>0 (y>>0)
— IRz,

donc
Vr,y,z € R*, (zRy) A (yRz) = 2Rz,
ce qui montre que R est transitive.

De a), b) et ¢), on déduit que R est une relation d’équivalence.

2. L’ensemble R’;R
Soit a € R*,
a={r € R,zRa},

or
TRa <— x.a > 0.

Deuzx cas se présentent :
Sia>0 alors x >0, par suite a = RY
Sia <0 alors x <0, par suite & = R*
On déduit alors

Rz = {R**,R*’}

Corrigé 3.4.2.

1. R est une relation d’équivalence.
a)- R est réflexive car par la réflexivité de ’égalité on a
Vo e Rzt — 22 = 2t — 22,

donc
Vr € R, zRx,

ce qui montre que R est réflezive.
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b)- R est symétrique car par la symétrie de l’égalité on a

Vo,y €ER, 2Ry <= 2% —22=y* -4
— oyt =gt g2
— yRx,

donc
Ve,y € R, 2Ry < yRu,

ce qui montre que R est symétrique.

c)- R est transitive car par la transitivité de ’égalité on a

ot — g =yt —y?
Va,y,z €R, (xRy) A (yRz) <= {y4—y2:z4—z2

N S R S
— 2Rz,

donc
Va,y,z € R, (zRy) A (yRz) = 2Rz,
ce qui montre que R est transitive.

De a), b) et ¢), on déduit que R est une relation d’équivalence.

0= {r € R,zR0}
On a alors

TR0 <— z*—22=0
— 2*(2*-1)=0
<— zz=0Vz=1Vaxr=-1

ce qui donne '
0=14{0,1,-1}
Comme 1 € 0 alors 1RO, par suite 0 = 1.

3. Soita € R,
a={zr € R,zRa}

rRa < x'—2?>=a"'—-d? (E)
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En posant y = 2%, on doit alors résoudre l’équation

v —y—(a*=a*) =0 (E)
avec y > 0. Le calcul du discriminant donne
A =4da*—4a®> +1= (22> — 1) > 0.

Deuz cas se présentent,
-Sia= :l:\%, on a A =0, on obtient y = L et par suite

5
a:::I:iQ.
= {5
a=<+—
V2

2 AS \/7
D’ou
- St a # i\/ii, on a A > 0. L’équation (E'") admet deux
solutions distinctes

1+VA  1-VA

9 y Y2 9

=
Pour |a| > \/Li’ |2a® — 1| = 2a® — 1. On obtient alors,

14202 1] 1— 242 — 1|
9 a =Y, Y2 9
Sia€|—o00,—1[U]1l,+00],y2 < 0. Ainsi les solutions de
(E) sont x = +a. D’ou

Y1 1-a°

a={a,—a}.

Sia € [— ,—%[U]\%,l],yg > 0. Ainsi les solutions de

x ==+a, x =+V1-—ad?

a= {a,—a,—\/l—a2,+\/1—a2}.
Pour |a| < \/Li’ |2a® — 1| = —2a* + 1. On obtient alors

142021

5 1—a?>>0, yp=0a>>0

n



58 CHAPITRE 3. RELATIONS BINAIRES

Ainsi les solutions de (E) sont
r==*V1-—a? r==a,

d’ou

a= {a,—a,—\/l —a2,+V1 —CLQ}.

Voici une méthode plus simple pour résoudre l’équation
(E).
L’équation (E') peut s’écrire

(y* —a®)(y* +a* —1) = 0.
Les solutions sont y, = a® et yo = 1 — a®. Les solutions de (E)
s’obtiennent en résolvant les deux équations x2 = y; et 2% = ys.
Pour 2 = a?, on obtient x = +a.
Pour 2? =1 — a?, deux cas se présentent :
Sia€]—o0,—1[U]l,+c], 1 —a*<0.
Les solutions de (E) sont alors x = +a. Ainsi,

a={+a,—a}.
Siae[-1,1], 1 —a® > 0. Les solutions de (E) sont alors
xr==a,xr =+tV1—ad’

Ainsi,

a= {—i—a,—a,—i-\/l —a?,—V1 —az}.
Corrigé 3.4.3.
V(z,y), () € R%, (2,y) < (¢,y) <= (x = 2" 2)0A (y = ¢/)
1. La relation < est une relation d’ordre.
a)- La relation < est réflexive car on a
V(z,y) €R? (x—2>0Ay=y)

donc
V(z,y) e R?, (z,y) < (z,y)

ce qui montre que < est réflexive.
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b)- La relation < est antisymétrique car on a
V(z,y), (2", y) € R?,

(2,9) < @) A (@) < (2,y)) = {iﬁ_ﬁ;;gﬁgii

= x—2=0Ay=1
= (z,y) =(y)

donc

V(z,y), (@) € R, ((z,y) < (@ ¥ y) < (2,9) = (2,9) = (&9

ce qui montre que < est antisymetrique.

c)- La relation < est transitive car on a
V(z,y), (@), («",y") € R?,

((z,y) < (@,y) A2 y) < (2", y")

=" >0Ny =y
x”>0/\y—y

(z,y) < (z",y")

— > —
{xxO/\yy
— T —

—

donc

Y(@,y), (2,), (2", y") € R%, ((z,y) < (@, y)A(@"y) < (2",y")) = (2,9) <

ce qui montre que < est transitive.
De a), b) et ¢), on déduit que < est une relation d’ordre.

2. La relation < est une relation d’ordre partiel dans R? car pour
(2.9) = (5,4) et (z',5/) = (3,2) on a
5—3>0A4#2 alors (5,4) £ (3,2)
on a aussi 3—5 2 0AN2#4 alors(3,2) £ (5,4).
ce qui montre que [’ordre n’est pas total mais partiel.

Corrigé 3.4.4.
Va,b € N*, aRb<= dp € N*, a =

1. La relation R est une relation d’ordre.

(s
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a)- La relation R est réflexive car on a

Va € N*, a =a'
donc
Va € N*, aRa
ce qui montre que R est réflexive.
b)- La relation R est antisymétrique car on a Va,b € N*
(aRb) A (VRa) { 37; 5 Ezz o

= a=a"
=— Ilna=pqlna
— Ina(l —pq)=0
sia=1 alorsb=al=1=a
sia#1 alorslna #0 puispg=1. Orp,q € N* donc
p=q=1 par suite a =b. donc
Va,b € N*, (aRb) A (bRa) = a =10

ce qui montre que R est antisymetrique.

c)- La relation R est transitive car on a

Va,b,c € N¥,
dIpeN a=10
(aRb) A (DRe) <= { JyEN b=
= a=c"M pgecN*
= aRc

donc
Va,b,c € N*, (aRb) A (bRc) = aRe

ce qui montre que R est transitive.
De a), b) et c), on déduit que R est une relation d’ordre.

2. La relation 'R est une relation d’ordre partiel dans N* car pour
a=2etb=3
Ap € N*,2 =3P alors 2 R3
et Aq € N*,3 =27 alors 3 /R2 ce qui montre que l’ordre n’est
pas total mais partiel.
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3. Déterminer a € N* tel que (2Ra) A (3Ra).

dpe N, 2=a”

(2Ra) A (3Ra) <= { 2 €N, 3= gt

donc a divise 2 et 3. Or 2 et 3 sont premiers entre eux, ainsi
a=1. On obtient alors 2=1=3 ce qui est absurde.
On déduit

Aa € N*, (2Ra) A (3Ra)
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