2 Existence et unicité des solutions

Definition 1 Soit T un opérateur d’un espace de Banach E dans lui méme, T est une
contraction, S’il existe une constante k €]0, 1] telle que, pour tout x, y € E, on a

1T () = Tl < Fllz =yl

Theorem 2 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit T une application dans un
espace de Banach E tel que TP est une contraction dans E pour quelque entier positive p.
Alors T admet un unique point fixe.

Theorem 3 (Théoréme du point fixe) Soit F' un sous-ensemble fermé dans un espace
de Banach et soit T : F — I une application contractante, alors

a. L’équation T'r = x, a une seul solution unique.

b. La solution unique x peut étre obtenir par la limite de la suite (x,) de F définie
par x, = Trp1,n=1,2,---, ot xg est un arbitraire de F,

r = lim T"x.
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Theorem 4 Soit l’équation suivante

uw(z) = f(x) + )\/ k(x, t)u(t)dt (5)

si le noyau k est continu sur [a,b] x [a,b], f € L*([a,b]), et |\|B <1, ou

B- \//ab/ab\k(x,t)dedt

Alors ’équation (5) admet une solution unique u € L*([a,b]).

Proof. On considére I’équation
b
(Tu)(a) = £(@) + A | b (et (©

puisque f € L*([a,b]), Tu € L*([a,b]) si fab k(z,t)u(t)dt € L*([a,b]). En utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwartz, donc

/abk:(a:, t)u(t)dt’ < /ab \k(, t)u(t)|dt

< (/b |k;(x,t)|2dt>é (/b |u(t)|2dt)é.




Alors

de < /ab (/ab\k(x,t)\zdt) (/ab ]u(t)]2dt> dw
< /ab/ab|k(x,t)|2dtdx/ab|u(t)|2dt

b b b
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Alors T'équation (6) est satisfaisante et 7" de L?([a,b]) dans lui-méme. Notons que la
démonstration ci-dessous est également que 'opérateur défini par

/b E(x, t)u(t)dt

r

et comme

b
(Au)(x):/ k(z,t)u(t)dt

est borné, donc par le théoréme du point fixe I’équation Tu = v admet une solution unique,
pour [\|\B<1 m

Lemma 5 Soient X et Y deux espaces compact. L’ensemble des fonctions continues de
X wvers Y muni de la norme uniforme est complet.

Theorem 6 Soit K : [a,b] X [a,b] — R et f : [a,b] — R, deuz fonctions continues.
Alors si \ est suffisamment petit, I’équation

b
m@—A/k@@wmﬁ:ﬂ@ (7)
admet une unique solution qui sera de plus continue sur [a,b].

Proof. Nous considérons I'ensemble F' des fonctions continues [a,b] — [a,b], muni de
la norme uniforme, donc par le lemme 5 implique que F' est complet. Nous considérons
I’application ¢ : F' — F' donnée par

o(u)(x) = f(z) + )\/ k(x, t)u(t)dt.

Nous montrons que ¢, est une application contractante pour un certain p. Pour tout
x € [a, b], nous avons

[p(u) — oVl < llo(u)(z) — @(v)(@)]
/k@ﬁm@—mmmH
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Si A est assez petit, et si p est assez grand, 'application ¢, est doc une contraction. Elle
posséde donc un unique point fixe, qui est la solution de 1’équation (7). m
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