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I- Rappels statistiques

I.1. Notions statistique et généralités :

Population : On I’a déja défini comme étant I’ensemble de tout les individus concernés
lors de I’¢étude d’un sujet particulier.

Exemple : L’age des étudiants de I’université algérienne.

Echantillon: Toute partie ou sous ensemble de la population qui doit étre représentative
et pris au hasard.

La population peut étre :

Fini : Si elle comporte un nombre déterminé d’individus.

Exemple: nombre des étudiantes
Infini : Si elle comporte un nombre infini d’individus.
Exemple: nombre d’arbres.

Individu : on appelle individu, chaque élément de la population dans le cadre d’une
étude bien déterminée.

Taille : est le nombre d’individus d’un échantillon (exprimé généralement par n) ou des
populations (exprimé par N).

Caractére : chaque individus peut étre étudié relativement a un ou plusieurs caracteres.

Le caractére est I’aspect particulier qu’on désire étudier.

Exemple: I’age, sexe, taille...etc.

Chaque caractére peut présenter plusieurs modalités (exemple: le caractére sexe a 2
modalités: féminin, masculin).

Modalités : les différentes manicres d’étre que peut présenter un caractere.

Un caractere est qualitatif si ses modalités ne s’expriment pas par un nombre.
Exemple: sexe, religion, couleur ...

Il est quantitatif si ses modalités sont numériques.

Exemple : age, taille, poids ...

e Le caractere quantitatif peut étre discret (discontinu) quand il prend des valeurs isolées
(bien fini), exemple: nombre d’enfants dans une famille.

e Ou bien continu s’il peut prendre toute valeur appartenant a un intervalle de variation
ou lorsque les valeurs possibles de ce caractere sont des nombre réels ] -0, + o [
exemple : la taille d’un nouveau-ne.

Exercice: Supposons qu’on va faire une étude sur le sexe, 1’age, la taille, la masse...des

étudiants inscrits & la 1°" année de 1’université de Tiaret.
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e Identifier la population, les individus, les variables statistiques (caractéres) et leurs
modalités.
Solution:
Population : Tous les étudiants inscrits & la 1 année de I’université de Tiaret.

Individu : Tout étudiant inscrit inscrits & la 1°© année.

Caractéres :
X =sexe
Y =4age (an)
U = Taille (cm)
V = masse (kg)
Modalites:

X ={masculin, féminin}.

Y={18an, 19 an, ......... 30 an}
U =[130, 210].
V =[40, 120].

1.2. Série statistique (distribution des fréquences) :
Exemple : soit I’étude de I’état civil de 40 employés d’une entreprise donnée :
N =40
X = représente la variable statistique (état civil).
On admet pour X = {mari¢, divorcée, célibataire, veuf...... }.
X = X1, X2y X3y evereniieneee e }.
Pour chaque modalité x; on compte le nombre d’individus ayant cette modalité a partir
des donnees brutes.
On note ce nombre par n; et on 1’appelle fréguence absolue (n;).

Fréquence relative (f;) Modalité (x;) Fréquence absolue (n;)
0,5 Marié (X1) 20
0,27 Célibataire (x7) 11
0,15 Divorce (X3) 6
0,07 Veuf (X4) 3

A chaque modalité x; on associe une fréquence n;; ’ensemble des couples (X, n;) est

une fonction qu’on nomme distribution des fréquence de x ou série statistique.

-
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{(Marié, 20), (célibataire, 11), (divorcé, 6), (veuf, 3)}.
a — Série statistique dans le cas d’un caractére quantitatif discontinu :
En considérant un échantillon de taille n (composé de n individus) et appelant X la
valeur d’un caractére donné avec des modalités x1, Xo, ....... ,Xn,0Nna:
L’effectif total de la série est le nombre n éléments de 1’échantillon étudié.
La fréquence absolue (n;) : est la répétition de la modalité x;, n; fois dans la série statistique.
La fréquence relative :

Pourcentage = f; x 100.

Exemple : On a réparti 150 grenouilles suivant le n° de parasites qu’elles hébergent.

n°" de parasite/grenouille | N°" de grenouilles correspondant | Fréquence relative

ni fi

0 11 0,07

1 22 0,14

2 45 0,30

3 40 0,26

4 19 0,12

5 11 0,07

6 2 0,01
150 1

b- Série statistique dans le cas d’un caractére quantitatif continu :

A fin de permettre une étude exacte et d’éviter une répartition de fréquence trop
dispersée, en constitue des classes en divisant 1’étendue de la série statistique en un certain
nombre d’intervalles partiels égale ou inégale.

Chague classe contiendra toutes les valeurs égales ou supérieures a sa limite inférieure
mais strictement inférieure a sa limite supérieure. Les classes ne doivent jamais se
chevaucher.

Exemple: Poids des nouveaux nés (2,240 kg — 4,490 kg).

Classe | Limites de laclasse | Centre de classe | Effectif /fréquence fréquence

.
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(Kg) (Kg) X absolue n; relative f; %

1 [2,2—2,5] 2,350 5 0,031 3,1
2 [2,5—2,8] 2,650 11 0,068 6,8
3 [2,8—3,1] 2,950 24 0,148 14,8
4 [3,1—3/4[ 3,250 40 0,248 24.8
5 [3,4—3,7] 3,550 42 0,259 25,9
6 [3,7—4,0[ 3,850 20 0,124 12,4

7 [4,0—4.3] 4,150 13 0,080 8
8 [4,3—4,6] 4,450 6 0,037 3,7
161 1 100

c- Série statistique dans le cas d’un caractére qualitatif :

Pour représenter les résultats d’une série statistique relative a un caractere qualitatif,

on groupe les résultats en un nombre de classes egal au nombre de modalités du caractére

étudie.

A chaque classe est associé son effectif n; (ou fréquence absolue) ainsi que sa

fréquence relative f;.

Exemple: Analyse du sang de 100 individus.

Groupe sanguin X; Fréquence absolue n; Fréquence relative f; %
0 40 0,40 40
A 43 0,43 43
B 12 0,12 12
AB 5 0,05 5
100 1 100
1.3. Présentation graphique des séries statistiques :
a- Caractére discret :
a-1. Diagramme en batons:
C’est un ensemble de baton ayant pour abscisse les valeurs X1, Xp, X3, .... X, du caractére et en

chacun des points d’abscisse x; correspond une cordonnée proportionnelle a I’effectif n; de X;.

Exemple: Présentation graphique de 1I’exemple précédent (150 grenouilles).
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a-2. Polygone des fréquences : On obtient le polygone des fréquences en joignant par des
segments droits les extrémités des batons, c’est un graphique linaire passant par des points
ayant pour abscisse X; et pour coordonnés n;.

Exemple: le méme exemple des grenouilles.

Ni 4

45— \

40—

22—
197

11_|

v

-
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a-3. Diagramme cumulatif : On appelle Peffectif cumulatif jusqu’a la i®™ valeur x; du
caractere la somme n; + n, + ........ + n; des effectifs obtenus pour les i®™ valeurs du
caractere. De méme la fréquence relative cumulative. Dans ce cas les batons ont des
longueurs proportionnelles aux effectifs cumulés (ou fréquences cumulées), le diagramme
prends donc la forme d’un escalier.

Exemple: Prenons le méme exemple (celui de 150 grenouilles).

n; n; cumulée fi fi cumulée
0 11 11 0,07 0,07
1 22 33 0,14 0,21
2 45 78 0,30 0,51
3 40 118 0,26 0,77
4 19 137 0,12 0,89
5 11 148 0,07 0,96
6 2 150 0,01 0,97
Effectif
cumule 4
150 —
148 — —
137
118
78 _|
53 |
11— -
0 1 2 3 4 5 6 Xi

b. Caractére continu :

b.1. Histogramme et polygone des fréquences: L’histogramme est un ensemble de

rectangles ayant pour largeur I’amplitude (étendu) de la classe et pour hauteur ’effectif de la

classe.
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La ligne joignant les milieux des bases supérieures des différents rectangles adjacents forme
ce qu’on appelle Polygone des fréquences (absolues ou relatives)

Exemple précédent: Poids des nouveaux-nés.

Ni

42—
40—

I | .
19 22 25 28 31 34 37 4 43 46 49 X;

Polygone des effectifs cumulés: 11 s’obtient en portant en ordonnée les effectifs cumulés et

en abscisse X; .

Les variables aléatoires

Définition : Une variable aléatoire V. A est une fonction d’un ensemble S dans R :

X:s— >R ; Si —— x(si)

Autrement dit c’est un processus par le quel on associe a tout élément de S un nombre réel.

.
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Exemple: On lance une piece de monnaie 3 fois d’affilés, alors la variable aléatoire (VA) X

représentant le nombre de coté face obtenu est la fonction qui établit les correspondances

S m
ffp | R

pff

fop
plp————

/

suivantes:

OFrRL, NW

ppf_—

7

On dit alors que X est une VA pouvant prendre les valeurs 0, 1, 2, 3,

Il est possible d’imaginer d’autres VA de la pratique telles que dans I’exemple suivant:

Exemple:
Ensemble de référence S Caractere VA associée
Eléve de classe Taille Taille en Cm
Etudiants Sexe Sexe codé 0 et 1
Participation au marathon Rythme cardiaque n""® de battements par minute
 ete. a l’arrivée

Type de variable aléatoire : A 1’égard de la variable statistique on distingue 2 types de VA :
1- VA discrete : si ’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre est un ensemble fini et
dénombrable, on parle de VA discréte.
Exemple: Résultat du lancer de la piéce de monnaie précédente.
2- VA continue : elle continue si elle est susceptible de prendre toutes les valeurs
numeériques d’un intervalle donné.
Exemple: Taille exprimée en Cm d’un homme.
Traitement de VA discrete:
Pour comprendre le comportement d’une VA, il ne suffit pas de préciser I’ensemble des
valeurs qu’elle peut prendre, il faut en plus savoir associer une probabilité a chacune de ces
valeurs, ce qui nous permettra de definir des valeurs caractéristiques de cette variable.
Fonction de probabilite:
Définition : la fonction de probabilit¢ d’une VA, X, est la fonction f qui associe a

chaque nombre réel x la probabilité que la variable X prenne cette valeur X :

-
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f:R—— [0, 1]
: X |—— f(X) = P(X =Xx).

Exemple: Soit la variable aléatoire X représentant le nombre de cotes face obtenus au cours

de 3 lancers successifs d’une pi¢ce de monnaie.
f(x =0) =P(X=0) = 1/8 car X = 0 correspond a I’événement [ppp], pas de face
f(x=1) =P(X=1) = 3/8 car X = 1 correspond a I’événement [fpp, pfp, ppf], 1 face
f(x =2) =P(X=2) =3/8 car X = 2 correspond a I’événement [fpf, {fp, pff], 2 face
f(x =3) =P(X=3) =1/8 car X = 3 correspond a 1’événement [ftf], 3 faces.

et fX)=P(X=x)=0 V x#0,1,2,3

La fonction de probabilité est la suivante : (tableau I)

Xi f(xi)
0 1/8
1 3/8
2 3/8
3 1/8
Distribution de probabilité :
Si la VA X prend les valeurs Xi, X2, X3, ........ Xy et pour chaque X; on a une probabilité

P [0, 1] donc le tableau des couples f(xj) = p(X=x;) forme ce qu’on appelle distribution de

probabilité (tableau I)
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f(xi)

3181

2181

1/8 1

=Xi

La distribution de probabilité d’'une VA discrete se présente graphiquement par un diagramme
en colonne, sur I’axe horizontal on note les valeurs ou les reéalisations de X et sur 1’axe
vertical on prend les probabilités f (x;) associées a chacune des valeurs de X;.

Lorsque I’ensemble des réalisations d’une fonction aléatoire discréte est suffisamment grande
la représentation graphique d’une fonction de probabilité se fait en utilisant un histogramme
ou un polygone de probabilité.

f(xi) —_
Polygone de probabilité

v

Xj

-
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Fonction de répartition : (distribution de probabilité cumulée)

La fonction de probabilité ou distribution de probabilité indique pour chaque
réalisation X; la probabilité que la VA X prenne cette valeur x;, . Xj——> f(X;)=P(X=x;)
Dans certaines situations, il serait intéressant de connaitre la probabilité de 2 ou plusieurs
réalisations, il suffit alors de cumuler les probabilités pour obtenir les résultats désirés. Ceci
conduit a définir une distribution de probabilité cumulée que 1’on appelle fonction de
répartition.

Si X est une VA discréte ayant une fonction f(x;), on définie une fonction de
répartition  F(Xj) =P (X <Xx)

=f(xq) +f(x2) +oeeeennts + f(xi).
Exemple précedent:
Xi f(xi) F(Xi)
0 1/8 1/8
1 3/8 4/8
2 3/8 718
3 1/8 8/8

La représentation graphique d’une fonction de répartition dans le cas d’une VA discréte
s’appelle une courbe de distribution de probabilité cumulée, elle a la forme d’une fonction

en escalier.

F(xi)

38T

218

18T

=Xi

.
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De la courbe de distribution de probabilité cumulée et de la définition de fonction de

répartition découlent quelques propriétés:

La fonction de répartition F(x;) prend ses valeurs dans I’intervalle [0, 1];

fa) =0 Si a < x; est la plus petite realisation ;

fa) =1 Si b > x; est la plus grande réalisation ;

F(x;) est constante entre 2 réalisations ;

F(x;) est croissante ;

P(a<x<b)=F®b) - F@), cad la probabilit¢ que la VA X prenne des valeurs
supérieures a un n°® «a » mais inférieur ou égale & « b » est donnée par la différence

entre la fonction de répartition évaluée en « b » et F(x;) en a.

Exemple:

Dans I’expérience aléatoire consistant a lancer 2 dés, on considére la VA X : somme des

résultats des 2 dés. On demande de :

= Construire un tableau de distribution de probabilité,
= Trouver la fonction F(x;),
= Tracer la courbe de distribution de probabilité cumulée,

= Trouver les probabilités suivante : P(4 <x <8), P(2<x<5), et P(x>9).

Solution:

L’ensemble des réalisations de X est: {2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}.
La probabilité associée de ces réalisations est:

f(2)=P(x=2)=p ({1,1}) = 1/36

f(3) =P(x =3) =p ({1,2}.{2,1}) = 2/36

f(12) = P(x = 12) = p ({6,6}) = 1/36

Xi f(xi)=P(X=xi) F(X;)
2 1/36 1/36
3 2/36 3/36
4 3/36 6/36
5 4/36 10/36
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6 5/36 15/36
7 6/36 21/36
8 5/36 26/36
9 4/36 30/36
10 3/36 33/36
11 2/36 35/36
12 1/36 36/36 =1
F(xi)
A
1 4
35/36 T E—
33/36 T —
30/36 —
26/36 +
21/36 T
15/36 +
10/36 + —
6/36 —
336 + —_—
1/36 +
| I | I | I L,
0 1 4 5 10 11 12
Xi
6 20
PA<X<8)=F@)- F4)= —-—="
( )=F@) - F= oo -26= 3%

P2<X< 5)=P(x=2)+P(x=3)+P(x =4) = —+

Ou:

26 10

Px29)=1-p(x<8)=1-F8)=1-—=—

36 36

3636 36
PX>9)=p(x=9)+p(x=10) +p(x =11) + p(x =11) + p(x =12) =

4 3 2 1 10
—t—t—+—=—
36 36 36 36 36
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Caractéristiques d’une VA : une VA est déterminée entierement par sa fonction de
probabilité, mais il est toujours intéressant de décrire brievement une distribution de
probabilités d’une VA par quelques caractéristiques simples. On a 2 types de caractéristiques
a savoir les Parametres de position et les Parameétres de dispersion.
a- Parametres de position a tendance centrale: On peut citer:
= Mode: c’est la réalisation de la VA x; a la quelle correspond la plus grande
probabilité.
De I’exemple précedent, on a : le Mode =7
=  Meédiane: c’est la 1% réalisation de la VA x; pour laguelle la fonction de
répartition F(X) dépasse %2 . De I’exemple préceédent, on a: Médiane = 7
= Espérance mathématique : elle correspond la valeur moyenne d’une VA x
que I’on note E(X) ou p est définie par :
E(X) = 2.x; f(x)

De I’exemple préceédent, on a: E(X) =7
Parmi les Propriétés de E(X), on peut citer sous forme de théoremes:
Théoréme I:
SiY=a*X+b=E(Y)=a*E(X)+b
Théoréeme I1:
Si X est une VA et si p = E(X)
EX-W)=0<E(X-E(X)=0
Théoréme I11:
Si X etY 2 VA associées a une méme expérience aléatoire,
E(X+Y) = E(X) + E(Y)
Théoréme IV :
Si X et Y sont des VA indépendantes ¢ a d pour tout i, p(X=X;, y = Vi) = p(X = X;) x p(y =
yi), alors E(X*Y) = E(X)*E(Y)
Théoréme V:
Si'y = g(x) est une fonction d’une VA X alors Y est aussi une VA dont I’espérance
mathématique est donnée par
E(Y) = E(9(X)) = 2g(xi) f(x))
b- Parametre de dispersion :

= Etendu : est la différence entre la plus grande et la plus petite réalisation de X.

= Ecart moyen : d’une VA X est Ep =2 (Xi — E(X)) f(xi)

.
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= Lavariance : Var (X) = a2 =Y (xi — E(X))? f(x;)

= Ecart—type: o= \/Z(xi —E(X)\ f(x,)
= Ecart inter quantile :

_Q3_Q1
Q= 2

Parmi les Propretés de la variance, on peut citer sous forme de théoremes:

Théoreme I: pour toute VA X, ona Var(X) = E(X?) — E(X)?

Théoréeme I1: Si Y =a*X + b est une transformation linéaire de VA X, Alors
Var(Y) = a2 *Var(X)

Théoreme I11: Si X et Y sont des VA, alors Var(X +Y) = Var(X) + Var(y)

bre

Exemple: Un vendeur d’automobiles estime que le n”" d’automobiles vendu chaque semaine

suit la distribution de probabilité suivante :

n""® d’automobiles vendu par semaine | Probabilité

0,05

0,07

0,08

0,09

0,16

0,20

0,15

0,10

0,05

O O N| o o & Wl N | O

0,04

[EEN
o

0,01

Si son salaire hebdomadaire est de 50,00 € + une commission de 100,00 € par automobile
vendu.
e Quel salaire hebdomadaire peut-il espére ?
e Soit X la VA «n"® d’automobiles vendues par semaine » et soit Y la VA « son salaire
hebdomadaire », on a donc Y =100 X + 50
Calculer la variance et I’écart type de X et y.

Solution :
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n"" d’automobiles vendu par semaine X; | Probabilité f(x;) | xi f(x)) | x2 | xi f(xi)
0 0,05 0 0 0
1 0,07 0,07 1 0,07
2 0,08 0,16 4 0,32
3 0,09 0,27 9 0,81
4 0,16 0,64 16 2,56
5 0,20 1 25 5,00
6 0,15 0,9 36 5,40
7 0,10 0,7 49 4,90
8 0,05 0,4 64 3,20
9 0,04 0,36 81 3,24
10 0,01 0,1 100 1,00

Total 1 4,60 26,50

e |l peut dons espérer vendre 4,6 voiture par semaine puisque E(X) =2 x; . f(x;) = 4,60

E(y) = a*E(X) + b
=100 (4,6) + 50

=510 € il peut donc espérer un salaire hebdomadaire de 510 €.

e Var (X) = E(X?) — E(X)?
= 26,50 — (4,60)2
=5,34

e Var (Y)=a2Var (X)
= (100)?. 5,34
= 53400

o(X) =/ Var(X) =231
o(y) =+ Var(y) =231
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Variable centrée réduite :

Une VA dont E(X) = 0 est dite VA centrée.

Une VA dont Var(X) = 1 est dite VA réduite.

Une VA dont E(X) = 0 et Var(X) = 1 est dite VA centrée réduite.

— U
O

Pour toute VA X, la transformation linéaire; Z = X fait de Z une VA centrée réduite.

avec U = E(X).

Lois de probabilités

I- VA discrete: Parmi les lois de probabilités les plus importantes d’une VA discréte, on a la
loi binomiale et la loi de poisson, chacune d’elles correspond a un modele d’expérience
simple.

e Loi binomiale : (Loi de I’épreuve de Bernoulli)

On appelle Epreuve de Bernoulli une expérience aléatoire qui ne comporte que 2

réalisations possibles, une appelée succes et 1’autre appelées échec.
On note la probabilité d’un succes par p et ’autre q
Ona p+gq=1=q=1-p.
Si on répete n fois et dans les mémes conditions 1’épreuve de Bernoulli de sorte que la
réalisation de chaque épreuve soit indépendante de la réalisation des autres épreuves, alors la

VA X correspondant au n°"

de succes enregistrés lors de ces épreuves suit une loi Binomiale
B(n, p). X—— B(n, p)

Exemple: Soit I’épreuve A qui consiste a jeter une monnaie 3 fois successives et soitla VA
X qui correspond au n°"® de piles obtenues, elle prends les valeurs 0, 1, 2, 3

Ona p:pile(succes) et q: face (échec)

VA X n"®de pille, x; Evénement Probabilité

0 FFF qqq = q3 =C°; p° q3
PFF Pag=pa?

1 EPE gpa=pq? { =3pg?=C33p'q?

—na2

cEp qgp=pq
PPF

2
FPP

.
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PEP PPO=pC?
gpp=po? ; =3p2g=Cipq
pap=pQ?
3 PPP ppp = p° = C% p°q°

On peut vérifier d’une manicre générale que:
K K
p=(X=K)=Cip“q™
La loi binomiale peut étre aussi représentée par le tableau suivant:

Xi 0 1 2 | k n

P q" Clpg"™™ | CZp*q"™? | ... Clp q"™ | Clp"g°=p"

On remarque que les valeurs de la ptme ligne du tableau sont les termes du développement

d’un bindme de Newton (p + )" d’ou I’appellation « Loi binomiale » :

(p+q) ZC p g™

Exemple:  (p+0)°=p®+3pg®+3p°q+q°

On note parmi les propriétés de la loi binomiale, sa moyenne (espérance mathématique) qui

est donnée par m=n*p , etson écarttype o =/npq =+/np(L-p)
Exemple: On suppose que la probabilité pour qu’un nouveau-né soit un garcon est de 0,55.
Cet événement est indépendant des individus : Quelle est la probabilité pour que sur 5
nouveau-nés d’une clinique il y ait :

- deux garcons ?

- au moins deux gargons ?
Solution:
La probabilité d’avoir un gargon est p = 0,55, donc celle d’avoir une fille g = 1- 0,55 = 0,45
La VA, X est le Nombre de gargons sur 5 nouveau-nés. Les probabilités suivent donc la loi
binomiale, d’ou B(5, 0,55)

- P(X=2)= C2p%q° = 53055 0,45° =0,28

- P(X>2) = P(X=2) + P(X=3) + P(X=4) + P(X=5) = 0,88
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= Loide poisson :

Définition : Une VA discontinue X a valeur K dons N suit une loi de poisson de parametre A

2K o
K!

quand: V KeN p(X=K)= A>0

C’est une fonction qui dépend seulement de A, cette loi n’est qu’une approximation de la loi
binomiale quand n——> +o© et p—— 0, et que E(X) =np = A (A est ’espérance
mathématique de la loi binomiale).

Donc si :

n—+o

p—0 B(n, p) > P(1) loi de poisson.

E(X)=np=241
En pratique on considere sue P(A) est une approximation de la loi binomiale quand n > 50 et
p<0,1et0<np<10. Elle est encore valable pour 10 < n p <20 a condition d’avoir n > 200.
Pour n p > 20, la loi normale fournit une meilleure approximation.
Exemple: on extrait 520 fois une carte d’un jeu de 52 cartes, en remettant a chaque fois la
carte dans le jeu. Quelle est la probabilité d’extraire 9 fois 1’as de pic sur ces 520 fois
épreuves ?
Solution: N =520

1
=—<01
P 52
np =10
10°

p(X = 9) = ?9710 ~ 0,125

2- VA continue:
La loi continue : (loi normale)
Jusqu’a maintenant on a envisagé que les variables discrétes.

On a étudié le cas d’une épreuve pouvant conduire & un n”® fini d’événements
distincts, a chacun de ces événements associes a certaines valeurs une VA « X » correspond
une certaine probabilite P, il correspond a des lois de probabilité discontinue il faut que la

somme des probabilités égal a 1, il se peut que le n°®

d’épreuves n peut étre infini comme le
cas du poisson. Dans le cas ou la VA associée a une épreuve peut avoir dans un intervalle une
infinité d’éventualités, on dit que le phénomeéne étudié est continu, et il ne peut étre explique
que par une loi continue. La loi continue la plus connue et qui a une importance considerable

en statistique est celle de Laplace-Gauss, elle est définie par I’équation:

.
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_(X=m)?
e 202

1
y="Ff(x)=
o+ 21
La loi normale est donc caractérisée par ces 2 parameétres, la moyenne m et 1’écart— type o et
elle notée N(m, o?), et peut étre représenté par le graphe suivant:
y =f(x)

A

o2

3
Q
3
3
Q
3 4

A partir de la définition et de la représentation graphique on remarque que:

= la Courbe a une forme de cloche (nommée cloche de Gauss),

la courbe est symétrique par rapport a la droite verticale X = m (& la moyenne),

= |a courbe atteint son maximum

G\/lﬂ quand X = m,
= le mode, la médiane et la moyenne sont les mémes,
= |a courbe a 2 points d’inflexion qui sont m - G et m + o,
= lacourbe a un comportement asymptotique, elle s’étale indéfiniment en se collant
presque sur 1’axe horizontal,
= Pair totale sous la courbe est égale & 1 ou presque,
= E(X)=m, Var (X) =c2
Comme la forme de la courbe dépend de m et ¢ alors:

- Si m change la courbe se déplace horizontalement.

.
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A
mz < mp
01 =02
my m, X
- Si o change la courbe se déplace verticalement.
A
mp =my
01 <02
01
G2
m X

Calcul d’une probabilité dans le cas d’une loi normale :

La probabilité que la VA, X prenne une valeur entre deux nombre a et b est définie par:

1 b _(x-mp

'[e 202
a

Pour faciliter le calcul de la probabilité, on a pensé a construire des tables donnant les

b
p(a<X<b)=jf(x)dx=G —

principales valeurs de I’intégrale de I’équation de Gauss. Cependant ces valeurs changent
d’une courbe normale a une autre selon m et ¢, d’ou I’impossibilité d’avoir une infinité de
courbes et par conséquent de tables.

Pour contourner ce probléme en ramenant toutes les courbes normales a une seule, on a pensé
a la loi normale centrée réduit caractérisée par m=0eto = 1.

Loi normale centrée réduite (CR)

VA— VACR
Si X suit la loi normale, alors sa transformation en Z suit la loi normale centrée réduite
X , z-X=m m=0,6=1

(o)
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N (M, 0) —— N(0,1)
On rameéne donc le calcul de la probabilité sur X & un calcul de probabilité sur Z

a-m X-m b—mj
< <
(e} (e) (e)

p(a<X<b):p(

=Io(a—m<z<b—m)

(&) ()

f(x) |
(]

a—-m b—mj

<Z<
o o /

of
P(a<X<b) / k T
M

v

a-mb—m 7
2 b m > (e} (@)
X ———» X(M, o) Z———» N(0,1)
f(X)A
M
ab m X g
a-mb-my 7
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On remarque que la trés grande partie de ’aire comprise entre cette courbe et 1’axe horizontal
s’étal entre les points d’abscisse — 3 et + 3, on peut donc négliger toute surface correspondant

a des valeurs Z a ’extérieur de cette intervalle.

7

3 2170 +1 +2 +3
Les
09544

L 09974

v

Conclusion : Pour évaluer une probabilité en terme de surface sous la courbe de loi normale
centrée réduire, on se sert d’une table construite a cette fin .cette table donne exclusivement la
surface sous cette courbe a gauche de la valeur Z non négative.
Elle donne la probabilité de Z dans un intervalle ] - oo, Z]
P(Z2)—>]- », Z]
Exemple: Z=1,35.
P(z <1,35) =z (1,35) = 0,9115.
Evaluation d’une aire a gauche d’une valeur Zou P (Z<2).
» Siz >0alors P(Z<2z)=Fz(Z)—> Elle se lit directement sur la table
Exemple: P(Z<1,35)=F;(1,35)=0,9115
= Siz<0 p(Z<2)=Fz(-2) =1-F(2).

1
‘
'
[
|

\ D
AT

VA VA
AireagauchedeZz = aire totale (équivaut & 1) - aire a gauche de Z*
7’ symétrie de Z (Z’=

M\~ ) =17 W\ )

_Z)

S
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Exemple: Z=-2,13
P(Z2<-213)=Fz(-Z) = 1- Fz(2,13) =1 -0,9834 = 0,0166.

Evaluation d’une aire & droite d’une valeur Z ou p(Z>z):

= Siz >0 p(Z2>z)=1-p(Z<2)

a2
7

-

.-l"
s
f o L
P
_f,.f’/k’f ;

—— i

7
Aire a droite de Z = aire totale (équivautal) - aire a gauche de Z

Exemple: z=0,56
p(Z2>0,56)=1-p(Z<0,56) =1—-Fz(0,56) =1-0,7123 = 0,2877

= Si z<0,on considére sa symétrie z" qui est positive et par symétrie de la courbe on a:

R L
) . Y 1)

[
-
1

Aire a droite de Z = aire a gauche du symétrie Z°

Donconap(Z>z)=p(Z<z)ouencore p(Z>2z)=Fz(z")
Exemple: p(Z > - 1,75) = p(Z < 1,75) = Fz (1,75) = 0,9599

Evaluation d’une aire entre 2 valeurs Z; et Z,ou p (Z: £ Z<£2Z)):

41

21 Zl
Air comprise entre Z; et Z, = air & gauche de Z, - air & gauche de Z;
pP(Z1< Z<Z)=P(Z<2Zy)-P(Z<2Zy)
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= Fz (Zz) - Fz (Zj_)

Exemple: P (-1< Z<1)=Fz (+1) - Fz (-1)
Fz(1)-(1-Fz (1))
2Fz(1)-1
=2(0,8413) - 1 = 10,6826

Approximation de la loi binomiale par la loi normale :
B(p) — N(m, o)

Cette approximation est meilleure si n est suffisamment grand et p se rapproche de 0,5 en
posant m=npet c>=npq
Exemple: Parmi les 100 prochains bébés a naitre dans une maternité, trouver la probabilité
que I’on compte :

- au plus 60 filles.

- Exactement 55 filles.
Solution:
Soit X, la VA qui correspond au nombre de filles parmi les 100, elle suit une loi binomiale
puisque p = %2 = 0,5 (fille ou gargon)

X ——» B (200, 0,5)

np=100 x 0,5 =50 > 10 = on élimine I’approximation par la loi de Poisson , on considere

donc la loi normale oum=n*p=50et 62=npq=100x0,5 x0,5=25
e P(X<60)=Fx (60,5 =F; (M} =F(2,1) =0,9821

54,5-50

IA

z

e P(X=55)= P (54,5< X <55,5) :P( SMJ

5
P(0,9< Z<1,1)=0,0484




