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MECANIQUE ANALYTIQUE FORMALISME DE LAGRANGE

FORMALISME DE LAGRANGE

. INTRODUCTION

Chronologie :

» Simon Stevin (1586) : étude des systémes statiques et principe des déplacements virtuels.

» Jean Le Rond D’Alembert (1743) : principe des travaux virtuels appliqué a la dynamique
« principe de D’Alembert ».

» Joseph-Louis Lagrange (1755) : correspondance avec Euler, début du calcul variationnel.

» Joseph-Louis Lagrange (1758) : publication sur les applications du calcul variationnel a des
problémes de mécanique.

» Joseph-Louis Lagrange (1788): publication de la mécanique analytique (en France,
commencé a Berlin).

La mécanique analytique telle que concue par Joseph-Louis
Lagrange est une reformulation de la mécanique différente de la
formulation newtonienne, bien qu’elle n’apporte pas de
concepts nouveaux, ce formalisme est une approche analytique
plus élégante et plus puissante que le formalisme de Newton
basé sur la notion de force (ou de moment de force dans le cas
de la rotation). Historiqguement, on s’accorde a dire que la
publication de la « Mécanique analytique » en 1788 marque le
début de la physique théorique.

La formulation Lagrangienne n’est pas locale comme Ia
formulation newtonienne et porte sur le mouvement dans son
ensemble. Elle se base sur le principe que I'état physique effectif

. . .. , Joseph-Louis Lagrange
du systéme coincide avec la valeur minimale d’une grandeur (1736-1813)

donnée appelée « action » calculée entre deux instants : c’est le
principe variationnel.

Les simplifications apportées par cette formulation en comparaison avec la formulation

newtonienne :

» La formulation Lagrangienne permet de tenir compte des liaisons en diminuant le
nombre de degrés de liberté sans expliciter les forces de contraintes.

» C'est une formulation scalaire qui permet une obtention directe et plus aisée des
équations différentielles du mouvement.

» Cette formulation ne dépend pas du choix des coordonnées (coordonnées généralisés).

Comme les lois de Newton auparavant, les équations de Lagrange sont indépendantes du
choix du référentiel galiléen.

En outre, le formalisme Lagrangien facilite I'étude des systémes plus complexes que le point
matériel tel que le mouvement d’un solide ou de plusieurs solides indéformables. Il permet
aussi le passage a la limite continue (infinité de degrés de liberté), et peut étre appliqué a
des systemes non mécaniques comme les circuits électroniques.
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MECANIQUE ANALYTIQUE FORMALISME DE LAGRANGE

Il. PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS DE D’ALEMBERT

Principe des déplacements virtuels :

Exemples de systemes de
poulies statiques étudiés
par Simon Stevin :

Figure 01.a. poulie. Figure
01.b. palan. Figure O1l.c.
palan double.

Dans le cas statique, nous
pouvons vérifier que (par
le principe fondamental
de la dynamique par
exemple) : Figure 01.a. Figure 01.b. Figure 01.c.

FigureO0l.a.: P, =P, avec h; = h,.
Figure 01.b.: P, = %PZ avec hy = 2h,.
Figure01.b.: P; = iPZ avec h; = 4h,.

Tel que h, et h, sont les déplacements respectifs qu’on pourrait donner aux masses m; et
m,. D’ou le nom de « déplacements virtuels ».

D’ou le principe des déplacements virtuels en statique :
Les produits des poids par leurs déplacements « virtuels » respectifs sont égaux en cas
d’équilibre.

Pi.hy = P,.h,

Exemple du plan incliné (cas statique) :

Dans la figue 2. est représenté un systeme
avec poulie en équilibre sur un plan incliné.
Les déplacements virtuels des deux masses
sont égaux x; =x, mais, dans le cas
statique, les poids ne sont les mémes

P; = P,.sina
Dans ce cas
Pi.xq # Py.x,

Cependant nous remarquons que les

déplacements verticaux (dans le sens de la
force) obéissent a la loi :
h, = x,.sina = hy.sina
Si bien que
Pi.hy = P,.h,
Or nous remarquons que
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MECANIQUE ANALYTIQUE FORMALISME DE LAGRANGE

Pl'hl =P1.x1 =ﬁ1 .3—61
Et

=4 -

Pz.hz = Pz.xZ.Sina = _P2 .xz
Ce qui nous permet d’écrire
P1°3-C)1+P2‘5C)2:O
Et si nous voulons inclure toutes les forces agissantes sur les masses, nous utilisons :
Tyex;=-T.x; et T,eX,=+4T.x, avec T, =T, =T
C2 L4 J-C)Z = O
Dong, au final, nous pouvons écrire

ﬁ1‘£1+71‘£1+ﬁ2.£2+ TZ.£2+62'£2:0

N=2_)
tot ¢ 2 —
Z FPtex, =0

a=1

Ou

L'utilisation de déplacements virtuels infinitésimaux &7, nous permettra, comme nous le
verrons dans les exemples suivants, d’étendre cette équation aux systémes statiques faisant
intervenir la rotation.

D’ou la loi générale exprimant le principe des déplacements virtuels en statique :

N s
z Ftot 4 57 = 0

a=1

Exemples :
Levier.

Appliquons le principe des déplacements virtuels dans le cas du levier dans la figure 3.

N =d
Z Ftot 4 57 = 0

a=1

Dol c EYV

Fl .6771+F2 .6772 +C'8F0 =0 a, ___,—:::::: :::: SéT - 87'1
Et A

—F,.8r +F,.8m,+C.0=0 T A 4
Avec 87, F
ory = a,.660 et 6, =a,.00 ﬁz Figure 3

Finalement on retrouve Fi.a; = F.a,

Poulies coaxiales.
Si nous appliquons le principe des déplacements virtuels dans le cas de la figure 4.

N
Z FatOt.ST_:azpl.SFl‘l‘Pz‘SFz:O
a=1
D’ou
—P1.67'1+P2.87'2 =0
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Avec
87'1 = Rl' 89 et STZ = Rz. 69

Finalement on retrouve
Pl'Rl = Pz.Rz

Les résultats trouvés dans les deux exemples précédents
expriment I’égalité des moments de forces en cas d’équilibre.

Conclusion :

Le principe des déplacements virtuels (infinitésimaux) remplace
le principe fondamental de la dynamique et le théoréme du
moment cinétique dans le cas statique.

Figure 4.

Travaux virtuels en dynamique :

Dans le cas dynamique, en partant du principe fondamental de la dynamique
=m.a-= dt

F est la résultante de toutes les forces agissant sur le systeme etp est le quantité de
mouvement totale du systeme.

N N N
oo rtot . > > =
F= g Fy ; p= E Pa = Mg Vg
a=1 a=1 a=1

Donc, nous pouvons écrire
> B=n (>
LS )
a=1 dt a=1

N - —
> Rt =0
a=1

Qui peut étre ramené — d’un point de vue formel —a un probleme de statique.

Ou

Le Principe des travaux virtuels en dynamique appelé principe de d’Alembert est donc une
généralisation du principe des déplacements virtuels, nous I'écrivons sous la forme

N
Q. (Fet =) s =0
a=

Comme nous l'avons vu dans les exemples précédents, cette écriture est une projection
suivant les déplacements qui sont normaux forces de contraintes ce qui permet de les
éliminer, de fait, de I’équation du mouvement. En effet :

IE’vtot — IE’v + ﬁcontraintes
a —la a
Déplacements virtuels compatibles avec les forces de contraintes

S .
contraintes 2 —
Fy 01, =0

Nous obtenons finalement

N
Z (F,—Pg) 67, =0
a=1
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FORMALISME DE LAGRANGE

Exemples :
Masse glissant sans frottement sur un plan incliné.

Appliquons le principe des travaux virtuels a une masse ponctuelle glissant sans frottements
sur un plan incliné d’un angle B par rapport a I'horizontale.

N
Z (Fy—pg) e, =0 ici N=1
a=1

(ﬁ+5—ﬁ')-6r

Avec

e oe >
p*=m.x".é, et

-

0

&7 = 8x. e,

On voit bien que le déplacement virtuel est compatible avec (qui annule) la force de

contrainte C.

Ced7=0

Et
P e 87 = mg.sinB.5x

Finalement nous trouvons

mg.sinff.6x —m.x*".6x =0
Ce qui donne
x** =g.sinf

Masse glissant sur une trappe.

Dans la figure 6 une masse ponctuelle glisse sans
frottements le long d’'une trappe qui s’ouvre.
L'angle entre la surface de la trappe et la
verticale est donné par une fonction
6(t) connue. Dans ce probleme nous utilisons les
coordonnées polaires (r,6) comme le montre la
figure.

Comme précédemment, le principe de
d’Alembert s’écrit

(P+C—p")e67=0
Avec

e

p

Figure 6.

=md=m.(r*—r.0").8, +m.(2r'o° +r.0").&

Nous choisissons un déplacement virtuel est compatible avec (qui annule) la force de

contrainte C.

87 =6r.e, avec C =C.é

La projection du poids, dans ce cas est

P« 87 = mg.cos 0.8r

Et

predt=m(r*—r.0?).8r

Finalement nous trouvons

mg.cos0.8r —m.(r* —r.6°%).6r = 0
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Ce qui donne I'équation différentielle du deuxiéme ordre en r (6(t) étant une fonction
connue).
et —r.0% = g.-cos @

Remarquons que le déplacement virtuel compatible avec la force de contrainte noté 57 est
différent du déplacement infinitésimal réel dr du point matériel. En effet

d7 = dr.8, +rd6.é, + 67

Ce qui est trés important, comme nous le verrons par la suite.

Si nous souhaitons calculer la force de contrainte (ici la force de contact C), nous devons
choisir un déplacement infinitésimal dans le sens de la contrainte.

87 =1.86. é)g

En appliquant le principe des travaux virtuels
(P+C—p")ed# =0
En remplacant
[(mg. cos 6.6, —mg.sinf.¢éy) + (C.&g) — (m. (r" - r.9'2).§r +m.(2r°0° + r.@“).ég)]
«(r.80.85) =0

Ce qui donne
(C—mg.sin —m.(2r°6* +7.6°")).7.80 = 0

D’ou la force de contact
C =mg.sinf +m.(2r°'0* +r.6°*)

r(t) étant calculé a partir de I'équation différentielle précédente.

Déplacement virtuel compatible avec les forces de contraintes :

Dans les deux exemples précédents nous avons vu deux cas

Quand la force de contrainte est indépendante du temps le déplacement virtuel &7
compatible avec la force de contrainte est égal au déplacement réel dr, ce dernier étant
indépendant du temps.

Quand la force de contrainte dépend du temps le déplacement virtuel &7 est différent du
déplacement réel d7, ce dernier est alors fonction du temps.

Dans tous les cas de figure le déplacement virtuel 87 est indépendant du temps.
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lll. DESCRIPTION DU SYSTEME

Soit un systéme composé de N particules (points matériels) en interactions et subissant
éventuellement un champ extérieur, nous adoptons les notations suivantes :
Pour les masses

me, ; a=1,...,N
Pour les positions
7@t ; a=1,.,N
Pour les vitesses
R dry (t)
U (t) = Zlit i a=1,..,N

Degrés de liberté

Le nombre de degrés de liberté est définit comme étant le nombre d de parametres
indépendants permettant de décrire les positions, dans I'espace, des N particules composant
le systéeme.

En toute généralité, pour connaitre la position d’une particule il est nécessaire de définir
trois parameétres. Comme le systeme compte N particules, le nombre de parameétres est
donc 3N.

Cependant, en raison des contraintes qui peuvent exister dans le systéme, nous pouvons
trouver une (ou plusieurs) relation(s) qui relie(nt) certains de ces paramétres. Les 3N
parametres ne seront, donc, plus indépendants.

Posons k le nombre de liaisons entre ces paramétres, que nous écrivons sous la forme :
{7t =0; a=1,..,.N ; n=1,..,k

En fait, les relations de cette forme, qui relient directement les positions (et éventuellement
le temps) sont dites « liaisons holonomes ».

Dans ce cas, le nombre de degrés de liberté du systéme, c’est-a-dire le nombre de parametre
indépendants décrivant les positions est donné par :

d=3N—-k

Exemples

» Une particule (point matériel) libre dans I'espace posséde trois (03) degrés de liberté.

» Une particule libre astreinte a se déplacer sur la surface d’une sphére possede
(3—1=2) degrés de libertés.

» Deux particules libres dans I'espace ont chacune trois degrés de liberté donc le systeme
possede (3 x 2 = 6) degrés de liberté.

» Deux particules libres dans I'espace, liées par une tige rigide de masse négligeable
(forme d’un haltére) ont six degrés de liberté moins une liaison ce qui donne ((3 x 2) —
1=75) degrés de libertés.
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Coordonnées généralisées

Nous appelons coordonnées généralisées tout ensemble de d variables indépendantes,
notées qi,qz, ..., qq, Ppermettant d’exprimer les positions des N corps solides constituant le
systeme. La nature et la dimension de ces coordonnées étant indifférentes.

Les positions 7, sont des fonctions des coordonnées généralisées {q;} elles dépendent, ainsi,
implicitement du temps. Mais peuvent, comme nous le verrons dans certains cas, dépendre
explicitement du temps.

70 (q1, 92, -, qa, t) = T {q; 3 t) ; a=1,..,N ; i=1,..,d

Les coordonnées généralisées étant indépendantes les unes des autres

04, _

0;; estle symbole de Kronecker.

Les vitesses généralisées sont les dérivées par rapport au temps des coordonnées
généralisées.

. dg .
qi:d_tl 5 l:1,...,d
Les vitesses généralisées sont aussi indépendantes les unes des autres
aq;
_°=6U , L] = 1,.. ,d
aqj
Vitesses
Les différentielles
a 97 or,
di (a0 =) Sdg+Stde
1a({qi}, ©) 219q, 2T 5
D’ou, les dérivées
dr, d 97, 07y
v Sy .It sS=_5 o .+_ ) =1,---,N ) .=1,...,d
a0 ="Z30=) ST+t a ;

U,({qi},{q;},t) sont des fonctions des coordonnées généralisées {q;}, des vitesses
généralisées {q;} et peuvent dépendre explicitement du temps.

Les vitesses généralisées étant considérées comme des variables indépendantes des
coordonnées généralisées.
dq;

=0 ; Vv(@j)
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Propriétés
Premiére identité :

0%, 0 d 97, . oF,
. = . Z _q] +_

La dérivée partielle étant linéaire

0V, Zd 0 <6?a _>+ 0 (6@)
= — |9 | t5=\| 5

aq; j=10q; \dq; ) 0q;\ ot

Comme 7, ne dépend que des coordonnées généralisées {q;} et du temps t. Alors :

0 (07, a0 [07,
-|=—]=0 et -|—]=0
dq; \0q; dq; \ 0t

0V zd 01, 0q; zd 07y 5
aq; j=10q;9q; j=10q; "/

Tous les termes sont nuls sauf le terme ou (i = j). il vient alors

D’ou

0%, 0,
dq; 0q;

ov, 0 Zfd or, . o,
aqi aql j=1 aq] at

La dérivée partielle étant linéaire
07V, a 9 (o7, . d (07,
23 3o
Les variables étant indépendantes nous pouvons intervertir les dérivées partielles
0V, a 9 (or,\ . 0 (07, aq;
aq; B z]=16_q]<6_fh> U +a<a_qz> avee a_ql =0
Comme 07, /dq; est une fonction des coordonnées généralisées {q;} et du temps t.
d (07, a 9 (or,\ . 0 (o7,
ilae) =2 aa )+ ()
En comparant les deux termes il vient que

0%, d (0%,
dq;  dt\dq;

Deuxiéme identité :

10 Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique
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Remarque
» Dans le cas de liaisons holonomes « rhéonomes », les liaisons dépendent explicitement

du temps.
L{7ELt)=0; a=1,..,.N ; n=1,..,k

Dans ce cas les vecteurs positions dépendent explicitement du temps.
7(q1,q2) 90, ) =7,({q:}, ) 5 a=1..,N ; i=1..,d

» Dans le cas de liaisons holonomes « scléronomes », les liaisons ne dépendent pas

explicitement du temps.
L@&ED=0; a=1..,N; n=1,.,k

Dans ce cas les vecteurs positions ne dépendent pas explicitement du temps.
70 (@1, 92, 0y qq) =T {q;}) ; a=1,..,N ; i=1,..,d
» Déplacements virtuels &7, compatibles avec les contraintes, ne dépendent pas
explicitement du temps.
. d o7
o7, ({q:}) = Z a—a&h‘ ; a=1,..,N
i=104q;

Donc

» Sitoutes les liaisons sont scléronomes : 67, ({q;}) = d7,({q:}).

» S'il existe parmi les liaisons au moins une liaison rhéonome :  67,({q;}) # d7,,({q;}, t).
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IV. EQUATIONS D’EULER-LAGRANGE

Partons du principe des travaux virtuels de d’Alembert.

N R N R N
Z (B, — o) 87 = Z B, 87, — My « 87, = 0
a=1 a=1

a=1
Forces généralisées :

Y heon= ) fe(Y FEsa)= N heSioa
e 01, = °
a=1 “ “ a=1 “ i= 16611 i i=1 a=1 * aql

En définissant les forces généralisées par

Q_ZN £ 0Ty
L a=1 ¢ aCIi

N d
z Fy o 67, = z Qi-6q; (D
a=1 i=1

Nous avons

Equations de Lagrange :

ZN - _ZN dv, zd afa(s ZN d dv, afa6
a=1mava ra - a=1ma dt iz 1aql ql - a=1 i=1ma dt aql ql

Que nous pouvons réécrire sous la forme

T W W (L0 0 3 ST
a= 1mava ra a=1 adt (1 aql ql a=1 i=1 mav(x dt aql q

En utilisant les deux propriétés précédemment démontrées

v, 07, . v, d (a?a>
" = — e - — | —
dq; dq; dq; dt\dgq;

Nous trouvons

N e 6—) _ z z 61_7)6( 5 ZN a - a‘l_])aé\
a=1ma’va' ra - a=1 ma dt UC( aq ql a=1 i=1mava aql ql

Ou bien encore

D maiebi= 3 3 mel (G (e )| (e )|
e 1mava Ta = - dt aql Vg ® Vg aqi 21705 Va qi

Comme 7, ¥, = v2 et en inversant la sommation

meiedi= ) s Gmat) ) - et
a:1mava Ta = ie1 - dt aqi. Zmava aqi Zmava qi

Comme la dérivée est linéaire.

Y, matiesn= 2N (Xamet) ) o (X 5met))s
a:1mava Ta - i1 dt aqlo a=1 2 mava aql a=1 2 mava ql

12 Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique
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Le terme entre parenthése représente la somme des énergies cinétiques de toutes les
particules, qui est en fait I'énergie cinétique totale du systéme.

T = za 1Emava
N a [g
5% o &1 = ——(T
a=1mava 07y Zl ) i aql 94, ( )

En remplacant les équations (1) et (2) dans le principe des travaux virtuels de d’Alembert.

¢ |d(0 0 d
Zi=1 [E (aq; T ) B a_ql(T)] 6q; = Zi=1Qi' 8q;
zd i g T)|— i(T) - Q;i|6q; =0
i=1|dt\dq; aq; i|94i

Comme toutes les variations §q; sont indépendantes. Nous pouvons écrire

d 0
dt(@ql >_a_qi(T)=Ql

Qui est la forme premiere des équations de Lagrange.

Donc

8q; (2)

Ou encore

Cas de forces dérivants d’un potentiel :

Dans le cas ou toutes les forces agissant sur les particules dérivent d’un potentiel (sauf les
forces de contraintes de liaison).

ou
FpOt grad(Ua) ==

07y
U, sont les énergies potentielles des N particules.

QPOt = ZN ﬁpOt ° % = —ZN aUa ° 677“
t a=1 « aqi a=1 67*“ aqi
oU, /07, est une notation abusive, elle signifie que nous devons dérivées par rapport aux

composantes du vecteur position. En coordonnées cartésiennes, par exemple, cette
équation s’écrirait :

0Pt = — ZN (aUa 0xq  0Uq 0Yq %aza)
: a=1 axa aQi aYa aQi aZa aQi
Or
au, dx, N dU, 0y, N U, 0z, 0U,
Oxq 0q; 0y, 0q; 024 0q;  0g;

D’ou

QPO = _ZN dUq _ _a(zgﬂ Ug)
: a=1 0¢; 9q;

Comme la somme des énergies potentielles de toutes les particules est égale a I'énergie
potentielle du systéeme
N
T
a=1

13 Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique
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Il vient que
ont — _a_U
' 9q;
L’énergie potentielle U n’étant fonction que des coordonnées généralisées U({q;}).
En remplacant dans I’équation de Lagrange

i( 6.<T))—1(T>=—6—U

dt\dq; daq; aq;

Comme dU/dq; = 0 nous pouvons écrire

d (o) oL _
dt\dq;) dq;

Qui est appelée équation d’Euler-Lagrange ou équation de Lagrange. Avec

L=T-U

Qui est appelée fonction de Lagrange (ou Lagrangien) du systeme de N particules.

Potentiel généralisé :

Dans le cas plus général ou I'énergie potentielle est une fonction des coordonnées
généralisées q;, des vitesses généralisées q;, et explicitement du temps t.

Les forces généralisées (qui dérivent d’un potentiel) s’écrivent
oot 43U _ou
‘ dt\dq;) 0q;

L{q:}{qi} ) = T({aqi}{ai} ©) — U({q:}{qi3, 0)

Et le Lagrangien

Forces non conservatives :

d(0L) 0L
ac\aq;) "aq &

L({ql}ﬂ {ql.}' t) = T({ql}' {ql.}' t) - U({ql}r {ql.}r t)

Avec
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Force de frottement visqueux — Fonction de dissipation :

Prenons le cas ou les forces non conservatives sont des forces de frottements
proportionnelles aux vitesses des particules (cas de particules se déplacant dans un fluide).

o
frottement _ >4
E, o - _.Ba-va

Si nous définissons la fonction de dissipation pour la particule par:

1 2
Dy = Eﬁava
Alors
5 . oD
Fafrottement — _Vl_;’a(Da) = — af;’:

oD,/dv, est aussiune notation abusive, elle signifie que nous devons dérivées par rapport
aux composantes du vecteur vitesse de la particule d’indice a.

Calculons la force généralisée qui correspond au frottement visqueux

N 2 N r
frottement _ z [frottement 4 0Ty - _ Bo- U ® 01
' a=1 * 0q; a=1 e aq;
Comme
o, 0D,
dq; 0Jq;
Alors
N > N 2
frottement _ __ ﬁ D, e a& = _z laﬁ
- a*va e a .
: a=1 0q; a=1" 20q;

Ce qui donne

frottement _ _ZN a& = — oD
¢ a=1 aq; 3%’

Avec
N

D= D,

a=1

Est la fonction de dissipation totale du systeme.

Et I'équation de Lagrange s’écrit, dans ce cas :

d(0L) oL _ 0D .o
dt\dq;) dq; aq;

IV représente les forces généralisées non conservatives autres que le frottement visqueux.

N -
ncv _ Z Fnev o Ot
i 23

a=1 aqi
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V. PROPRIETES DU LAGRANGIEN

1. Le Lagrangien est une grandeur scalaire et les équations de Lagrange sont un systéme
d’équations scalaires.

2. Invariance d’échelle : Les équations de Lagrange sont invariantes par la multiplication
du Lagrangien par un scalaire avec ou sans unité.

3. Invariance d’origine : Les équations de Lagrange sont invariantes par I'addition d’un
scalaire quelconque au Lagrangien.

4. Le Lagrangien est une grandeur additive.
En effet, prenons deux systémes indépendants décrits par les fonctions de Lagrange
L,=T,—-U et L,=T,—U,
La somme des deux lagrangiens donne
Ly+L,=(Ty+T,)— (U, +U,)=T—-U=L
Qui est le Lagrangien du systeme total.

5. Invariance de jauge : Le Lagrangien est définit a la dérivée totale par rapport au temps
pres, d’une fonction des coordonnées {q;} généralisées et du temps.

_ e

L,
dt

Démonstration
Ecrivons les équations de Lagrange pour la fonction £'({g;},{q;},t).

d (oL oL d (oL 6L+ d( o (df) 0 (df)
de\dq; dq; dt q; dq; dt\dq; \dt dg; \dt

Calculons le terme
d{ 0 (df) d (df)
de\dq; \dt dg; \dt

Comme f({q;},t) est fonction uniquement des coordonnées généralisées et du temps.

a 9 d
aado =y Lag+La

Et la dérivée totale
af ¢ of , 9df
dt i=1 aql at

d( o (df) 0 (df)_ d( o Zd of .+6f 0 zd of .+6f
dt\oq; \dt) |~ aq;\dt) " dt\oq; \Luj-10q; U T at)) " ag\Lujor0q; T T Be
Comme les termes (af/aqj) et (df/dt) ne contiennent que les coordonnées

généralisées {q;} et le temps t. Leurs dérivées partielles par rapport a g; sont nulles. De
méme pour (qj/q; = 0). Reste le terme (q}/q; = §;;). D’ou

d( o (df) d (df)_ d Zd 6f5 Zd 0% f - 0% f
dt\aq; \dt) | " aq;\dt) ~ dt\Luij-19q; Y j=10q:09; U " aq.0t

16 Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique



MECANIQUE ANALYTIQUE FORMALISME DE LAGRANGE

Le terme
L
j=10q; 7 0q;
Et
d(@f)_zd 0% f .+62f
dt\aq;) ~ Luj=19q;0q; 7 " 9tdq;
Finalement

d( o (df) 9 (df)_ Zd 0% f - 0% f zd 0% f - 0% f )
de\0q; \dt) )~ aq;\dt) ~ \Luj=10q;0q, 7 dtdg, j=10q:0q; U " dg;9t) ~

d (0L oL d[oL\ oL
dt\dq;) dq; dt\dq;) agq;

Dong, les équations de Lagrange sont les mémes pour les deux Lagrangiens.

Et

6. Covariance des équations de Lagrange par changement du référentiel galiléen.

Démonstration
L =T —U estle Lagrangien dans un référentiel galiléen (0Oxyz).

[

L'=T' —U'" estlelagrangien dans un autre référentiel galiléen (0'x'y'z").

Cherchons une relation entre £ et L'.

Comme les deux référentiels sont galiléen, ils sont en mouvement de translation uniforme
(d = constante) I'un par rapport a I’autre, c’est-a-dire

Uy =TUg +U
Donc
vh =Bl e Bl = v2 4 2D, o U + u? avec Uy = dis/dt
Ce qui donne

D Y LR YN st
= —Mey. 7, = —Mey. D, me. *u —Myg.u
a=12 @ @ a=12 @ @ a=1 @ dt a=12 @

d (N U U
T’=T+—(Z my.7 -ﬁ)+z —m,. U
dt a=1 aa a=12 «

Comme 7, ne dépend que des coordonnées généralisées {q;} et du temps t. Le terme

Puis

N
D Madi i = F(a)0

Et le terme

N 1
Z —mg.u? = Constante
a=1 2

D’autre part, I’énergie potentielle étant indépendante de la vitesse (U’ = U).
Il vient finalement, que

df ({qi}.t)
=L4+—"=
dt
Or d’apres la propriété 5 que nous avons démontrée, les équations de Lagrange sont
invariantes.

L + Constante
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7. Covariance des équations de Lagrange par changement de coordonnées.
Démonstration

Soit le changement de coordonnées suivant {q;} - {Q;}.

Supposons la relation entre les anciennes et les nouvelles coordonnées connue

Qi({Qj}: t)

¢ 0 dq; ¢ 0qi . 949
d-=z ~d +—dt et -':—=z
qi j=1 aQ] QJ qi dt j=1 aQ] Q‘] at
Comme q; est une fonction des coordonnés {Q;} des vitesses {Q;} et du temps t.
A ¢ 9qi 9qi
dqi—zj 30,49 +Z,_ 0 ~aed0; + St de
Ecrivons maintenant le nouveau Lagrangien

L{e}{0;}t) =T - U = £{aq:}.{g;}.0)

Donc

Et
dL({e;}{ej}.t) = del{a} {4} O
Donc
oL d + d z 5o d + L4
En remplagant les dg; etles dqi dans le second membre de I'’équation
aLd oL —d +6 dt
;90 Q; + 2Q; Q5
oL aq, 0L 0q; oL dq; oL dq;
= ——tdt ——LdQ, + ;
20400, YT L, ;o w0q;00, Ut Ly 300

Z oL dq; oL

+

i 0q7 ot at

Les symboles ¥;; signifient que la somme se fait sur i et j.

Et en comparant terme a terme (les Q;, les Q; et t étant indépendants) il vient que

(0L 0L dg; oL dq;
a_Qj_ i a_qian+ i 0q; 0Q;
oL " 0L dq;

190 ~ i 3q;90;
oL aL dg; aL dq; 9L

(ot = Zu; 9q, oc + Lus aq; ot ot

En remplacant dans I'équation de Lagrange et utilisant

dq; =i<6qi> L LT
9Q; dt\oq; Q5 ~ aQ;

d<aL> aL_z 6qi<d<0L> 6L>_0
dt\oQ;) 0Q; 4L 9Q;\dt\dq;) dq;)

D’ou, les équations de Lagrange sont invariantes par changement de coordonnées.

Nous trouvons
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VI. SYMETRIES ET LOIS DE CONSERVATION

Impulsions généralisées :

Les impulsions généralisées p; sont définies par :
_ oL
aq;

L'impulsion généralisée possede la dimension :

» D’une quantité de mouvement si g; est une variable de translation (Exemple : particule
libre sur une droite, point matériel sur un plan incliné sans frottement (¢ = x))

» D’un moment cinétique si gq; est une variable rotation (Exemple : particule libre sur un
cercle, pendule simple (q = 0))

pi

Intégrales premiéres du mouvement :

Les intégrales premieres du mouvement sont des fonctions des coordonnées généralisées et
des vitesses généralisées (et éventuellement du temps) qui se conservent au cours du
mouvement.

F({q;},{q;},t) = Constante

F({q;},{q;}, t) sont des équation différentielles du premier ordre par rapport a la variable g¢;.

Coordonnée cyclique :

Une coordonnée généralisée qui n"apparait pas explicitement dans le Lagrangien mais dont
la dérivée par rapport au temps apparait (vitesse généralisée) est dite « coordonnée cyclique
ou ignorable ».

Si q; est une coordonnée cyclique alors p; est une intégrale premiere du mouvement.

Hamiltonien :
Le Lagrangien est une fonction des coordonnées généralisées, des vitesses généralisées et
peut aussi dépendre explicitement du temps. Sa différentielle s’écrit donc :

a 9L oL oL
dL({qh i) t) = zizla—%dqi + 57 a1 + gt

Et la dérivée totale par rapport au temps

dL_Zd oL .+6L “+6L
dt q;

2109, 1 T 8g ot
En utilisant I'équation de Lagrange

.
i

d(or\ oL
dt\dq;)  dq;

dz;_zd d(oLy . oL . oL
dt ~ Luiide\og: )T T ag T T e

.
i

e d Zd oL .\, oL
dt ~ dt\Luinoq: 1) o

2

On peut donc écrire

Et
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Donc
d Zd oL . _\__o
dt g )T T

On définit alors la fonction de Hamilton ou Hamiltonien par :

d L d
H{ad o0 =) ——ai-L=) pai-L
i=10(q; i=1

Remarque :

H({q;},{pr;},t) est une fonction des coordonnées généralisées {q;}, des impulsions
généralisées {p;} et éventuellement du temps, c’est-a-dire que nous devons remplacer tous
les {g;} que nous trouvons parleurs expressions en fonction des {g;} et des {p;}.

Propriété :
Si le Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps alors H ({q;},{p;}) est une intégrale
premiére du mouvement.

En effet, si
oL 0
at
Alors
d d 9L
%(Zl ,0q; a9~ L) t(}[({‘h}' ) =0
Et

H{qi}, {r:}) = Constante

Cas de contraintes ne dépendants pas explicitement du temps :

Si les contraintes ne dépendent pas explicitement du temps alors les positions des particules
et I'énergie potentielle du systeme s’expriment uniquement en fonction des coordonnées
généralisées {q;}.

Contraintes indépendantes du temps = 7,({q;}) et U({q;})

Dans ce cas
oL _ oT
dq; 0dq;
Avec
T = Z —m V2
o= 12 a*a
Comme
5 drac{qm Zd O .
a ; 1aql l
Et

. %_Zd oy . Zd or,
Ua— a a — ; 1aqlql ]:1aq]q]
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D’ou
- Z <zd 01y 0Ty, )
w12 oj=10q;0q; U

Si les positions 7,({q;}) ne dépendent pas explicitement du temps t alors I'énergie
cinétique du systéme T est une forme quadratique des vitesses généralisée {q;}.

Utilisons le fait que I'énergie potentielle ne dépend pas des vitesses généralisées U({q;}).

oL aT Z’V 1 avé_zl\’ 1 6( i)
0q;  0q;  Lug=1200q;  Lug=12 aq; e

i

En dérivant le produit scalaire (le produit scalaire étant commutatif)

oL aT ZN 1 <613a 5 L3 aﬁa> ZN 0y
= — = -m — o v, ® = my——®°7U
dq;  0q; Lug=12 “\dq; ¢ aq; a=1 0q; ¢

i

Or, nous savons que d’apres la premiére identité
0V, 01,
dq;  0dq;

oL  aT ZN oty z"’ {afa <zd 0Ty )}
= = moy—e°V, = m 53 ° PYSI Ji
dq; 9q; a1 0q ¢ a=1  (0q; j=10q;

En remplagant dans I'expression du Hamiltonien

=Y gwi-t= v, mel(X Sear ) (X s -
iz 1aqoql a= 1 i=1aqiql j=1aqjq}
<zd 0y > (zd ur ) L.,
— . [ ] —_— — 'l] [ 'l] — 'l]
i=1 aql QL k=1 aqk qk a a a

H=2T—-L=2T—-(T-U)

Donc

Le terme

D’ou
Finalement, nous trouvons :
H{qi}{p:i) =T+U =Ep,

Qui n’est autre que I'énergie mécanique totale.

Conclusion :

Dans le cas de contraintes ne dépendants pas explicitement du temps, alors :
L’énergie cinétique est une forme quadratique des vitesses généralisées, I’énergie
potentielle fonction uniquement des coordonnées généralisées et la fonction de Hamilton

da
H(ad ) =), pigi—L=T+U

Représente I’énergie mécanique totale du systéme, elle est constante si le lagrangien ne
dépend pas explicitement du temps.
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Théoréme de Noether

Nous avons vu auparavant que si g; est une variable cyclique, donc si elle n’apparait pas
explicitement dans le Lagrangien, alors, I'impulsion généralisée qui lui correspond p; =
0L/dq; estconservée durant le mouvement.

Le théoréme de Noether permet une généralisation de ce principe de conservation, en
reliant I'existence d’'une symétrie — qui induit une invariance du Lagrangien — a la
conservation d’'une grandeur physique liée a cette symétrie.

Enoncé du théoréeme

Soit un systeme défini par {q;} (i = 1,...,d) coordonnées généralisée. Nous pouvons définir
un ensemble continu de transformations en fonction d’un paramétre réel (s) de la forme

{q;} — {Q:(s)} avec {Q;(0) =¢q;} et (i=1,..,d).

Si le lagrangien reste invariant par cette transformation: L£({Q;},{Q;},t) = L({q;}.{q;}.t).
Alors, la quantité

d 9L d
e @D =), aq,;%

s=0
Est une constante du mouvement. Elle est appelée « Générateur infinitésimal ».

Démonstration
La différentielle du Lagrangien en fonction des nouvelles coordonnées

a 9L oL
AAQL (@0 = ) S+ g0 + 5

Le Lagrangien étant invariant par rapport au changement de coordonnée, alors sa dérivée
par rapport au parametre (s) est nulle.

dL B zd 0L dQ; N oL dQ;
ds i=100Q; ds ~ 0Q; ds

Le temps étant indépendant de (s).

Comme nous avons vu que les équations de Lagrange sont invariantes par un changement
guelconque des coordonnées généralisées, alors

oL d (oL

2Q; 5(60;)
e n ) =a ()
I () e o B DU B

Zd oL dQl C tant
= Lonstante
i=1 an. ds

D’autre part

En remplagant

Donc

En prenant la limite (s - 0)

d 9L d
g =y, =k

= constante
= 6qk ds

s=0
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En particulier :

Symeétrie de translation

Si la Lagrangien est invariant par translation d’une valeur s dans une direction donnée par le
vecteur unitaire 7, alors la composante dans cette direction de la quantité de mouvement
totale du systéme décrit par ce Lagrangien est conservée.

BFY 700 = 5, + s TLFDD = ﬁ-ﬁ:(Z” fe) + 7 = constante
a=1

Démonstration
En effet, pour un systeme de N particules, une symétrie de translation se traduit par
Iinvariance du Lagrangien quand on ajoute un méme vecteur (5§ =s.7) a tous les vecteurs
postions des particules (77 est le vecteur unitaire dans la direction de la translation). Dans ce
cas les vitesses des particules ne changent pas :

Translation § = 5.1 = (#, — Rq =7y +5.7) et (¥, = 74 — Rg = 73)

Invariance du Lagrangien par translation

L7} 753, 0) = L({Ro} {R} €)
Dans cette écriture nous avons pris comme coordonnées généralisées les composantes en
coordonnées cartésiennes des vecteurs positions (xg (a=1,..,N ; k= 1,2,3)) et les
vitesses généralisées leurs dérivées par rapport au temps (xﬁ,ﬁ (a=1,..,N ; k= 1,2,3)).

Et la transformation  (xk — Xk =xk +s.n*) et (xk — Xk =xk)

Ecrivons que le Lagrangien est invariant par la translation

dL({R.}.{R;}.t) z z oL dxk oL dxk | oLdt z Z oL dXxk
dS a=1 a=1

+— =
k=10Xk ds ~ axk ds Totds k=10XK ds
Cart et XX ne varient pas avec la transaltion.

dx¥ d(xk+s.n*)
ds ds B

N 3. 0L
T
a=14=k=10X}

En utilisant les équations de Lagrange

oL d (oL
axk  dt\oaxk

5L 4(L 5 )

Comme (6£/6X§ = p{;) sont les composantes en coordonnées cartésiennes des quantités
de mouvement des particules. Nous avons alors :

d N 3 d N . N
_<Z Z pgnk) = —(Z ﬁa L] ﬁ) =0 = Pe T_l) = (Z ﬁa) o ‘r_i = constante
dt a=14—k=1 dt a=1 a=1

le

D’ou

Donc
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Symeétrie de rotation

Si la Lagrangien est invariant par la rotation d’un angle 6 dans un plan dont le vecteur
unitaire normal est 7, alors la composante dans cette direction du moment cinétique total
du systéme décrit par ce Lagrangien est conservée.

N

L), G2}, 0) = L + 0.7 xTY (L) = Jei=(D

Ty X ﬁa> e 71 = constante
a=1

Démonstration

Soit un systéme de N particules, une symétrie de rotation se traduit par l'invariance du

Lagrangien quand on ajoute un méme vecteur (6.7 x7,) a tous les vecteurs postions des
particules (7 est le vecteur unitaire normal au plan de rotation).
Rotation d’angle ® = (7, — Ry = 7y + 0.7 x ) et (7 — Ry = 73 + 6.7 x 7y
Invariance du Lagrangien par translation
L7} 753, 0) = L({Ro} {R ) ©)
Ecrivons que le Lagrangien est invariant par la rotation

dL({R.},{Rs}.t) z z oL dX¥ oL dXk
do a=1

+— =
k=10Xk do ~ oxk de

t ne varie pas par rotation.
Les dérivées
axk d@, + 6.1 x 7))k S ok axk d@ + 0.1 x )k
= =M X7T)* =
do do do do

Ou I'exposant k représente la k-ieme composante. Donc

- k+
za 121(, 16Xk’ Ta)

En utilisant les équations de Lagrange

oL d (oL
axk  dt\oaxk

ZN 23 d (i x )k+6L
a=1 k=1dt an nx T'a an

Comme (9L£/dXk =pk) sontles composantes en coordonnées cartésiennes des quantités
de mouvement des particules. Nous avons alors :

d
é é pa(nx a)k+pa(nx a)k_o
a=1 k=1 dt

Les sommes sur les composantes k sont en fait des produits scalaires :

= @ x 7p)F

oL
X7k =0
X(n Ty)

a

Donc

(Fx 7k =0

N dp
Z Pa -(ana)+pa-(n><ra)—0
a=1 dt

Les vecteurs p, = m,v, et v, =7y étantparalléles, donc le produit mixte

'(nX a)_o
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Et I'autre produit mixte peut se réécrire de la forme :

N dﬁa — - ZN d = dﬁa
e(IX7,) = nelr,x—|=0
Zazl dt (R 72) a=1 <“ dt

d - - dF - =
E(raXpa) =d—:><pa+rax

Ce qui donne

D’autre part

dﬁa - dﬁa

_ = X —
FTIRRCRANPT:

N — d - - d N — - -
Za=1n . E(ra X Do) = E(Zaﬂn o (7, X pa)) =0

N
neJ=1tle (2 1Fa X ﬁa) = constante
a=

car @ |l Pe)

Et finalement

VIl. VARIATION SOUS CONTRAINTES

Exemple :
Cylindre plein roulant sans glisser sur un plan incliné. p
Condition de roulement sans glissement (Liaison holonome)| ~~ ’\v Figure 07.
x=R.0
Degré de liberté (01). Coordonnée généralisée (x).
Lagrangien
1 1
L=T-U-= Em.vz +§I.w2 —mg.h
Avec
v=x'" ; w=6" et h=-xsina
D’ou

2 10 .
L:Em.x +§I.9 +mg.sina.x

Nous avons pris I’habitude de remplacer 8° directement par sa valeur en fonction de x* que
nous déduisons de la liaison holonome (6° = x*/R). Nous pouvons, cependant, procéder
différemment.

Comme la condition de roulement sans glissement peut s’écrire  x — R.6 = 0. Nous pouvons

réécrire le Lagrangien sous la forme

1 2, 1 2 .
Lzzm.x‘ +§I.9‘ +mg.sina.x — A(x — R.0)

A est appelé « multiplicateur de Lagrange ».

Nous allons appliquer les équations de Lagrange comme si le Lagrangien était fonction de
deux degrés de liberté avec une inconnue supplémentaire qui est le multiplicateur de
Lagrange A. Pour ceci, nous écrivons les trois équations suivantes :

(d <6L) oL 0

dt\ox*) ox
4d<6£) oL
tdt 20°) " 90

x—R.6=0
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En dérivant, nous trouvons
m.x** —mg.sina+41=0
1.0°°—AR =0
x**—R.60°° =0

D’ou, en remplagant, nous retrouvons I’équation différentielle du mouvement et A.

_ g-sina _ g+ = g.sina _ 1= I.m i
1+ U/mR?) “R+(/mR) ' “mRrz 4175

Mais que représente A dans cet exemple ?

La premiere équation donne: mg.sina — A1 =m.x** .
La deuxieme donne: AR = 1.6"".

Ces deux équations représentent respectivement, les projections du principe fondamental
de la dynamique et celui du théoreme du moment cinétique.

A est donc la force de contrainte (frottement) responsable de la liaison holonome. Et A.R
représente le moment de la force de frottement responsable du roulement sans glissement.

En conclusion :

L’utilisation des multiplicateurs de Lagrange, dans le cas des liaisons holonomes, permet
de calculer I'expression des forces de contraintes qui donnent ces liaisons.

Généralisation :

Soit un systeme ayant D degrés de liberté (dans le cas le plus général pour N particules nous
avons D = 3N degrés de liberté).

Dans le cas ol nous avons k liaisons holonomes pouvant s’écrire sous la forme :
fh{g;3b,)=0; i=1,..,.D ; n=1,..,k

Nous pouvons utiliser D coordonnées généralisées, mais ces coordonnées ne sont pas
indépendantes (en fait, le nombre de coordonnées indépendantes est d = D — k).

Nous pouvons écrire le Lagrangien sous la forme

k
L({qi}{ai} ) = T{q:b{qi}©) —U{qib{qi} ) — Z 1/'ln-fn({qi}, t) avec i=1,..,D
n:
A, (n=1,.., k) sont appelés « multiplicateurs de Lagrange ».

La résolution du systeme de D + k équations suivantes

d (9L oL 1
at\ag: =94 i=1,..,

fng:3,0) =0 n=1,.,k

Permet de déterminer les équations du mouvement des D coordonnées généralisées q;(t),
et les k multiplicateurs de Lagrange 4,, qui représentent les forces de contraintes (ou les
moments de forces) responsables des liaisons holonomes.
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VIII. PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Soit un systeme mécanique possédant d degrés de libertés.

» L’état ou « la configuration » du systéme a chaque instant t est entiérement définit par
les coordonnées généralisées q;(t) acetinstant (i =1,..,4d).

» Nous représentons I'état du systeme a I'instant t donné par un point dans un espace
cartésien a d dimensions appelé « espace des configurations » du systeme.

» Le systéme évolue en fonction du temps, cette évolution est représentée par une
courbe dans I'espace des configurations.

On définit I'action par une intégrale du Lagrangien entre les instants t; et t,.

ts
Slq(©)] = f £({q), (g} ). dt

t1

L'action dépend des expressions des coordonnées généralisée en fonction du temps. C'est
une fonction des fonctions q;(t). Une fonction de fonctions est appelée « fonctionnelle ».

Dans l'espace des configurations l'intégrale définissant I'action dépend de la courbe
représentant les configurations du systeme, c’est une « intégrale de chemin ».

Principe de moindre action :

Nous postulons que les fonctions {q;(t)} quireprésentent I’état effectif (au cours du temps)
d’un systeme physique entre deux instants donnés t, et t, correspondent a la valeur
minimale de P'action (I'intégrale entre t, et t,).

Dans I'espace des configurations : ceci revient a dire que les configurations effectives, au
cours du temps, d’un systéme physique entre deux états donnés {q;(t;)} et{q;(t;)}
correspondent a la courbe dans I'espace des configurations pour laquelle I'action (intégrale
de chemin suivant cette courbe) est minimale.

Equation d’Euler-Lagrange :

Le principe de moindre action est un principe variationnel, car ici nous cherchons a
minimiser une grandeur donnée. En fait, nous cherchons les fonctions g;(t) qui minimisent
cette grandeur.

La forme intégrale de I'action implique que cette propriété des fonctions gq;(t) est une
propriété globale. Nous pouvons, cependant chercher une propriété locale des fonctions qui
lui est équivalente.

Supposons, dans un premier temps, que nous connaissons les fonctions g;(t) qui
correspondent au minimum de I'action entre deux instants t; et t,.

Alinstant initial t; etfinal t, les valeurs respectives q;(t;) et g;(t,) sont connues.
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Appliquons maintenant une variation infinitésimale « virtuelle et indépendante du temps»
8q; a ces fonctions mais en gardant les valeurs q;(t;) et q;(t,) constantes (état initial et
final fixés).

8q;(t;) = 6q;(t;) =0

Dans l'espace des configurations ceci revient a changer la courbe des états (I'intégrale de
chemin) mais en gardant le point de départ et le point d’arrivée fixes.

Ecrivons la variation de I'action qui en résulte

t2
55[q: (O] = & < f
t

1

£((ad a7, t>.dt)

Comme cette variation est indépendante du temps
t2

8S[qi®] =] 6L({q;}{q;},0).dt
t1

Avec

d 9L oL

5L({Qi},{ql'}:t)—zl 94, ——6q; + aqi.‘sql'
D’ou
t, ty
Slq:(®)] = f 2116 8q; . dt+f zl T —0q; .dt

Avec

d
8q; = a(&h)

En intégrant le deuxieme terme du second membre par parties

ftzzd aL(S'dt—ftz CL A sq.at
ty i=16q{ - B ts L1aql dt i

W e
- —| == )dq;.dt
[ iz 1aqo ql] -ftl i=1 dt (aq;) ql

Or puisque 8q;(t;) = 6q;(t,) = 0, le terme entre crochets est nul. D’ou :

tz tz aL
Slqi(®)] = f Zl ¥ -—38q;. dt—f Zl 1dt<6 >5qz dt
tz oL
Slq; ()] = J; Zl 1(6—%_a<6 >>5fh dt

L’action étant minimale, la variation infinitésimale 6S autour de ce minimum est nulle.

Slg:(®)] = fttzzl 1<T%_E<§i>>5ql dt

Les variables étant indépendantes, alors
oL d [(dL
dq; dt (ffql

D’ou, le principe de moindre action est équivalent aux équations (locales) d’Euler-Lagrange.

Et

>= 0 pour i=1,..,d

tz oL d (oL
Slq;(O)] = f L({q;},{q;}, ). dt = Spin d B E(aq?> =0
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