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MECANIQUE ANALYTIQUE CALCUL VARIATIONNEL

CALCUL VARIATIONNEL

. PRINCIPE VARIATIONNEL

Extrémum d’une fonction a plusieurs variables

Soit f(x) une fonction salaire a une variable réelle x. Pour que la fonction f(x) soit
extrémale en un point x, il faut que :

af
dx

X=Xo

Soit f(xq, x5, ..., x,) une fonction salaire a n variables x; (i =1,...,n). Pour que la fonction
f(x1, x5, ..., x,) soit extrémale en un point (x2,x9, ...,x%) il faut que :

df (xq, X9, o, Xp) = zi=16_xl-dxi =0

Si toutes les variables {x;} sont indépendantes, alors la somme précédente peut étre
remplacée par I'ensemble d’équations suivant :

=0 (Gj=1,..,n)

La résolution du systéme d’équations ci-dessus donne la les coordonnées (x?,x2, ...,x9) des
extrémums de la fonction f(xq, x5, ..., x,).

Exemple : Probléme du nageur — Principe de Fermat.

Un sauveteur se trouvant au point de coordonnées (0,a)
veut arriver au plus vite pour sauver un nageur qui se noie Y
au point (d, —b). Sachant que la vitesse v; du sauveteur sur

la plage (y = 0) est plus grande que sa vitesse v, dans ‘NS },,E|%§‘~
I'eau (y < 0). ll faut alors qu’il trouve le point (x,0) ou il doit ; :T-:‘"?\lu’:‘;
entrer dans l'eau pour atteindre le nageur en un temps - *i*}lk
minimum. i LI N

4 L8
! y*
)

Comme le mouvement du sauveteur est rectiligne uniforme S
sur la plage et dans I'eau

lLi=v.ty et I, =v,.10
Donc

l 1 l 1
tp =—=—+/x2+a? et t2=—2=v—\/(x—d)2+b2
2

V1 1N %)

Et le temps total pour arriver au nageur

1 1
t=t; +t, =—x2+a%+—(x —d)? + b2
U1 V2
Ce temps devant étre minimum, nous écrivons alors
dt

e
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MECANIQUE ANALYTIQUE CALCUL VARIATIONNEL

Ce qui donne

1 x N 1 (x—d) _o
Vivx2+a? Vz2./(x—d)%+ b2
Ou bien
1 x 1 (d—x)

vivx? +a?  V2./(x —d)? + b2
Nous retrouvons alors la loi de Descartes pour la réfraction de la lumiere
1

1
—sinf; = —sin6,
%1 %)

Equation d’Euler-Lagrange

Considérons une fonction scalaire y(x) d’une variable réelle x continue et dérivable dans
un domaine D de R.

Notons y'(x) = dy(x)/dx La dérivée de y(x) parrapporta x.
Définissons une fonctionnelle I[y] sous la forme d’une intégrale entre deux points x; et x,.

Iy@)] = f ),y (), %), dx

Tel que
fly(x),y'(x), %)

Est une fonction de y(x),de y'(x) et éventuellement une fonction explicite de x.

La fonctionnelle I[y(x)] est une fonction de la fonction y(x). C’est aussi une intégrale de
chemin qui dépend de la courbe représentant la fonction y(x).

En reprenant le principe variationnel que nous avons utilisé dans le chapitre précédent pour
minimiser I'action, nous pouvons écrire :

La fonction y(x) qui rend la fonctionnelle I[y(x)] (intégrale) extrémale est donnée par
I’équation d’Euler-Lagrange

X2 0 d /0
I[y(x)] = f f(y(x):y’(x)' x).dx = lextremum < % - a(a){/) =0

Remarque :

Les dérivées partielles df/dy et df/dy' sont calculées en considérant que les variables y
, ¥ et x de f sontindépendantes.
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Exemple : Géodésique dans un plan euclidien.

Cherchons le chemin le plus court entre deux points de appartenant a un plan euclidien.
Pour cela définissons une fonctionnelle sous la forme d’une intégrale entre deux points
(x1,¥1) et (x2,¥7).

Un déplacement infinitésimal dans le plan s’écrit

dl = dx.é, +dy.é, et dl= dx?+dy?

Posons y(x) une fonction de x qui définit la forme de la courbe qui minimise la distance
entre les deux points, dans ce cas

dy =y'.dx et dl:<’1+y’2’dx

La longueur de la courbe est donnée par l'intégrale

L[y]=fdl=fxz< /1+y'2)dx

Qui doit étre minimale. Donc la fonction

f(x),y' (x),x) = /1 +y'?

Doit vérifier 'équation d’Euler-Lagrange

IR

En dérivant, nous trouvons

d d

a(y’/ 1+y’2>=0 avec £=0

Ou
y'/ /1 + y'? = Constante
En prenant le carré de I'équation
c \1/2
[2 12 li
= (1+y?).C = = (—)
Yy =(1+y") v =(1—¢

Finalement

y' = Constante > y(x) =a.x+b

Qui est I'’équation d’une droite dans le plan.

Les constantes a et b sont déterminées a partir des conditions limites

{yl =ax +b
Yy, =a.x,+b
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Formule de Beltrami :

Dans la cas ou la fonction f(y,y’) ne dépend pas explicitement de x. Nous pouvons utiliser
la formule de Beltrami

af
f—yv = Constante

ay'
Démonstration
Calculons
d | of
d_<f IR )
x y
f(y,y',x) étant une fonction de y, de y’ et de x.
, o~y _Of af ., of
df(y,y',x) = aydy+ ay,dy +559%
Donc
df_af ,+af ”+af I_dy t Il_dy,
dx _ay” Toay? Tox Y =ax Y Tk

D’autre part

d(laf)_ Ilaf+ld(af)
dx Y ay’ —Y ay’ Y dx \oy'

d( ,6f)_6f ,+6f ”+6f ., Of ,d(af)
dx Y ay’ _ayy 6y’y dx y ay’ ydx ay’

D’ou

En utilisant I'’équation d’Euler-Lagrange

i_i(ﬁ) _ 0
dy dx\oay'
Nous trouvons
d , of _ af
= 5) =5

Dong, si f(y,y") ne dépend pas explicitementde x. df/dx =0 et

,6f_c tant
f yay,— onstante

Exemple : Géodésique dans un plan euclidien.

Dans I'exemple précédent, 'intégrant ne dépend pas explicitement de x.

Fy(),y' (x),x) = /1 +y?
D’ou la formule de Beltrami

9 ’ 1
f _ yl a}{’ = |1+ yIZ _ y’ Y = = Constante

J1+y’2 J1+y’2

Ce quiredonne y’' = Constante et y(x) =a.x + b.
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Il. METHODE VARIATIONELLE AVEC CONTRAINTE

Méthode des multiplicateurs de Lagrange pour une fonction a plusieurs variables.

Soit f(x1, X2, ) Xp) une fonction salaire a n variables x; (i=1,..,n). Pour que la
fonction f(xy, x5, ..., x,) soit extrémale en un point (x2,x9, ..., x9) il faut que :

n
df (x4, X5, ey Xp) = Zi=16_xidxi =

Si toutes les variables {x;} sont indépendantes, alors la somme précédente peut étre
remplacée par 'ensemble d’équations suivant :

=0 Gj=1,..,n)

Maintenant, si les variables {x;} ne sont plus indépendantes et vérifient la contrainte de
type holonome suivante

glxq,x3, .0, x,) =0

La solution du systéme d’équation précédent ne donne plus I'extremum de la fonction
flxq, xg, 0 Xp) .

La méthode directe consiste a exprimer une variable, x,, par exemple, en fonction des
autres variables x; (i=1,..,n—1) et de la remplacer dans la fonction f(xy, x3, ..., X).
Nous revenons ainsi a un ensemble de (n — 1) variables indépendantes, et la position de
I'extremum est redonnée par un systeme de (n—1) équations semblable au systéme
précédent.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange, utilise un paramétre u, appelé multiplicateur
de Lagrange, pour introduire la contrainte. Comme

n ag
dg(x1,xg, 0, xp) = z o, —dx; =0
i=1

Nous pouvons écrire pour n’‘importe quelle valeur de pu.

ag
df —p.dg = le(a‘ )d"i:"
L

Maintenant nous choisissons y de maniere a vérifier

of dg

=0
axn Moy, dx,

Les (n — 1) variables restantes étant indépendantes, il vient que

of dg

axl ,uaxl i=1,..,n-1)

Le multiplicateur de Lagrange u sera déterminé a posteriori par I'’équation supplémentaire
donnant la contrainte g(xy, x5, ..., x,) = 0.
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Exemple : Canette.

On cherche a calculer les dimensions (rayon R et hauteur L) d’un récipient cylindrique, pour
gue sa surface soit la plus faible possible pour un volume donné.

Donc, nous devons minimiser la surface S = 2nR.L + 2mR? en gardant un volume constant,
d’ol la contrainte V = wR?. L = Constante.

La méthode directe consiste a remplacer une des variables (R, L), par exemple

L=V/nR?
Puis a chercher le minimum de S.
2v , s 2v
S=?+27TR :Smin =1 d—R:—F+4TL’R=0

Ce qui donne

R =

2T

Ou encore, en remplagant V

L =2R

Dans la méthode des multiplicateur de Lagrange, nous gardons les deux variables (R, L) et
nous cherchons le minimum de

S—u.V=2nR.L+2nR? — u.wR%.L
D’ou les équations

S av
3R Har =0 {271L+47TR—;1.27TRL=0
aS aV_O 2nR — u.mR* =0
oL ML~
La résolution de ces deux équations donne
2 4
R=- et L=-
I I
Et en remplacant dans la contrainte (V = mwR?.L = Constante) nous trouvons u
l6m
3 —
=7
Ce qui donne finalement
vV 4V
R3=§ et L3:? donc

T EEEEETT

yr 2erer
(e

. HORSE

' ENERGY DRINK?

Laquelle de ces deux canettes est la plus proche
de la condition L = 2R ?
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Méthode des multiplicateurs de Lagrange pour une fonctionnelle.

Contraintes de type holonome.

Nous pouvons utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour chercher les
extremums d’une fonctionnelle a plusieurs variables y;(x) (i =1,...,n) (quisont en fait des
fonctions scalaires de x), dans le cas ou ces variables sont liées par une contrainte de type
holonome.

La fonctionnelle s’écrit
X

11, Y20 s ] = f Fy, 0. da

X
Tel que f({y;},{y;},x) est une fonction des variables {y;} de leurs dérivées {y;} par rapport a
x et peut étre fonction explicite de x.

La contrainte holonome s’écrit

g(yllyZI ---:yn,x) =0
Comme l'intégrale

X2
f I, Y2 s Yy x).dx =0
x

1

Alors les variables {y;(x)} (fonctions de x) qui rendent la fonctionelle extremale, donnent
aussi I'extremum de la fonctionnelle

2 yaenl = [ (P00 - (). g} 0).dx

u(x) estune fonction de x appelée multiplicateur de Lagrange.

Nous pouvons alors écrire les (n + 1) équations : (n) équations d’Euler-Lagrange plus une
(01) équation de la contrainte

Oh _d (o) _ oL
3y dx\ay; = i=1,..,n
g({)’i}:x)zo

Avec

Ay} iy x) = fQyih i) — n(). g{yi}, x)

la résolution de ce systeme d’équations différentielles donnent les (n) solutions y;(x) et le
multiplicateur de Lagrange u(x).

Exemple : Géodésique sur une sphére.
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Contraintes de forme intégrale.

Dans le cas ou la contrainte s’écrit sous une forme intégrale
X2
f g{yi}, {yi}, x).dx = Constante
X1

La position {y?} de I'extremum de la fonctionnelle

11, Y20 s ] = f Fy, 0. dx

Correspond a la position de I’'extremum de la nouvelle fonctionnelle
X2
Tz ) = | (P 00,0 = 190, 70)).dx
X1

u est le multiplicateur de Lagrange.

Nous pouvons alors écrire les (n) équations d’Euler-Lagrange

oh d <6h
dy;

= i=1,..
3y, dx ) 0 (i=1,..,n

Avec

h({yl}r {yll}lx) = f({yl}i {yll}'x) - “(x)g({YL}' {yll}) X)

Et en remplagant les expressions des solutions y;(x) en fonction du multiplicateur de
Lagrange dans l'intégrale donnant la contrainte, nous trouvons u(x).

Exemple : Corde pesante.

On cherche a trouver I'équation donnant la forme d’une corde ayant une densité linéique
de masse A =dm/dl et une longueur [. La corde est attachée a deux points de méme
hauteur (x =x,,y =0) et (x =—x,,y =0), tel que x est la position horizontale et y la
position verticale. La corde est soumise uniquement a la force gravitationnelle.

La grandeur a minimiser est I'énergie potentielle gravitationnelle de la corde

Ugravit :fdm.g.h

Xo
Ugeawe = 91 [ v-di = g1 [y, 14 y20.dx

D’ou la fonction qui doit vérifier I'’équation d’Euler-Lagrange est

f,y',x) = y-,/l +y'?

Or nous avons une contrainte sous la forme d’une intégrale

Xo
z=fdz=f /1+y'2(x).dx
—xy

Donc
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En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, la nouvelle fonction qui doit
satisfaire a I'’équation d’Euler-Lagrange est

h(y,y',x) = y.\/l +y'? —y.\/l +y?=(@—-p. [1+y?
1 étant le multiplicateur de Lagrange

Remarguons que la fonction h ne dépend pas explicitement de x, donc nous pouvons utiliser
la formule de Beltrami

!

ay’ -

h—y
a est une constante d’intégration, donc

2 ,-wy  y-p
_y e e
\/1+y’2 \/1+y’2

d — N2

y-m. [1+y

Donc

(y—w?=a*(1+y"?) =y

En séparant les variables
dy
=dx
VO —w?/a? -1

On fait le changement de variable suivant

u? =y —-w?/a® = u=@y-w/a et dy= adu

On obtient alors
du

= dx
uz—-1 a

En intégrant

1
arccoshu = a(x + b)

b est une deuxieme constante d’intégration, et donc

x+b
u:cosh( )

Et

x+b
y:a.cosh(T)+,u

Pour calculer les constantes nous utilisons les conditions limites
+b

X —Xg+ b
a.cosh( )+,u=0 et a.cosh(T)+,u=0

En faisant I'égalité des deux équations

{xo +b=-x9+b N {xo =0 impossible
x0+b:x0_b b=0

Et en remplacant dans les conditions précédentes

U = —a.cosh(xy/a)
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D’ou
y=a (cosh (2) — cosh ();—0))

La constante a est calculée a partir de la contrainte

X0 X0 X
l=f /1+y’2.dx: /1+sinh2(—).dx
%o —x a

Xo

= [ con@ar=fasm@] = 1=2eamn()

-Xg

Généralisation

Fonctionnelle dont nous cherchons I'extremum

0 ya eyl = | Fd 0. d

X1
Contraintes de type holonome
k contraintes de la forme
ga(J’LYZI---,yn,X) =0 (a=1,...,k)

Nous cherchons I'extremum de la fonctionnelle

Iy y2, ynl = fxxz (f({yi}. {yi}x) - zaﬂa (). g« ({yi}, x)) Ldx

Nous calculons les solutions y;(x) en fonction des u,(x). Et les multiplicateurs de Lagrange
sont calculés en remplagant y;(x) dans le systeme d’équation donné par les contraintes.

Contraintes de forme intégrale
k contraintes de la forme (K, sont des constantes)

X2
[Coaonmar=k  @=1..0
X1
Nous cherchons I'extremum de la nouvelle fonctionnelle

1yaeenl = [ (FOBLO0D =Y. hergad 3.0

Nous calculons les solutions y;(x) en fonction des pu,. Et les multiplicateurs de Lagrange
sont calculés en remplagant y;(x) dans le systeme d’équation donné par les contraintes.
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