FORMALISME DE LAGRANGE - INTRODUCTION - SOLUTION

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 01
FORMALISME DE LAGRANGE - INTRODUCTION

EXERCICE 01 :

N est le nombre de points matériels ou de solides. k est le nombre de liaisons (contraintes).

Le nombre de degrés de liberté (ddl) pour :

1. Particule (point matériel) libre dans I'espace.

N=1 ; k=0
Coordonnées généralisées : (x,y, z)
2. Particule libre dans le plan.

N=1 ; k=1

Coordonnées généralisées : (x,y)

3. Particule libre sur une trajectoire rectiligne.
N=1 ; k=2
Coordonnées généralisées : (x)

4. Particule libre sur une trajectoire circulaire.
N=1 ; k=2
Coordonnées généralisées : (0)

=

=

=

=

5. Particule libre sur une courbe plane f(x,y) = 0.
k=2

N=1 ;
Coordonnées généralisées : (x)

=

d=31-0=3

d=31-1=2

d=31-2=1

d=31-2=1

d=31-2=1
@

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021)

TD MECANIQUE ANALYTIQUE




FORMALISME DE LAGRANGE - INTRODUCTION - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

6. Ensemble de deux particules liés par une tige, libre dans I’espace.
N=2 ; k=1 = d=32-1=5
Coordonnées généralisées : (x,y, z) translation du centre de masse (a, 8) rotation autour du cdm.

7. Ensemble de deux particules liés par une tige, libre dans le plan.
N=2 ; k=3 = d=32-3=3
Coordonnées généralisées : (x,y) translation du centre de masse () rotation autour du cdm.

8. Particule se déplagant librement sur la surface d’'une sphere.
N=1 ; k=1 = d=31-1=2
Coordonnées généralisées : (8, ¢) coordonnées sphériques.

9. Particule se déplagant librement sur la surface d’un cylindre.
N=2 ; k=1 = d=32-1=5
Coordonnées généralisées : (¢, z) coordonnées cylindriques.

10.Solide indéformable se déplagant librement dans I'espace.
N=1 ; k=0 = d=61-0=6
Coordonnées généralisées : (x,y, z) centre de masse (a, 8,y) rotation autour du cdm.

11.Solide indéformable dont le centre de masse de déplace librement dans le plan.
N=1 ; k=1 = d=61—-1=5
Coordonnées généralisées : (x,y) centre de masse (a, 8,y) rotation autour du cdm.

12.Solide indéformable se déplagant librement dans le plan.
N=1 ; k=3 = d=61-3=3
Coordonnées généralisées : (x,y, z) centre de masse (y) rotation autour du cdm.
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EXERCICE 02 :
Energie cinétique T, énergie potentielle U et la fonction de Lagrange L, pour les systémes :

Figure 01 : pendule élastique

N RUNNNNNEIRNNRNRNINNNNNN

(k, L)

«Q,

Figure 01.

Nombre de degrés de liberté: d = 1

En prenant la coordonnée généralisée X I’élongation totale du ressort. L’axe (0Ox) étant vertical et
dirigé vers le bas le point d’origine est donné par I'extrémité inférieure du ressort quand il est vide
(point en noir sur la figure).

1
U =mgh+§kX2

Dans |’énergie potentielle gravitationnelle I'axe des hauteurs est toujours vertical et orienté vers le
haut.

Le choix de I'origine des hauteurs (origine de I’énergie potentielle gravitationnelle) est arbitraire.
Donc on peut choisir n'importe quel point comme référence a la seule condition que ce point soit
fixe.

En choisissant le point d’origine des hauteur au méme point que I'origine de I'axe (0x).
h=-X
Les deux axes étant d’orientations opposées.
1, o2
U=-mgX+ EkX
D’autre part, I’énergie cinétique est donnée par :
1 1

T =-mv?=-m.X*
va Zm

D’ou le Lagrangien

1 2 1,
L=T—U=Em.X' +mgX—§kX
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La condition d’équilibre est donnée par

oU(X)
X

X=Xsquilibre

Donc
—mg + k. Xsquitibre = 0

En notant, I’élongation (constante) du ressort a I’équilibre

Xsquilibre = Al
Alors, la condition d’équilibre s’écrit :
kAl—mg =0

En prenant la coordonnée généralisée x I’élongation (verticale) du ressort par rapport a la
position d’équilibre. L'axe (Ox) étant vertical et dirigé vers le bas le point d’origine est donné par la
position d’équilibre de la masse m (point en blanc sur la figure).

X=Al+x
Et

1
U=-mg(Al +x) + Ek(Al + x)?
1 1 1
U = —mgAl — mgx + EI’((AZ2 + x? + 2Al.x) = (kAl — mg).x + EkAl2 —mgAl + Ekx2
Comme la condition d’équilibre donne : kAl —mg =0

1 1
U= Ekx2 +§kAl2 — mgAl

Le terme constant dans I'énergie potentielle n’influe pas sur les équations de Lagrange et peut étre
omis.

1
U==kx?
> x
L'énergie cinétique
1 1
T = Emvz =g5m (AL + x)*?
Donc
T ==-m.x"?

Et le Lagrangien

En conclusion :
Dans le cas ol nous avons une élongation Al a I’équilibre due au poids mg de la masse m.

L'énergie potentielle est la somme des énergies élastique et gravitationnelle quand on utilise
I’élongation totale du ressort X.

1
U= —mgX+EkX2

On peut aussi I'écrire en utilisant uniqguement |’énergie potentielle élastique quand on utilise
I’élongation par rapport a I’équilibre x.

1
U == kx?
B X
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Figure 02 : pendule simple

o

«Q

m
h =
Figure 02.
Nombre de degrés de liberté: d = 1
Coordonnée généralisée : 8
Energie cinétique
T L
=—mv
2

La vitesse en coordonnées polaires étant

v=r'¢.+10°¢y avec  r =l = constante

Donc

1 1
= — . 2=_ 22
T Zm(lé?) 2mlé?

Le moment d’inertie du point matériel étant I = m.[? nous aurions tout aussi bien écrire

1 1
T = EI(UZ = Em.lze'z

Dans le cas de |a rotation d’un point matériel, on peut écrire

T—1 2 T==1
=5mu ou =5l

Mais dans le cas d’un solide indéformable

2

1 1
= Emv2 +Elw2

Energie potentielle
U =mgh

On rappelle que I'axe des hauteurs est toujours vertical et dirigé vers le haut et que le choix de
I’origine des hauteurs (point fixe) est arbitraire.
En choisissant I'origine des hauteurs le point de suspension du pendule (point en blanc).

h=—l.cosf
Et
U =mgh = —mgl.cos
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En choisissant I'origine des hauteurs la position d’équilibre de la masse (point en noir).

h=1—1l.cos@
Et
U =mgh =mgl—mgl.cos8

La différence mgl est constante et n’influe pas sur les équations de Lagrange.

Dans I'approximation des petits angles :
Développement limité au deuxiéme ordre au voisinage de la position d’équilibre 8¢ = 0
sinf = 0

cosf ~1—02%/2

D’ou le Lagrangien (en omettant les constantes).

1 1
T ] = —oj2g2 _ = 2
L=T-U 2mlé? 2mgl.9

Le Lagrangien d’un oscillateur harmonique a un degré de liberté (de coordonnée généralisée g) est
de la forme

Avec A et B sont des constantes positives.
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Figure 03 : Métronome
Nombre de degrés de liberté : 01

Coordonnée généralisée : 6

Energie cinétique

1 1 1 1
T =- 24 _MV? == 0°)%2 +=M(L.6*)?
va +2 %4 2m(lt9)+2 (L.8%)
Donc

1
T = E(ml2 + M12)6"?

Energie potentielle
U=mgh+ MgH = mg(+l.cos8) + Mg(—L. cos )

Avec

h=+l.cos@ ; H=—L.cosf
Nous avons choisi I’origine de la hauteur au point de fixation (axe de rotation) du pendule.
D’ou

U= (ml—ML)g.cos@

La position d’équilibre est donnée par

au(o) —0
96 0=0¢quilibre
D’ou
—(ml —ML)g.sinB¢q, =0
Et

Oequ =0 ou bOgqu=Tm

Le Lagrangien

1
L=T-U-= E(ml2 + MI12)6** + (ML — ml)g. cos 6

En utilisant I'approximation des petits angles autour de la position d’équilibre (Qéqu = 0) et en
omettant la constante g(ML — ml).

1 1
L= E(mz2 + M12)6*? —Eg(ML —ml).6?

Prenant la forme d’un Lagrangien d’un oscillateur harmonique pour

gML—-ml)>0
Ou
ML > ml
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Figure 04 :
Nombre de degrés de liberté : 01
Coordonnée généralisée : 6
Energie cinétique
Tzlm v? + —m,v? +lm v2 +lm v2
2 1Y1 2 2Y2 2 3V3 2 4Y4
Donc

1 1 1 1
T = Eml(lle.)z + Emz(lze.)z +5m3(l36')2 +Em4(l40')2

Et

1
T = E(mllf +myl3 4+ mylé + myl2)e?

Energie potentielle
U = myghy + mygh, + mgghs + mygh, Figure 04.

Avec
hy =+li.cos@ ; hy,=—-l,.cos@ ; hy=+Il3.sin6 ; hy=—l;.sinb

Nous avons choisi I’origine de la hauteur au point de fixation (axe de rotation) du pendule.
U = (myly —myly)g.cos 0 + (msls —myly)g.sin 6

La position d’équilibre est donnée par

ou(6) _ 0
96 0=0¢quilibre
D’ol
—(myly —myly)g.sinBeqy + (M3l — myly)g.cos Beqy = 0
Et
mls —myl,

tan Oggy = ————

N eau myly —myl;
Le Lagrangien

L=T-U

1
L= E(mllf + myl3 4+ mgld + myl?)0°% — (myly — myly)g. cos 6 — (msls —myly)g.sin 8
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Figure 05 :
Nombre de degrés de liberté : 01
Coordonnée généralisée : 6
Energie cinétique
1 1 1
T=mvi=-ml.6)2 = T=-ml26""?
2 2 (.6 2
Puisque I’élongation du ressort est nulle quand le pendule
est a la verticale, alors, la position d’équilibre est donnée
par B¢qu = 0 (position verticale du pendule).

Energie potentielle

1
U =mgh+zkx2

& p -

lcos @

LA AN A
VAV e

«Q,

Figure 05.

En choisissant I'origine de la hauteur au point de fixation (axe de rotation) du pendule.

h=-l.cos6 et x =Esin9

Donc

1
U = —mgl.cos 6 +§klz.sin29

Et pour des petits angles autour de la position d’équilibre (Béqu = 0)

sinf ~ 6 ;o cos@=1-—0%/2

Donc

1 1
U= —(mgl + Zklz) 6% — mgl

2
Le Lagrangien

2

1 . 1 1
L=T-U=-ml*0" —E(mgl+zklz)92 + mgl
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Figure 06 :

«Q,

Composition des
mouvements

Roulement sans glissement ~ F----1

Condition de roulement sans glissement : La distance parcourue sur le plan de contact (translation
du centre de masse) est égale a la longueur de I’arc de cercle sur le cylindre.

X =R6

Nombre de degrés de liberté : 01 (tige solidaire au cylindre)
Coordonnée généralisée : 8

Energie cinétique

T =MV? 4210 +2my?
—2 2(1) zmv

Avec I le moment d’inertie du cylindre plein

Condition de roulement sans glissement
y = —R0 = V=y"=-RE"
Les vitesses des différents corps ou points matériels doivent étre calculés par rapport au méme

référentiel. Ce référentiel doit étre un référentiel galiléen (le référentiel terrestre en est une bonne
approximation pour les expériences de courtes durées).

La vitesse du point matériel par rapport au référentiel fixe du sol (référentiel terrestre) est obtenue
en utilisant la loi de compositions des vitesses

{ Xy, = l.cos@ { Xy = —10°.sin@
Ym = l.sinf — RO Ym = 10°.cos 8 — RO*®
Et le carré du module de la vitesse

v? = x5 %+ y5% = (12 + R? — 2IR.cos 6).6">

Et pour de tres petits angles autour de la position d’équilibre (Géqu = 0)
cosf = 1

Cette approximation (grossiére) au premier ordre est faite expres pour obtenir le lagrangien d’un
oscillateur harmonique.

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 10



FORMALISME DE LAGRANGE — INTRODUCTION - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

Dans ce cas
v2 = (12 +R? = 2IR).0°* = (1 — R)2.6°*

Et I’énergie cinétique devient

1 1/1 1 1/3
202 2 o2 2 Nne2 2 2 2
= (= Z — R)Z. =_(ZMR —R
| 2MRH +2<2MR)9 +2m(l )%.0 2(2 +m(l ))9

Energie potentielle

U=mgh+ MgH = —mg(x,,)
Donc
U= —-mgl.cosb

En choisissant I'origine de la hauteur au point de fixation du pendule (centre de masse du cylindre).
Et pour des petits angles autour de la position d’équilibre (68, = 0)

cosf ~1—02%/2
Donc

1
U= Emgl.ez —mgl

Le Lagrangien

1/3 1
L=T-U= E(EMRZ +m(l - R)Z) 6°2 —Emgl.ez + mgl
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Figure 07 :

Figure 07.

Nombre de degrés de liberté : 02
Coordonnée généralisée : (x,0)

x : Translation du centre de masse de la poutre par rapport a I’équilibre.
0 : Rotation de la poutre autour de son centre de masse par rapport a I’horizontale.

Energie cinétique

1 1
T==-MV? +-]w?

2 2
1 o2 1 1 2 o2
T_ZMx +2(12ML)9

Energie potentielle
En utilisant les élongations des ressorts x; et x, par rapport a leurs positions d’équilibres
respectives, nous avons
1 2, 1 2
U= Eklxl +§k2x2
Le terme gravitationnel est éliminé avec le terme élastique comprenant les élongations a I’équilibre.

Comme
x, =x+16
{xz =x-1,0
Nous obtenons

1 1
U= Eklcx + l19)2 +§k2(x - 129)2

Et le Lagrangien
L=T-U

1 1/1 1 1
L(x,0,x°,0%) = EMx'z +§(EML2) 6> —Ekl(x +1,0)? — Ekz(x —1,6)?
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