FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 02
FORMALISME DE LAGRANGE

EXERCICE 01 : La machine d’Atwood
1. Nombre de degrés de liberté : 01

Coordonnée généralisée : x

Liaison holonome : x; + x, + mR = [ (fil inextensible)

h=0-
Liaison holonome : x, = R@ (le fil ne glisse pas sur la gorge de la poulie)
. :xl __7TR - X1.:__Jf hy = —x,
=X > X, =x et P
6 =x/R 6" =x"/R e %3
Energie cinétique
1 I

2 2 2
Le moment d’inertie du disque | = MR?/2

1 1 1
T==-m;(x])* +=-my(x3)? +=Iw?> = T=E(m1 +m, +—)x'2 .

Energie potentielle
U=myghy + mygh, > U=(my—my)g.x — (Ll —nR).mg

Le Lagrangien

1 1\
L=T-U =§<m1+m2+§M)x' —(my —my)g.x+ (I —mR).myg

L’équation de Lagrange

d 0L\ 0L d L)) + ¢ )g = 0
a(ax-)‘a—a (’”1*’”2*5 )x +imy=my)g =

D’ou I’équation du mouvement

_ mp; —Mmy
_m1+m2+M/2‘g

= constante

2. Equation horaire du mouvement
Le mouvement est rectiligne uniformément accéléré pour les deux masses et circulaire
uniformément accéléré pour la poulie.
1 m, —my
x= (m1+m2+M/2

> g).t2+x0

La vitesse initiale du systéme étant nulle (xg = 0).

D’ou

1 my,—m
( 2 L ).tz—x0+l—7rR

2
> g).t2+x0

(x1=l—7TR—x=—— g
my +my, + M/2
1( m, —my
x2= = -
my +my, + M/2
x__1< m, —my g)
B ==

Xo
2+ —
R

9 =

my +m, +M/2R

2
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 02 : Pendule élastique
1. Condition d’équilibre du systeme

Energie potentielle du systeme masse ressort (vertical). &\N m m

1
U =mgh+ Ek(Al + x)?

Al estI’élongation a I’équilibre (constante).
x est I’élongation par rapport a la position d’équilibre. Felast

h=—x
Position d’équilibre
La condition d’équilibre est donnée par

(x) P
dU(x

=0

dx | _
X=Xéquilibre

Donc

—mg + k(Al + xsquitibre) = 0
Comme  Xquilibre = 0, alors, la condition d’équilibre s’écrit : k.Al—mg=0

2. Lagrangien

Un seul degré de liberté : la coordonnée généralisée est (x) la position verticale par rapport au point
d’équilibre.

Energie cinétique

1
T = Emvz = Em.x'2

Energie potentielle

1
U=-mgx +§k(Al + x)?

On peut aussi écrire

1 1 1
U=-mgx+ Ek(Al2 + x% + 2AL.x) = (k.Al —mg).x + EkAl2 + Ekx2
En utilisant la condition a I’équilibre (k. Al — mg = 0)
1 1
T a2 4 T AJ2
U= 2 kx* + 2 kAl

kAI?/2 est un terme constant qui n’influe pas sur les équations de Lagrange. D’oll nous pouvons
écrire I'énergie potentielle sous la forme

Et le Lagrangien

3. Les équations de Lagrange

dt

dooLy o d . |
(3) ~ 52 = 3 (mx) = (=) =0

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 2



FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

D’ou I’équation du mouvement

x*+—x=0
m

4. Equation horaire du mouvement

L’équation du mouvement précédente est une équation différentielle du 2™ ordre de la forme
q +wi.q=0

Ou w, est appelée pulsation propre du systéeme.

Dans notre cas

La solution de cette équation est une fonction sinusoidale du temps pouvant avoir I'une des formes
suivantes :

Forme 1: x(t) = A.cos(wyt + @)

A et @ sontdes constantes d’intégrations déterminées a partir des conditions initiales.

Forme 2 : x(t) = A.sin(wyt + ¢')

A et @' =@ +m/2 sontdes constantes d’intégrations déterminées a partir des conditions initiales.

Forme 3 : x(t) = K;.cos(wgt) + K;.sin(wyt)

K, et K, sont des constantes d’intégrations déterminées a partir des conditions initiales.

Forme 4 : x(t) = Ay. b0t + 4, e7t@0ot

A; et A, sontdes constantes d’intégrations déterminées a partir des conditions initiales.

Prenons la forme
x(t) = A;.et@ot + A, e~ i@t
Dans ce cas
x* () = i.wo(Ay. e+t — A, e~ twot)
{x"(t) = —w3. (Ay. e"@0t + A, eiwol)

Nous retrouvons bien la I’équation différentielle précédente.

Appliquons les conditions initiales

{x(0)=d { Ai+4,=d

x*(0) = 0 i.we(A; — A,) =0 dou A, =4, =

En remplacant dans I'équation horaire

d, . .
x(t) = E(el'“")t + e~bwot) = |x(t) = d.cos(wot)l
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 03 :
1. Coordonnée généralisée.

Le point matériel se déplagant sur une droite donc le systeme posséde un (01) seul degré de liberté.
Coordonnée généralisée : Hauteur du point matériel z par rapport a I'origine prise au point B.

1 2 1 2
U= mgh+zk.XA +Ek.XB

Avec
h=z ; XA=(AB—Z)—IO ; XB=Z_IO
Donc
1
U(z) = mg.z+zk.{(l —z—1)%+(z—-1y)%}
Et

1
U(z) = mg.z+5k.(2.zz —2l.z+ 1+ 2.15 + 2lly)

La position d’équilibre est donnée par

WA s 2kn—k=0 o _L_mg
0z — Mg T er-Zo - 70757 0k

z=2z,

2. Elongation des ressorts a I'équilibre.

Il mg I mg
X0A=AlA=(l_ZO)_l0=§+ﬁ_lo ; XOB:AZB:ZO_ZO:E_ﬁ_lO
3. Ecrire le Lagrangien L du systéme.
L=T-U
1 1 ) 1 )
T = Em.vz = Em.z' et U(z) = mg.z+§k. (2.z2 =2l.z+ 1>+ 2.15 + 2lly)

1 1
L= Em.z'2 —mg.z—zk.(Z.Z2 —2Ll.2)

L’énergie potentielle étant définie a une constante preés.

4. Equation d’Euler-Lagrange du systéme.

d(aL) 612_0

dt\oz* dz

Avec
6£_ * > d(aL)— o t 6L_ 2k.z + kl
aZ.—m.z 7t \ag =m.z e Fri mg .Z

En remplacant
mz"*+mg+2k.z—kl=0

En utilisant la condition a I’équilibre (mg + 2k.z, — kl = 0), nous avons :

m.z" +2k.(z—25) =0
Nous définissons la positions par rapport au point d’équilibre par u =z —z; et u** = z*".
D’ou I’équation différentielle de I'oscillateur harmonique

2k
u*t+—u=0
m
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

5. La pulsation des oscillations libre.

Wy =+ 2k/m
Et la période des petites oscillations libres
T = 21 _ m
Wy - 2k
6. Application numérique :
[Aly=01m=10cm| ; [Alz=0,05m=>5cm)|

lwy =20 rad/s| ; [T =03145]
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 04 : Pendule simple h
1. Nombre de degrés de liberté : 01
Coordonnée généralisée : 6
Energie cinétique
1 1 1
T=-mv?=-ml.6)? = T=-ml*"?
> mv > m(l.6°) > m. 1“0

Le moment d’inertie du point matériel étant I = m.l? nous aurions
tout aussi bien écrire

1 1
T="Jw?==m.l120°>
zw 2mlG

Energie potentielle

U = mgh = mg(—L.cos )
L’axe de la hauteur est toujours vertical et orienté vers le haut.
L’expression de I'énergie potentielle (et du lagrangien) est déterminée a une constante prés selon le
choix de l'origine des hauteurs (origine de I'énergie potentielle gravitationnelle).
Ici nous avons choisi I'origine de la hauteur au point de fixation (axe de rotation) du pendule.

Le Lagrangien

1 2
L=T—U=§m.129' + mgl.cos

2. L’équation de Lagrange

d (0L oL d

. _—_—= — 20 _ (_ . _
dt<69'> dt(m'l 6°) — (—mgl.sin@) =0

a6
D’ou I’équation du mouvement

o° +%sin9 =0

Approximation des petits angles au voisinage de la position d’équilibre 6¢q, = 0

sinf = 0
L’équation du mouvement devient
9“+%9:o
Donc de la forme
q +wi.q=0

Et la pulsation propre

_F
0)0—7

Pour obtenir la méme équation différentielle, nous aurions pu faire I'approximation dans |’expression
du Lagrangien

cosf ~1—062%/2
Ce qui donne

1 1
L=T-U =Em.120' —Emgl.ﬁz + mgl
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

En appliquant I’équation de Lagrange, nous retrouvons

9"+%9=0

On rappelle I'approximation des petits angles :
Développement limité au deuxieme ordre au voisinage de la position d’équilibre 6¢q, = 0

sinf = 6

cosf ~1—062%/2

3. Equation horaire du mouvement

H(t) = Al' ei'“"’t + Az. e_i'wot
Dans ce cas
{ 6°(t) = i.wO(Al.ei'“’Ot - Az.e_i""ot)
0 (t) = —w3. (Ay.e"@¥0t + A,.e~t@ot)

Appliquons les conditions initiales

{ 0(0) =0 { A +4;,=0
6°(0) = Vo/1 Lw(Ay = Az) = Vo/1

T 2iw,. 1

d'Ofl A1 = —Az

En remplagant dans I’équation horaire

V el(})ot _ e—i.(l)ot
0(t) = — ( : )

wg. 1 2i

Donc

Vo
Wo-

a(t) = 2

l.sin(wot) avec wy =
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION

TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 05 : Métronome
1. Nombre de degrés de liberté : 01

Coordonnée généralisée : 6

Energie cinétique

1 1 1 1
T =- 24 _MV? == 0°)%2 +=M(L.6*)?
zmv +2 %4 2m(lt9)+2 (L.8%)

donc
1 2
T=§mu2+MLQ€

Energie potentielle
U=mgh+ MgH = mg(+l.cos8) + Mg(—L.cos )

Avec
h=+l.cos@ ; H=—L.cos@

Nous avons choisi I'origine de la hauteur au point de fixation (axe de rotation) du pendule.

Le Lagrangien

1
L=T-U= E(ml2 + MI2)6°? + g(ML — ml).cos 6

2. L’équation de Lagrange

%( ; 91;> - Z—g = %((mzz + ML2)6%) — (—g(ML — mi).sin§) = 0
D’ou I’équation du mouvement
. ML —-ml
0°° + gmsm 0=0
Dans I'approximation des petits angles
sinf = 0
L’équation du mouvement devient
. ML —ml
T A

Donc pour obtenir une équation différentielle de la forme
q" +ws.q=0

Dont la solution serait sinusoidale, il faut que

Et la pulsation propre des petites oscillations
ML —ml
Wy = _—
0= [T miz+ M2
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 06 :
1. Nombre de degrés de liberté.

Solide roulant dans le plan :
02 degrés de liberté pour sons centre de masse + 01 degré de liberté pour la rotation.

Contraintes : 02 contraintes.
Le cylindre est astreint a rouler dans une cavité cylindrique (courbe) + roulement sans glissement.

03 degrés de liberté — 02 contraintes = ]un (01) seul degré de Iiberté\.

Coordonnée généralisée : variable 8
2. Condition de roulement sans glissement.
Ro.0=Ryp = e

3. Ecrire le Lagrangien L du systéme.

L=T-U
1 2 1 2
T=§M.vcdm+zl.a) et U=Mghcgm
Avec
R 1
Veam = R —a).0° ; w=<p'=59' ; I=EM.a2 i hegm=—(R—a).cos@
Donc
1 g ez Lo
L=§M(R—a) .6° +ZMR .0°“+Mg(R — a).cos 6
Et

1 1
L= EM[(R —a)? +§R2].9'2 + Mg(R — a).cos@

4. Equation d’Euler-Lagrange du systéme.

d(aL) aL_O
dt\ae*) 06
Avec
oL 1 d /0L 1
— _ 2 _p2 . - — _ 2 _p2 oo
69‘_M[(R ) +2R].9 = dt(ae-) M[(R @) +5R?|.0
oL _ Mg(R —a).sin®
50 g a).sin

En remplacant

1
M[(R —a)? +§R2].9“ + Mg(R — a).sinf =0

D’ou I’équation du mouvement

1
[(R —a)? +§R2].9“ +g(R—a).sin =0

5. Cas des petites oscillations.

Pour les angles petits : sinf = 0

29(R—a)
" 2(R—a)? + R?

[(R—a)z+%R2].9"+g(R—a).0=0 S o=
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

La pulsation des oscillations libre

| 2g(R-a)
= DR-Z+R?

Et la période des petites oscillations libres

L2 [2(R—a)+R?
T oy T 29®-a
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FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 07 : Cylindre sur un plan incliné h
1. Degrés de liberté.

Nombre de degrés de liberté pour la translation : 01.
Nombre de degrés de liberté pour la rotation : 01.
Mais comme ces deux degrés de libertés ne sont

pas indépendants, donc nous avons un seul (01)
degrés de liberté.

2. Condition de roulement sans glissement

x = RO

Coordonnée généralisée : 0
3. Energie cinétique
1 1 1 1/1
T ==Mv?+=Iw? = =M(RO")? —(—MRZ)G'Z
My Holom =5 MRED) +5 (3

Le moment d’inertie du cylindre plein étant

1
I =-MR?
2
Et
x=RO = x*=R6"
Donc

1/3
r=3(GmRe)e
Energie potentielle

U= Mgh=Mg(—x.sina) U= —MgR.sina.0
L’axe de la hauteur est toujours vertical et orienté vers le haut.

Le Lagrangien

1,3 3 ,
L=T-U :E(EMRZ)B' + MgR.sina .6

4. L'équation de Lagrange

d (6£> oL d <<§MR2)9'>_ (MgR.sina) = 0

dt\ag*) 96 dt\\2

D’ou I’équation du mouvement

_ 2g.sina

0°° = 3R = Constante

Et

2
x**=RO*" = §g.sina = Constante

5. Nature du mouvement

Le mouvement du centre de masse du cylindre est un mouvement rectiligne uniformément varié.
Le mouvement du cylindre (un point quelconque du cylindre) par rapport a son centre de masse est
circulaire uniformément varié.

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 11
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EXERCICE 08 : Systémes oscillatoires libres a un degré de liberté
Figure 07.
1. Nombre de degrés de liberté : 01
Coordonnée généralisée : 0
Energie cinétique
1 1 1
T=mv:i=-m(.0°)2 = T==-ml%0"?
2 2 (.6%) 2
Energie potentielle

1 : i
U =mgh+ > kx? Figure07. ! m

En choisissant I'origine de la hauteur au point de fixation (axe de rotation) du pendule.

l
h=-l.cos6 et x :Esine

Donc

1
U = —mgl.cos 6 +§klz.sin29

Et pour des petits angles autour de la position d’équilibre (6, = 0)

sinf ~ 0 ;. cosO=~1-—6%/2
Donc
U—l( z+1k12)92 z
"2 mg 4 mg
Le Lagrangien

1 1 1
L=T-U =§m.129' —z(mgl+zklz)92 + mgl

2. L’équation de Lagrange

d (0L oL d 1
- _=Z_ 2py _ 2572 —
dt(ae-> 5 = ac ™Y ( (mgl+4kl )'9) 0

D’ou I’équation du mouvement

0+ (3 + k)e—o
L 4m)~

Donc de la forme

q +wi.q=0
3. La pulsation propre
4 k
Wy = |—+—
0 [ 4m
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Figure 09.
1. Nombre de degrés de liberté : 01 (tige solidaire au cylindre)

Coordonnée généralisée : 6

Energie cinétique

T—lMV2+1I 2+1 2
—2 2&) va

Avec I le moment d’inertie du cylindre plein

1 Figure 09. |
I =>MR? :
2
Condition de roulement sans glissement
y=RO8 = V=y"=RO"

La vitesse du point matériel (par rapport au référentiel fixe du sol) est obtenue en utilisant la loi de
compositions des vitesses

{ Xm = l.cos@ { Xm = —10°.sin 6
Vm = L.sin6 — RO Ym = 168°.cos 8 — RO"®
Et le carré du module de la vitesse
v2 = x5+ y% = (12 + R? — 2IR. cos 6). 6>
Et pour de tres petits angles autour de la position d’équilibre (Qéqu = 0)
cosf =1

Cette approximation (grossiére) au premier ordre est faite exprés pour obtenir le lagrangien d’'un
oscillateur harmonique. Dans ce cas

v2 = (12 + R? = 2IR).0°* = (1— R)2.0"*

Et I'énergie cinétique devient

1 1,1 1 1,3
T = = MR?9°? —(—MRZ)O'Z Zm(l —R)2.09°? :—(—MRZ l—R 2)9'2
2 312 +omi—R) 5 \gMR* +ml—R)

Energie potentielle

U =mgh+ MgH = mg(—x,,) > U = —mgl.cos 8
En choisissant I'origine de la hauteur au point de fixation du pendule (centre de masse du cylindre).
Et pour des petits angles autour de la position d’équilibre (6, = 0)

cosf ~1—62/2
Donc

1
U= Emgl.é’2 —mgl

Le Lagrangien

1.3 1
L=T-U-= E(EMRZ +m(l - R)Z) 62 —Emgl.Bz +mgl
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2. L’équation de Lagrange

d (aL> oL _d <<§MR2 +m(l —R)2)9‘> —(-mgl.6) =0

dt\ag*) 96  dt\\2
D’ou I’équation du mouvement
mgl
0 + 3 6=0
?MRZ + m(l — R)Z

Donc de la forme
Q" +w5.q=0
3. La pulsation propre

_ mgl
=13 2 2
7MR +m(l —R)

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021)
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EXERCICE 09 : Systémes oscillatoires amortis a un degré de liberté
Figure 10.

1. Nombre de degrés de liberté : 01

Coordonnée généralisée : 0

Energie cinétique
T = 1mv2 = 1m(l )2 = T= 1m 129°2
2 2 ' 2

Energie potentielle

1
U =mgh+zkx2

Figure 10.

En choisissant I'origine de la hauteur au point de fixation (axe de rotation) du pendule.

l
h=-l.cos6 et x :Esine

Donc

1
U = —mgl.cos 6 +§klz.sin29

Et pour des petits angles autour de la position d’équilibre (6, = 0)

sinf ~ 0 ;. cosO=~1-—6%/2
Donc

U—l( z+1k12)92 z
= (mgl+ mg

Le Lagrangien

1 1 1
L=T-U =§m.129' —z(mgl+zklz)92 + mgl

La fonction de dissipation
1

1
— 2 — o J2pe2
D—Zav Zal 0
2. L’équation de Lagrange
d /0L L aD d 1
el _ el 2pey _ [ _ 2572 — _nJ20°
dt(ae-> 90~ a6" gz (M0 ( (mgl+4kl)'0) al’

D’ou I’équation du mouvement

U

Donc de la forme

3. La pulsation propre

Le facteur d’amortissement
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Figure 11.
1. Nombre de degrés de liberté : 01 (tige solidaire au cylindre)

A w T

Coordonnée généralisée : 6

Energie cinétique

T—lMV2+1I 2+1 2
—2 2w va

Avec I le moment d’inertie du cylindre plein

1
I =—-MR?
2 P
Condition de roulement sans glissement 0

Figure 11. |
x=RO8 = V=x"=RO" !

La vitesse du point matériel (par rapport au référentiel fixe du sol) est obtenue en utilisant la loi de
compositions des vitesses

{ Xm = l.cos@ { Xm = —10°.sin 6
Vm = L.sin6 — RO Ym = 168°.cos 8 — RO"®
Et le carré du module de la vitesse

v2 = x5 +y% = (12 + R? — 2IR. cos 6). 6>

Et pour de tres petits angles autour de la position d’équilibre (Géqu = 0)

cosf =1

Cette approximation (grossiére) au premier ordre est fait expres pour obtenir le lagrangien d’un
oscillateur harmonique. Dans ce cas

v2 = (12 + R? = 2IR).0°* = (1— R)2.0"*

Et I'énergie cinétique devient

1 1,1 1 1,3
T = = MR?9°? —(—MRZ) 0°% + =m(l — R)2.0°2 :—(—MRZ l—R 2)9'2
2 t2\2 +omi—R) 22 +m(l—R)

Energie potentielle
1 1 1
U =mgh+ MgH +Ekx2 :mg(xm)+§kx2 = U= —mgl.cos 8 +§kR2t92
En choisissant I'origine de la hauteur au point de fixation du pendule (centre de masse du cylindre).

Et pour des petits angles autour de la position d’équilibre (Oéqu = 0)

cosf ~1—62/2
Donc

1
U= E(mgl + kR?).0% — mgl

Le Lagrangien

1.3 1
L=T-U-= E<EMR2 +m(l - R)Z) 62 —E(mgl + kR?)6?% + mgl

La fonction de dissipation

1 1 1
D= Eavz = Eax'z = D= EaRZH'Z

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 16



FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

2. L’équation de Lagrange

d 0L\ 9L D d (/3
_——_—= = J— — 2 _ 2 o | (_ 2 _ _ 2 e
( ) 90 90 dt <<2 MR? +m(l - R) )9 ) (—(mgl + kR?)0) = —aR?0

dt \ag*
D’ou I’équation du mouvement
. aR? . mgl + kR?
0°" + 3 0 + 3 6=0
7MR2+m(l—R)2 ?MRZ-Fm(l—R)Z

Donc de la forme
q*+25.q° +wi.q=0

3. La pulsation propre

mgl + kR?

Wy = 3

?MRZ +m(l —R)Z

Le facteur d’amortissement

B aR?
" 3MR2 4 2m(l — R)?

)
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EXERCICE 10 : Systémes oscillatoires forcés a un degré de liberté
1. Lagrangien

NN

Un seul degré de liberté : la coordonnée généralisée est (x) la position verticale
par rapport au point d’équilibre.

Energie cinétique

Energie potentielle

Et le Lagrangien

La fonction de dissipation

1
D=-av?=-ax"’
a > ax
Force généralisée
ZN 5 O .07
. = ° =3 = o —
Ql a=1 a aql Qx ax

Avec F = F(t).e, et 7 =x.é,, cequidonne: Q, =F(t)

2. Equation de Lagrange
d (61:) oL  dD
dt \ox*

d
o= 6x'+Qx > %(m.x)—(—k.x)=—a.x + F(t)

D’ou I’équation du mouvement

.ooa F(t)
Xt —=—x"+—x=—
m m m

Donc de la forme
q" +26.q" + wi.q = A(t)
Avec

o= |aw =22
m

La solution générale de I'équation différentielle précédente est une somme de la solution sans
second membre et d’une solution particuliére qui dépend de A(t).

x(t) = xz () +xp(t)

Toutefois, au bout d’un certain temps, la solution homogéne tend vers zéro  (xy(t) = 0). Nous ne
garderons alors que la solution particuliére xp (t).
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3. On donne une excitation sinusoidale :  A(t) = A,. e

D’ou la réponse du systeme est aussi de forme sinusoidale ayant la méme période Q

M OED L2
Xy et @ sontdes valeurs a déterminer.

En remplagant dans I’équation différentielle, nous avons

—02. X, e/ 4 25,00, X,. !0 4 2 X, et OH+0) = 4 oi0
Donc
Ag
(w2 — 02) +i.26Q

Xo. ei(p =

Les deux nombre complexes étant égaux, nous obtenons le module X, etl’argument ¢ :

Ao 260Q
Fol®) Vi —02)2 + 2602 e
4. Résonance
XO(-QR) = Xomax
Donc
dX,(Q) 1 2(—20) (w3 — Q%) + 8620 _
dQ 270 ((wZ - 02)2 + (260)2)3/2

Q=.QR
En annulant le numérateur

Q=0

2 02) _ 982 _
(Wi-0-26%)a=0 = (@2 — 02) = 267

La premiere valeur correspond a un minimum. Le maximum est obtenu pour la seconde égalité, d’ou

QR = ’O)g _252

On voit bien que pour obtenir une résonance il faut que le systeme vérifie

wo > V26

En remplagant la valeur de dans I'amplitude nous trouvons

Ao

26+ wg — 62
Jwi — 2682

)

Xomax = XO(-QR) =

Et le déphasage pour cette valeur

tan(gg) = —

5. Pour un amortissement trés faible (§ < w,)

Ap W

0 T
; Xomaxzm ; tan(¢R)z—7—>—°° = fPR*"—E
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EXERCICE 11 : Corde s’enroulant sur un mat

1. Degrés de libertés :

La position de la masse ponctuelle m est
déterminée par I'angle ¢ entre la corde tendue
a un instant t et I’axe portant la corde tendue a
I'instant initial (t, = 0), aisi que par la distance
séparant la masse du mat. Comme cette
distance peut étre donnée par la longueur de la
corde qui n’est pas enroulée autour du mat a un
instant ¢ donnée qui est elle-méme égale
a (r =1— R¢). Donc, un seul paramétre définit
la position de la masse m.

Le nombre de degrés de liberté est (01) et la
coordonnée généralisée que nous choisissons
est ¢.

Remarquer que la coordonnée ¢ n’est pas une coordonnée habituelle comme I’angle polaire 8 par
exemple, cependant nous pouvons l'utiliser pour résoudre le probléme d’ou I'appellation de
coordonnée généralisée.

2. Lagrangien:

Energie cinétique

1 1 1
T =—m1]2 =—m,’r2w2 = T =—m. (l _Rd))zd).z
2 2 2
Energie potentielle U=mgH=0 (hauteur de la masse constante)

Le Lagrangien

L=T-U =%m.(l — Rp)2¢p*?

L’équation de Lagrange
d oL oL d . .
ZEQ¢J‘5$—a#m1F*WV¢>—(ﬂmaa—R@¢ )=0

Donc

—2R.(I1—RP)P** + (Il —RP)2p* + R.(I—RP)p** =0

D’ou I’équation du mouvement

(1—RP)P* —Rp**> =0

Qui s’intégre une premiére fois, aprés la multiplication par 2(1 — R¢)¢*

(1 —Rp)2(2¢°9™) — (2Rp°(1 — Rp)). ¢** = %((l —Rp)?*¢?) =0

Donc

(1 — R$p)?¢** = constante

Qui n’est autre que I'énergie totale a (m/2) prés. En effet, la position et I'énergie potentielle de la
masse m ne dépendent pas explicitement du temps, d’ou le Hamiltonien du systeme est égal a
I’énergie mécanique totale. De plus, la lagrangien ne dépend pas explicitement du temps, alors cet
Hamiltonien est conservé.
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3. Equation horaire du mouvement

En utilisant les conditions initiales : (t, =0 ; ¢ =0 ; vy = L ¢pg)
Donc

(1 — Rp)2¢p*? = constante = v}
En prenant la racine carrée

(I - Rp)P* =,

En multipliant par (—R) et en intégrant par rapport au temps

f(l — RP)(—R¢p").dt = %(l —Rp)? = —Rvy.t+C

La condition initiale (t, =0 ; ¢ = 0) donne
Cc=1%/2
D’ou
(I —Rp)? = 2—2Rv,.t
Et

[ 1
¢(t) = E — E\/ lZ—ZRUO. t

4. Temps total du mouvement :

La masse s’arréte quand la corde s’enroule complétement autour du mat, c’est-a-dire :
r=1—Rp=0 ou ¢ =1/R.Danscecas

V12 —2Rvy.71=0

lZ
te 2Rv,

Et

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 21



FORMALISME DE LAGRANGE - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 13 : Systéme a deux poulies
1. Conditions de liaison (04) :

{ X2 = Rl' 91 . { x1 = R2.92
X, + x3 = C; = constante ’ x1 + x, = C, = constante
Et les vitesses
{Xﬁ =R,.60; _ {x{ =R,.0;
X, = —x3 X] = —X

2. Degrés de libertés : 02
Coordonnées généralisées : (x, X)

{ X2 == X
X2 + X1 =X
Donc
{ X, =X {91 =X/R, {92 = (x—-X)/R;
x1=x—X ! X3=C1_X ! x2=C2—x+X
En dérivant
R e R e
x;=x"=-X" "’ x3 =—-X"° ’ X, =—x"+X°
3. Lagrangien
Energie cinétique
1 2 1 2, 1 2, 1 51 2, 1 2
T = Emlvl +§m2v2 +§m3v3 +§Ila)1 +§M2V2 +§Izw2

Les vitesses
{ vi=x1+X,=x" _ {v3=x§=—X' _ { w, =07 =X"/R,

v, =x; +X; = —x"+2X° V,=X;=X* wy, =0; =x"—X")/R,
D’ou
T = %m1x°2 + %mz(—x' +2X°)% + %mg)('z +%;—}X'2 + %MZX‘Z + %;—2% x* —X*)?
Les moments d’inertie
1 2 1 2
L :EM1R1 H?; :EMZRZ

Nous trouvons

1 1 2 1 1 3 2 1 v
T:E(m1+m2+EM2>x +§(4m2 +m3 +§M1+§M2)X +E(_4m2_M2)xX

Energie potentielle
U = mlg.hl +m2g hz +m3g.h3 +M2.9H2

Avec, en prenant comme origine des hauteurs I’horizontale passant par I'axe de la poulie fixe.

{ hl = _(xl +X2) = —X . {h3 = —X3 = _C]_ +X
h2=_(x2+X2)=_Cz+x—2X H2=—X2=—X
Donc

|U = (my, —my)g.x + (mg —2m, — M,)g.X + constante
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Etle Lagrangien: L =T —-U
1 1 , 1 1 3 , 1
L:—(m1+m2 +—M2>x' +—<4m2 + mg +—M1+—M2)X' + - (—4m, — M,)x"X*
2 2 2 2 2 2
—(my —my)g.x — (m3 —2my — M) g.X

De la forme

1 2 1 2
L=-Ax?+-B.X?+Cx'X"—D.x—E.X

2 2
4. Equations de Lagrange
d /0L 0L
dt <6x') Tox
d /oL 0L _
ailox) ~3x=°

d(A *+C.X)+D=0
g7 A-x . =

d(BX'+C Y+E=0
dt . X =

D’ou le systeme d’équations différentielles

{A.x" +C.X"*=-D
C.x*+B.X"=-E

Dont les solutions sont

.. -DB+CE oo “EAFCD

X AB — C? ; ~ T AB - (C?

En remplagant

—2(m,; —my).(8m, + 2ms + M; + 3M,) + 2(—4m, — M;). (m3 — 2m, — M)
(2my + 2m, + My)(8m, + 2ms + M; + 3M,) — (dm, + M,)?

X

o = —2(mg — 2my; — M,).2mq + 2m, + M) + 2(—4m, — M;). (m, — my)
B (2my + 2m, + My)(8m, + 2m3 + M; + 3M,) — (4m, + M,)?

Qui sont des constantes, donc tous les mouvements sont uniformément variés.
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EXERCICE 14 : Systémes oscillatoires libres a deux degrés de liberté

Figure 16.
Lagrangien
Energie cinétique
1 1 1 1
T =—-mv?+-myv? =-m.x}> +=m.x}’
oMV T5 Ml =35 1 2 2

Energie potentielle

1 1 1
U= Ekxf +Ekx§ +EK(x1 — x,)?

Et le Lagrangien

1 1 1 1
L=T-U= Em(xiz +x3°) —Ekxf —Ekxg _EK(xl —x,)?

Equations de Lagrange

(d(oL) oL _ p
|@\ox T T [ - (= KGa —x) = 0
| 4 (9L _a_L= 4 ) — (—kxy + K(xq — =0
kdt<ax;> ax, 0 a7 (me2) = (= + Koy = x2))

D’ou le systeme d’équations différentielles
{mx{' +(k+K)x;—Kx, =0
mx5" + (k+ K)x, — Kx; =0
En posant les solutions particulieres de ces équations sous la forme :
{xl(t) = A;.sin(wt + @)
x,(t) = A,.sin(wt + @)
Et en remplacant dans les équations différentielles précédentes, nous trouvons
{ (k+K_mO)2)A1 _KAZ =0

Ce qui nous raméne a un systéme linéaire d’équation sans second membre qui n’admet de solutions
non nulles que dans le cas ou le déterminant est égal a zéro.
k + K — mw? —-K 22 2
=(k+K—-—mw?)"—K*=0
| -K k + K — mw? ( )
Ce qui donne
k+K—-—mw?=4+K
Dont les solutions sont

k k + 2K
J— ; wh=
m m

(x)f=

wy estla pulsation fondamentale et w;, est appelée harmonique.

En remplacant dans le systéeme d’équations linéaires nous obtenons

{pour w=wr : A =4,
pour w=w, @ A =-4,
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Et la solution générale est une somme des deux ondes
{xl(t) = Ay. sin((uft + gof) + Ay.sin(wpt + @p)
x,(t) = Af. sin((uft + gof) — Ap.sin(wpt + @p)

Les constantes Af, Ap, @f, @ sont calculées a partir des conditions initiales x1(0),
XZ(O)J XI(O)» xi(o)

Figure 17.
Positions des deux masses

Vi V2
{xl = l.cos 6, _ {xz =l.cos 0, + l.cos 0, .sin 64 !
y; = L.sin 6, > |y, =Lsin6; + l.sinb, i i
Les vitesses des deux masses l.cos 6, 6, L i
{x; = —16].5in0, {x; = —1.(6;.sin 8, + 65.sin 6,) i !
y; = 107.cos 6, ’ y5 = 1.(61.cos 6; + 05.cos 6,) . [.sinf, i
X117 Mm@ |
Et le carré de leurs modules ) l i
vi=x;" +y;% = 12077 L. cos in 02
v =x3% +y3% =12 (91'2 + 037 + 260365 (cos 6, cos B, + sin 6; sin 92)) oC VT m
Ou i
vi =x3% +y3° = 12(6;% + 05° + 260;6; cos(6; — 65)) '
Lagrangien
Energie cinétique
1 2 1 2 1 2 pe2 1 2 2 o2 one
T = S Mvy + SMav; = Eml .01 +§ml (67 + 65° + 20763 cos(6; — 65))
Energie potentielle
U= mlg. hl + ng. hz
Avec
h, =—-x; =—-l.cosf, ; h,=—-x,=—1.(cosB; + cosb,)
Donc

U = —mgl. (2 cos 6, + cos 6,)
Et le Lagrangien

1
L=T-U-= Emlz. (26;% + 65 + 260;6; cos(6; — 6,)) + mgl. (2 cos 6, + cos 6;)

Pour des angles tres petits, nous pouvons faire les approximations suivantes
cosf; ~1—0%2/2 ; cosf, ~1—0%/2 ; cos(B;—0,) =1

Et le Lagrangien

1 1
L= Emlz. (26;% + 65 + 26;6;) — >mgl. (262 + 62) + 3mgl
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Equations de Lagrange

(d(9L)_oL _ J

Jde\o6; 96, " = (2. (267 +6) — (~2mgl.6,) = 0
=

kdt(@@;) a0, 0 dt( (65 +67)) — (-mgl.6,)

D’ou le systéme d’équations différentielles
{21.9{' +1.65°4+29.6, =0
1.0 +1.6;,°+g.6,=0
En posant les solutions particulieres de ces équations sous la forme :
{Bl(t) = A;.sin(wt + @)
0,(t) = A,.sin(wt + @)
Et en remplagant dans les équations différentielles précédentes, nous trouvons
{Z(g —lw?).A; — lw?.4, =0
—le.Al + (g - la)z).Az = 0

Ce qui nous raméne a un systéme linéaire d’équation sans second membre qui n’admet de solutions
non nulles que dans le cas ol le déterminant est égal a zéro.

‘Z(g_lwz) b= 2010 - (-l = 0

l g — lw?

Ce qui donne
V2(g — lw?) = +lw?

D’ou les pulsations propres (fondamentale et harmonique).

o = V2 \/g A V2 g
AR WY S ) R N W VR A

En remplacant dans le systéme d’équations linéaires, nous trouvons

pour W = Wy ; A, = +\/§A1
pour w = Wy ; A, = —\/fAl
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EXERCICE 15 : Singe et bananes
1. Schéma ci-contre

2. Contrainte
(h—2)+d@)+h—-2z)=1

Que nous pouvons réécrire

|z =2h—1—2z+ d@®)]

3. Nombre de degrés de liberté : 01.
Coordonnée généralisée : z.

4. Llagrangien

Energie cinétique

T = 2mv? + = MV
2™ Ty
Avec
{v =z"=—-z"+d"(t)
V==z

Donc

1 1

T = Em(z' —-d*)? + EMZ'Z
Energie potentielle U = Mghsinge + Mghpananes
U= Mgz+mgz' = |U=(M—m)gz+mg.d(t)+mg(2h—l)|

Le Lagrangien

1 1
L=T-U-= Em(z' —d*)? +§MZ'2 — (M -—m)gz—mg.d(t) —mg2h —1)

5. L'équation de Lagrange
d oLy 0L d
%(az.> 9z =a(m(z —d)+Mz")—(—(M —m)g) =0

Donc
m(z®* —d*)+ Mz +(M—-m)g =0

D’ou I’équation du mouvement

|(m +M).z"-m.d” = (m—M)gl

En intégrant une premiére fois, nous trouvons
(m+M).z-m.d*=(m—-M)g.t + C;
C; est constante d'intégration que nous déterminons a partir des conditions initiales
(t=0;z(0)=0;d(0)=0) (systéme au repos)
D’ol
Cl = 0
Et donc
m+M).z’-m.d* =(m—M)g.t
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En intégrant une seconde fois

(m+M).z-m.d(t) =%(m —M)g.t? + C,

C, est constante d’intégration que nous déterminons a partir des conditions initiales

(t=0; 2(0) =z; d(0) =0)
D’ou
CZ = (m +M).Z0
Et donc
1
(m+M).z-m.d(t) =E(m—M)g.t2 +(m+ M).z,

Nous trouvons finalement

M g —d)
m+M? Tt M

1
z(t) = E

6. Pour m=M:
1
z(t) = z, +§d(t)

La séparation verticale
Az=2z"—z=2h—-1-2z+ d(t)
Donc

1
Az=2h—-1-2 <Zo + Ed(t)> +dit) = |AZ = 2h — | — 2z, = constante

7. Danslecas m > M avec z(0) =h/4,l=h et d(t) =a.t? avec a = Constante > 0.

(t)—lm_M 2y
A= ommdt T i m®

tZ

Et
Az=27 —z=2h—-1-2z+ d(t)
Donc

Az =2h—1 2(1m_M 2y
Z= 2m+M9t T T M

m—-M h
4=
ey ACRC L

Le singe atteint les bananes quand cette séparation verticale s’annule, c’est-a-dire a :

. h(m+M> 1 ¢ b= h(m+M) 1 ( ible)
7 12\m—-M gta ¢ 27 2\m—-M/g+a {mposstbie

a.tz) + a.t?

Az = —

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 28



