CALCUL VARIATIONNEL - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 03
CALCUL VARIATIONNEL

EXERCICE 01 : Probléme du nageur.

Comme le mouvement du sauveteur est rectiligne
uniforme sur la plage et dans I'eau y

l1 = vl.tl et lz = vz.tz

l 1
t; =—=—+/x2 + a2

V1 1

Donc

Et

l 1
t,=—==—(x— d)? + b2

v, Uy
Et le temps total pour arriver au nageur

1 1
t=ti+t=—- x2+a2+v—\/(x—d)2+b2
2

1

Ce temps devant étre minimum, nous écrivons alors

dat 0
dx
Ce qui donne
1 x N 1 (x—d) _o
Vivx?+a? Vz2./(x—d)?+b?
Ou bien
1 x 1 (d—x)

vV +a? V2 [(x— d)? + b2

Nous retrouvons alors la loi de Descartes pour la réfraction de la lumiére

1. 1.
—sinf8; = —sin6,
U1 V2
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CALCUL VARIATIONNEL - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 02 : Principe de Fermat.

1. Le principe de Fermat stipule que le temps de parcours de la lumiére est minimum entre deux
points. La vitesse de la lumiére dans un milieu d’indice n étant

o dl
vE n(x,y) dt
Donc
1
t= Efn(x,y).dl
Avec

dl = \Jdx? + dy? = dx /1 +y'?

D’ou la fonctionnelle
X2

1
tly(x)] = Ef n(x,y). |1+ y'%.dx

X1
Tel que la fonction

12

f.y',x) =nlxy). [1+y

Doit vérifier I’équation d’Euler-Lagrange pour que la fonctionnelle précédente soit minimale.

T

2. Enprenant:

n(x,y) =Jnyg—a.x*> avec (ng>1eta>0)

Nous avons
f(yly,:x)zvno_a'xz' 1+y’2
En dérivant
0 ! 0
—f,=\/n0—a.x2y— et —f:0
dy 2 dy
1+y
Donc
d /0
() =0
dx \dy'
Et

a !
a—f, =/ny — a.x? - b = constante
Y /1 + y’2
La constante b est déterminée a partir des conditions initiales :
A t=0; x=y=0 et y'=tana = 1+4+y*=1/cos?a

Ce qui donne

b = /ngy.sina
yl
Ny — a.x? ———== /ny.sina

’1+y’2

Donc
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Et I'’équation différentielle du premier ordre est donnée par :
(no — a.x?).y"”* = (1 +y'*).ny.sin a
(ng.cos® a — a.x?).y'* = ny.sin®a

Donc

. dy \/Ng.sin? a
y = —=

dx \[ng.cos? a —a.x?
D’ou l'intégrale
1

" ng.cos?a

dx

=tana.

En posant le changement de variable

a ng.cos? a
—X dx = |———
Ng. COS% a a

<
I

I
U
N

L'intégrale précédente s’écrit

o 1 ng . )
y = sm 2 =2 sin a . arcsinh(u) + constante
—u

ng
y = ’ sina . arcsinh —Zx +c
a ny. cos? a

Et

Conditions initiales

Finalement
ng . a
y = |—sina.arcsinh >
a Ng. COS? a
3. Représentation :
y
sinh(u)
/,
/7
’ ,’
/7 ’
/ 7’
’ e
L .
S arcsinh(u)
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EXERCICE 04 : Brachistochrone.
1. Cherchons la courbe dans le plan qui permet d’obtenir un temps de parcours minimum

dl 1
=— :;\/dxz + dy?

v
La vitesse est remplacée par son expression en fiction de la hauteur en utilisant la conservation de
I’énergie mécanique totale (frottements nuls)

dl=v.dt dt

1
Em=§m.v2+mgh:mg.y0 avec h=y

v=y29.(yo =)

Le temps de parcours est donné par la fonctionnelle

D’ou

1+y’2

Pour obtenir le minimum de cette fonctionnelle il faut que la fonction f(y,y’, x) vérifie I'équation
d’Euler-Lagrange

1+y’2

Yo=Y

f.y'x) =

Comme f(y,y') ne dépend pas explicitement de x, alors nous pouvons utiliser la formule de
Beltrami.
Of _

F =Yy T

a

a est une constante d’intégration, donc

’ ,2

1+ y ) yl 1
-y =a =

Yo—Y)Y /1+y,2 Yo—y
1 1
=a? et 1+y'?

(1+y?*)yo-y)
En utilisant le changement de variable y’' = tan(6/2)

11
cos2(8/2)  a?(y, —y)

1,8
-t )

D’ou

14+y7% =

Donc

En utilisant 2 cos?(8/2) = 1 + cos 8

1
Y =Yo _ﬁ(l + cos 0)
Et la dérivée y' s’écrit
, _dy dydé

9) 1 do
Y T dx 46 dx

y =tan(§ =ﬁsm0.a

Socle Commun Deuxiéme Année Licence Physique (2020/2021) 4
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En inversant et en utilisant sin8 = 2sin(8/2).cos(6/2)

1 0
dx = ﬁcos <E)'d9
Comme 2 cos?(0/2) =1+ cos@
1
dx = ——(1+cos6).d6
2a
Et
1 .
x = 2—612(0+sm0)+b

La trajectoire est alors donné par les équations paramétriques (en fonction du parameétre 9 )
suivantes :

1 .
X = 2—(12(0+Sln0)+b

1
=y, - —(1
Y=Y 2a2( + cos 0)

a et b sont des constantes d’intégrations déterminées a partir des conditions limites.

Conditions limites

(x=0,y=y0)
D’ou
1
0=—(@+sind)+b
2a? -
> 0O0=+4m et b=+—
1 2a2
y0=y0—ﬁ(1+c059)
s
(x =x9,y =0) avec Xo =5 Yo
D’ou

1 ) T
Xo= 550 +sind) +-— 1

2a 1 2a = 0=0 et y=—
Ozyo—ﬁ(1+c059)

Finalement, nous trouvons
x = &(T[-I-@ + sin @)
Zyo avec —m <6<0
y== (1 —cos8)

Ouenposant m+ 60 =¢

x= 22(¢ —sing)

y=%(1+cos¢)

avec 0<¢p<nm

Ces équations paramétriques représentent un arc de cycloide.
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EXERCICE 05 : Chainette.
1. Contrainte sous forme intégrale : La longueur de la corde est constante.

z=fdz=f /1 +y'2(x). dx
%

2. Llagrandeur a minimiser est I’énergie potentielle gravitationnelle de la corde
Ugravit = f dm.g.h

Xo
Ugravic = 92 f y.dl = ga f Y (). /1 (0. dx

D’ou la fonction qui doit vérifier I'équation d’Euler-Lagrange est

o,y x) =y. /1 +y'?

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, la nouvelle fonction qui doit satisfaire a
I’équation d’Euler-Lagrange est

Donc

h(y,y',x) = y.\/l +y'? —y.\[l +y?=(y—p. [1+y?
W étant le multiplicateur de Lagrange

Remarquons que la fonction h ne dépend pas explicitement de x, donc nous pouvons utiliser la

formule de Beltrami

B , 0h
J— —=qQ
a est une constante d’intégration, donc

,Z_y,(y—u)-y’: y— K

-w. |1+y =a
\/1+y’2 \/1+y’2
Donc
dy
-w?=a?(1+y"?) > Y =—=

En séparant les variables

=dx
VO —w?/a? -1
On fait le changement de variable suivant
w=@-w?/a*> = u=(Qy-p/a et dy= a.du

On obtient alors

du 1
———=—dx
uz—-1 a
En intégrant

1
arccoshu = E(x + b)
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b est une deuxiéme constante d’intégration, et donc

x+b
uzcosh( )

Et
x+b
y = a.cosh <—) +u
a
Pour calculer les constantes nous utilisons les conditions limites
X0 + b

—x0+b
a.cosh( )+y=0 et a.cosh(T)+u=0

En faisant I’égalité des deux équations

{xo +b=-xy+b N {xo =0 impossible
x0+b=x0—b b=20

Et en remplagant dans les conditions précédentes

U = —a.cosh(xy/a)

X X0
=a|(cosh|—)—cosh|{—
y = a(cosh (2) - cosh ()

La constante a est calculée a partir de la contrainte
X0 X0 X
l=f ’1+y’2.dx= /1+sinh2(—).dx
—x, %, a
Xo

L J-xo cosh (f) dx = [a.Sil’lh (f)] = | = 2a.sinh (%)

—xo a a’d_y,

D’ou
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