FORMALISME DE HAMILTON - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 04
FORMALISME DE HAMILTON

EXERCICE 01 : Double plan incliné
1. Contraintes

X1 +x,+Rp =1L = x1 + x, = C = constante
Xy = RO

=0
Nombre de degrés de libertés (01)
Xy =X vy, =x5 =Xx° _ . o
f =0 x = vy = A= et {h = iizx_sirictzx. Sl—n (izC_sinJ; STJ(:Zsina
9=X/R w=9'=x'/R 1 1 1 . 1 . 1
Energie cinétique
1 . 1 . 1 1 I\ .,
T=SmGD? +oma sle? 5 T (mm o)
Energie potentielle
U =myghy + mygh, > U = —(my.sina, — my.sina;)g.x — C.myg.sina,

Le Lagrangien

I
L=T-U= E(ml + m, +ﬁ)x'2 + (my,.sina, —my.sina;)g.x + C.myg.sina,

L’équation de Lagrange
d (612) oL d
dt \ox* dx dt

I
<(m1 + m, +ﬁ) x') — (my.sina, —my.sina;)g =0

D’ou I’équation du mouvement

m,.sina, — my.sinay

(1]

x** = >— g = constante
my +my, +1/R

Hamiltonien
H(x,py,t) = pyx® — L
Le moment conjugué (impulsion généralisée)

o
Px = 5y

_ Px
my + my, + 1/R?

I
= (ml +m, + F) x* et x*
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FORMALISME DE HAMILTON - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

Donc
2 2y 2
Dx 1(my +m;y +1/R?).px . . .
H = T, TR _{E G+ my 1 1/RD? + (my.sina, —my.sinay)g.x + C.myg.sina,
Et
1 Pi . . .
H(x,px) == — (my,.sina, —my.sina;)g.x — C.myg.sina,

2m1+m2 +I/R2

Les équations de Hamilton (02 équations pour chaque degré de liberté).

. OH Px
4 x _apx_m1+m2+I/R2
oH _ .
\pz = = +(m,.sina, — my.sinay)g

En dérivant la premiére équation et en remplagant par la seconde, on retrouve I’'équation du
mouvement obtenue précédemment par la méthode de Lagrange.

o Px w Ma.sina; —my.sina, cant
= = X = = constante
my; + m, + 1/R? my; +m, +1/R? g

2. Le Hamiltonien représente I’énergie mécanique totale.

2
p . . .
Hx,p)=T+U= 2mit m2x+ TR (m,.sina, — my.sina;)g.x — C.myg.sina,

L'énergie potentielle est une fonction uniquement de la coordonnée généralisée . elle ne dépend
pas de et ne dépend pas explicitement du temps.

3. Le Lagrangien (et le Hamiltonien) ne dépend pas du temps, donc le Hamiltonien est une intégrale
premiére du mouvement.

oL M 0K

E__E_O > E—O et H = Constante
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EXERCICE 02 : Poulies Coaxiales

1. Contraintes
x2=x=_R29 H x1=R10+C

Nombre de degrés de liberté (01) ; coordonnée généralisée (0).

v, =_X2.=_—RR299. . { hz =—Xx, = R29
vl_xl_.l € h1:—x1:—R19—C
w=40
Energie cinétique
— 1 N2 1 2 1 2 — 1 2 2 o2
T—§m1(x1) +Em2(x2) +Elw > T—E(mlR1 +myR5 +1)0
Energie potentielle
U=mygh; + mygh, = U= (myR, —myR;)g.0 — C.myg

Le Lagrangien
1
L=T-U-= E(mlRf +myR% +1)0°* — (myR, —myR;)g.0 + C.myg

Le moment conjugué (impulsion généralisée)

6L Po
= — = (myRf + myR5 +1)6° t 60 =
00° (m Ry +maRs +1) © miR? + myR2 + I

Po

L'énergie potentielle ne dépend pas des vitesses généralisées et ne dépend pas explicitement du
temps. Dongc, le Hamiltonien est égal a I’énergie mécanique totale.

1
HO,pg,t) =T+ U = E(mlRf + myR% + D6 + (MR, — myR)g.0 — C.myg

Donc

1 2
}[(Q'pelt):T+U:— pe

+ R, —m{R{)g.0 — C.
2m1R12+m2R§+I (myR, —myRy)g myg

Et les équations canoniques de Hamilton

(g 0¥ _ Do

4 0ps  mMyR? 4+ muR5 +1
. oH

kpe =" %38 —(myR; —myRy)g

D’ou, en dérivant la premiére équation et en remplagant par la seconde, on retrouve I’équation du
mouvement.

pé oo __ mlRl - mZRZ

9.. —

= 5 > = = > >— g = constante
myRy + myR5 + 1 myR{ + myR; + 1

2. 6°° = constante. La nature du mouvement est uniformément variée (rectiligne pour les deux
masses ponctuelles et circulaire pour un point quelconque de la poulie).

3. Nousavons Xx; =x = —R,0.

Pour calculer p, nous devons calculer le Lagrangien en fonction de x et x°.
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1
L=T-U= E(mlR% +m2R% +1)0.2 - (msz —mlRl)gQ + leg

Avec
0 =—x/R, et 0°* =—x"/R,
Donc
1myR? + myR2 + 1 R
LZE L 1+R§2 2 ¥ x'2+<m2—m1R—:)g.x+C.m1g
Et
0L myR? + myR: +1 myRf + muR3 +1 Do
Px = 9% = RZ ¥ 7 k=T R, ="%

D’ou la transformation
(6,p9) — (x = —Ry0 , px=—po/R,)

En utilisant les crochets de Poisson
_0x0py 0x Opy —R,
000pg O0pg 086 —R,

{X, px}e,pg =1

D’ou la transformation est canonique.
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EXERCICE 03 : masse sur une trappe

1. La masse m se déplacant dans le plan vertical, alors elle possede — a priori — deux degrés de
liberté. Mais puisque @(t) est une fonction connue donc le nombre de degrés de liberté est
réduit a un (01). La coordonnée généralisée que nous utiliseront est r (voir la figure).

X

2. r et sontles coordonnées polaires de la masse m. D’ou la vitesse

2 2
V=71%"8.+1.0%8y et vZ =71 +120°
Donc I’énergie cinétique

1 1
__ 2 _ 2 22
T—va zm(r +r<0 )

Et I'énergie potentielle
U =mgh=—-mg.r.cos 0 avec h=-r.cos@
Le Lagrangien

1
L=T-U= Em(fz +726°%) + mg.r. cos 6

3. L'équation d’Euler-Lagrange
d (61;) aL
dt \or* Jar

D’ou I’équation du mouvement

d
= (mr*) — (mré** + mg.cos8) = 0

r** — 1.0 —g.cos =0

4. Le moment conjugué de la variable r.
aL
pr = =

=mr® et r®=—
or® m
Et le Hamiltonien

pi (1 (pf 2
}f(T,Pr,t)=PrT°—L:;— —-m +726°* | + mg.r.cos 6

27 \m?
Donc
1p? 1
H(r,ppt) = E% — Emr29°2 —mg.r.cos 6

Les équations de Hamilton

( S

4 dp, m

0H
kp; =—5 = —(=mr.6°* —mg.cos )
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D’ou, en dérivant la premiére équation et en remplacant par la seconde, on retrouve I'équation du
mouvement.

r*t =— = r"=r.9'2+g.cose
m

5. Energie mécanique totale

1
E,=T+U= Em(r'2 +726°*) —mg.r.cos @
Ou
1p? 1
En = E%+Emr20'2 —mg.r.cos @ # H
6.

Le Hamiltonien H n’est pas conservé, car il dépend explicitement du temps (G(t)).
L’énergie mécanique totale E,, est conservée car il n’y a pas de perte d’énergie par frottement.
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EXERCICE 04 :
Pendule simple
L'énergie cinétique
1 2 1 2 2
T=Emv =Eml 0° avec v =16°

Et I'énergie potentielle
U=mgh=—-mgl.cos8 avec h = —l.cosf
Le Lagrangien

1 2
L=T-U =Eml 6°“ + mgl.cos 6
Le moment conjugué de la variable 6.

L Do
— — 2ne o _
—69.—m19 et 0

Puisque I’énergie potentielle ne dépend que de la coordonnée généralisée . Alors

pe - mlz

1 pj
H(O,pg,t) +U >l mgl.cos 6
Les équations de Hamilton
oH
(g 9 _po
{ dpg ml?
. oH )

\ps = ~%5 = —(+mgl.sin 6)

Et I'’équation du mouvement est
. _ Do w._ 9.
2] =7 = 6 ——Tsme
La solution est une fonction sinusoidale de t dans le cas des petits angles (pour 8 < ; sinf = 0).
Pendule simple avec un axe de rotation mobile
Vitesse
{x(t) =h(t) + l.cos8 N {x' = h*(t) — 18°.sin@
y(t) = l.sin@ y* =10°.cos b

Et le carré du module
v? = h** +120°* — 21h*6°.sin 6
L'énergie cinétique
1 1
T =smv? = Em(h'2 +120°% — 21h*0°.sin 0)

Et I'énergie potentielle

U =mgH = —mgh(t) — mgl.cos 6 avec H=-x=—h(t)—1cos@

Le Lagrangien
1
L=T-U= Em(h°2 + 120°% — 2Lh*6°.sin 0) + mgh(t) + mgl.cos 8

Le moment conjugué de la variable 6.

Pe—ag,—m mlh®.sin e = -
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Le Hamiltonien

}[(O,pg,t) = p90' - L
En remplacant, on trouve :

ps  mlh°.sinf.pg

T
1 o2, 12 (Pe +mlh'.sint9>2 . (pg +mlh'.sin9)

—\zm h*e+1 ( - — 2lh®.sin @ - + mgh(t) + mgl.cos 6

Donc
H (O t)=1p—§+—.sin6 —lmh°2c0520—m h(t) —mgl.cos @

;pe: zmlz l p9 2 g g .

Les équations de Hamilton
0H h*
( ==L % sing

4 T Opy miZ
0H h* 2
= — (TCOS 0 .pg + mh*“ cos6.sinf + mgl.sin@)

Et I’équation du mouvement est obtenue en dérivant la premiére équation

g = Po P o M e s
—mlz l Sin l COoS

Et en remplagant pg par sa valeur dans la deuxiéme équation.

P = — (T cos 8. (ml26* — mlh®.sin @) + mh*? cos 6 .sin 6 + mgl.sin 8)

D’ou
pg = —ml(h*6° cos 6 + g.sinH)

Et finalement
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EXERCICE 05 : Pendule simple avec un ressort

1. Nombre de degrés de liberté (02).
Les coordonnées généralisées utilisées sont les coordonnées polaires (r, 6).

2. Lavitesse en coordonnées polaires

e

2 2
V=71"8.+1.0%8y et v2 =7r"*+7r209°
Donc I'énergie cinétique

Energie potentielle gravitationnelle
Ugravitationnelle = Mgh = —mg.r.cos 6 avec h=-r.cos@
Energie potentielle élastique
1 1
Ustastique = Ek-Alz = Ek(r - lO)Z
Energie potentielle totale
U= Ek(r — ly)? —mg.r.cos @

Le Lagrangien

1 1
L=T-U= Em(r'z +r20'2) —Ek(r — 1y)?+mg.r.cos @

Les équations d’Euler-Lagrange

d /oL oL d
%(67") “or a(mr') - (mr@'z —k(r — ly) + mg.cos 8) =0
d /oL oL d

%(69') T30 a(mrzi‘)') — (—mgr.sin@) =0

D’ou les équations du mouvement

{mr" —mré** + k(r — l,) —mg.cos@ =0
2r*6° +r0* + g.sinf =0

3. Les moments conjugués.

:aL:mr' et r':p—r
pT a[;ar. m
Po
— — 2ne o __
pg—ago—mrB et 0 _W

Et le Hamiltonien

5 1 2 2y 1
H =p,r° +pgb° —L—pr+ pez—(—m((%) +r2(%) )—Ek(r— lo)z+mg.r.c059)

m mr 2
Donc
1p? 1 p§ ,
H(r,pr, 6, pe.t)——z+§mr + = k(r— lg)* —mg.r.cos 6
Les équations de Hamilton
( 0H
| Tt = _Dr ( 0° — 0H _ po
4 ap, m ot { dpy  mr?
87{ Pe 0H
kpr < o 3 T (r 0) —mg.cos ) \Pe =5 (+mgr.sin 6)
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D’ou, en dérivant la premiére équation et en remplacant par la seconde, on retrouve I'équation du
mouvement.

oo __ &
r= m N {mr" =mro** — k(r — ly) + mg.cos 6
o — Po__ . Po r0* = —g.sin — 2r°6°
T mr? mr3

4. Le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, donc il est conservé.
4 _ 0K _ 0 =  H(rpr6,py) = constante
dt Jat
L’énergie potentielle ne dépend que des coordonnées généralisées, donc le Hamiltonien est égal a

I’énergie mécanique totale.
H(r,p,0,09) =En,=T+U
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EXERCICE 06 : Pendule sphérique
1. Nombre de degrés de liberté (02).

Les coordonnées généralisées utilisées sont les coordonnées sphériques (6, ¢) avec (r = | = constante).
2. Lavitesse en coordonnées sphériques (r* = 0)
UV =10%8y +1sinf.¢*.é, et v2 =120°% + 1%sin% 6. p*?
Donc I’énergie cinétique
1 1
T = Emv2 = Emlz(e'z +sin? 6. ¢*?)

Energie potentielle gravitationnelle

U=mgh =—-mgl.cosf avec h = —-r.cosf = —l.cosf

Le Lagrangien

1
L=T-U-= Emlz(9°2 +5sin%6.¢**) + mgl.cos 6

Les moments conjugués.

612 pg
== 2 et 6° =2
6729 ag* - ™ © mi?
. Py
= = 2 2 hd ° o —
Pp =gpe = miTsin0.9% et ¢" =g

Et le Hamiltonien

. . . Ds Py Loa((Poy g2 Po 2 l
H = pyb + Py _L_mlz-l_mlzsinze_ zm (W) + sin e(m—lzsinze) + mgl.cos 8

Donc

1p; 1 pd

}[(erp9:¢:p<p:t) zzmlz Emlz SinZ @ —mgl.COSQ
Les équations de Hamilton
|{ 9':6—}[:& {O_a}[_ Py
4 dpg ml? . 4 ¢ = Dy "~ ml2sin26
2 e
Ipéz—a—}[z— —p—(psin_39.c059+mgl.sin9 L pe =—a—}[=0
\ 20 mi? | Pe 30

D’ou, pour la variable 8 on dérive la premiére équation et en remplacant par la seconde, on retrouve
I'équation du mouvement (avec p, = ml?®sin®8.¢").

Pour la variable ¢ on a (p{p = 0), on en déduit directement que (p(p = constante).

“_Po 6* = sin6.cos6.¢"2 — Lsing
g* = — s sinf.cosf.¢ 7sin
py =0 py, = ml?sin* §.¢* = constante

La seconde équation représente le conservation de la composante du moment cinétique suivant I'axe
(0Z) pour un angle de rotation ¢.

Le moment conjugué p, est une intégrale premiére du mouvement parce que ¢ est une variable
cyclique (elle n’apparait pas dans le Lagrangien).
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EXERCICE 07 :
1. Nombre de degrés de liberté.

Point matériel dans I'espace : 03 degrés de liberté.

Contraintes : 02 contraintes.

La bille se déplace dans un cerceau r = R = constante.

Le cerceau tourne avec une vitesse angulaire constante @°® = w = constante = @ = wt.

03 degrés de liberté — 02 contraintes = ]un (01) seul degré de Iiberté\.

Coordonnée généralisée : variable 8 (coordonnées sphériques).
2. Ecrirele Lagrangien L du systéeme.
L=T-U
L
T = Emv et U=mgh
V=71 +710%p +r.sinf 9°é, = RO°éyg + Rw.sinfé, = v?= R%6** 4+ R2w?.sin% 0
h = —R.cos(m—6) = +R.cos O
(Origine des énergies potentielle passant par O le centre du cerceau)

Donc

1 1
L= EmRZH'Z + EmRZa)Z.sin2 6 — mgR.cos 6

3. Equation d’Euler-Lagrange du systéme.

d oLy oL
(557) =3 ="

dt\ae*) a6
Avec
oL 2 1 d oLy 2 e
69'_mR'9 > a(ae.)—mR.B
L

20 = mR?w?.sin 6 cos 6 + mgR.sin O

En remplacant

mR?%.0°° — mR?w?.sin 6 cos @ + mgR.sinf = 0

D’ou I’équation du mouvement

0°* — w?.sin6 cos —%sin@ =0

4. Positions d’équilibre (Gé'c'luilibre =0).

D’aprés I’équation du mouvement

w?.sin Bgq €OS Bgq + %sin 0sq =0 ou |sinfq. (COS Beq + %) =0
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Les positions d’équilibre triviales :

Correspondent réciproquement, au point le plus haut et au point le plus bas du cerceau.

La position d’équilibre non triviale :

9
Rw?

0¢q = arccos (— Riwz)

cosbgq = —

Puisque cosfsq = —1 cette position ne peut étre obtenue que pour Rw? > g donc |w = ./g/R|

5. Formalisme de Hamilton.

L
— mR2.6° et g0 =0

Po =3¢ mR?2
}[‘(G,pg,t) = p90° —L
En remplagant
2 2
_ Po _ l Po l 2,2 20
H (O, pe,t) =Rz <2mR2 +2mR w?.sin® 8 — mgR. cos 0
Donc
1 p
H(O,pg) = SR EmRza)z. sin? @ + mgR. cos 6
Les équations de Hamilton
( o° _0H _ e
4 0pg mMR?
J0H
\ps = ~35 = mR?w?.sin 6 cos 6 + mgR.sin6
En dérivant la premiére équation
Pa
9.. —
mR?

Et en remplagant par la deuxieme équation

0°** = w?.sin O cos O +%sin9

Qui est I'’équation différentielle du mouvement retrouvée précédemment.
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EXERCICE 08 :
2

P _
H = _eg0/a
(q.p) om ©

1. Leséquations de Hamilton

I{ q. a_j-[ p _Q/a
4 m
2
- — p -q/a
kp = 2ma®

2. En multipliant la premiére équation par p et en remplagant p? dans le second membre par sa
valeur donnée dans la deuxiéme équation, on obtient

p-q° = 2a.p°®
Donc

. 4
q° =2a—
p

D’ou en intégrant
q(t) =2a.Inp(t) + A

Les conditions initiales ¢(0) = 0 et p(0) = mv donnent: A = —2a.In(mv). D’ou :

q(t) = 2a. lnp(f]) et p(t) =mo. exp( 2(a)>

En remplagant dans la premiére équation de Hamilton

q° =v.e"1/2a
Et en séparant les variables
etd/2a4q =y dt
L'intégration donne
2a.et9/20 =y t + B

Et la condition initiale g(0) =0 = B =2a

Finalement on trouve que

q(t) = 2a.ln (%t + 1) donc p(t) = mv. (%t + 1)

3. Enreplagant dans le Hamiltonien, on trouve

H = %mv2 (%t + 1)2 exp (—2 In (%t + 1)) > |H = %mvz = constante

Ce résultat est évident car le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps
dH O0H

Pt > H (q,p) = constante

4. Si q aladimension d’une longueur (cas de la translation) alors p est une quantité de
mouvement, et la résultante des forces qui en découle est

2
F,=p*= Pl constante
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5. Onpose (T = 2a/v),ledéveloppementde q(t) en série de Taylor au voisinagedet, = 0:
2

t t 1/t
q(t) = 2a.1n<—+ 1) ~ 2a<0 +———(—) + )
T T 2\7T
En se limitant au premier ordre (ordre zéro pour p(t))
2a
q(t) = Tt ; ") =v et p(t) ~ mv

Ce qui représente un mouvement uniforme.

6. Représentation

q(®) p(t)

Fonction logarithme

népérien
' p(0) = mv

q(0) =0 t
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EXERCICE 09 :

1. Oscillateur harmonique a une dimension.
Energie potentielle:  U(q) = %k. q = %m(uz. q?

Energie cinétique: T(q°®) = %m. q°2

1 1
L(q,q)=T-U= Em.q'z —Emwz.qz
2. Hamiltonien.
#(q,p,t) =pq° — L P S
q,p,t) =pq avec p_6q°_mq € q ~m
Donc
2 2 2
_p 1p 1 2 9 _1p 1 2 2
H(q,pt)= - <2m S mw”.q = H(q,p)—2m+2mw .q

3. Transformation.
Q=C.(p+imw.q) et P=C.(p—imw.q)

Pour que la transformation soit canonique, elle doit vérifier :  {q,p}gp = {Q,P}qp =1

dQadP 0QaP
{le}q,p =3 Aa. T A A

dqdp dpdq
En remplagant

{Q,P}qp = C.(i.mw).C = C.C.(—i.mw) = 2C2.(i.mw) =1

Donc
[C? = 1/i.2mw|
4. Cherchons le nouvel Hamiltonien.
{QzC.(p+i.mw.q) {q:(Q—P)/i.me.C
. =
P=C.(p—-imw.q) p=(Q+P)/2C
En remplagant g et p.
1 +P)? 1 — P)? i.2mw (Q +P)? 1 — P)?
oy o L@EPP 1 @-P? | i2me@+P 1 Q)
2m  4C? 2 (i.2mw)?C? 2m 4 2 i.2mw
D’ou
lw ) )
H(Q,P) :T((Q +P)? - (Q—P)?)
Et

|[H(Q,P) = iwQP|

5. Les équations de Hamilton.

. OH

{ BT (0=qe
pr= 0H_ . o P = Py.eiwt

\ 90

Qo et P, sontdes constantes d’intégrations déterminée a partir des conditions initiales.
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Les Solutionen g etp
q= (Qo.eiwt _ PO. e—iwt)/i_zmw_c et p= (Qo_eiwt + Po_e—ia)t)/zc
Pour les conditions initiales  (q(0) = qo ; p(0) =0) on trouve

Qo = —Py = qo. (i. mw. C)

Ce qui donne

q=qo. cos(wt)l et |p = —qo.mw.sin(wt)|
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FORMALISME DE HAMILTON - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 10:
1. Oscillateur harmonique a une dimension.

Energie potentielle:  U(q) = %k. q = %m(uz. q?

Energie cinétique: T(q°®) = %m. q°2

1 1
£L(q,q)=T—-U= Em.q'2 —Ema)z.q2
2. Hamiltonien.
_6L_ . . .. D
p_6q°_mq € q—m
H(q,pt) =pg*—L
Donc
H(ap,0) PZ 1p? 1 ap) = P L 2
£ _|[Z= _= = =——+4 - .
P am Mt d TP =5, Ty

3. Transformation.

/ZP
p =V2mw.P.cosQ et q= %.sinQ

Pour que la transformation soit canonique, elle doit vérifier :  {q,p}gp = {Q,P}qp =1
(@ D)op = dqdp 0q dp
TPIeP = 509P 9P aQ

d 0 2P ’ZP d
_q:_ —.sinQ | = E'COSQ ; p V2 PCOSQ)——VZ w.P.sinQ

90 090\ mw 0~ aQ
dq 0 2P 1 _ op
3P~ 3P ’@'SIHQ —\/ﬁsm(‘? ' 3p ap VZ2mw.P. cosQ) cosQ

En remplacant

{a.p}or = ’ .cos Q / .C0SQ + —— sm QV2mw.P.sinQ

{q,p}Q,P =cos?Q +sin?Q =1 latransformation est canonique.

Donc

4. Ecrire les équations de Hamilton du systeme.
2

1p 1 s o
H(q,p) = > +§mw .q
En remplagant g et p.

1 1 2P
H(Q,P) = ﬁme. P.cos?Q + Emwz %sin2 Q = w.P.(cos? Q +sin? Q)

D’ou

|[H(Q,P) = w.P|
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FORMALISME DE HAMILTON - SOLUTION TD MECANIQUE ANALYTIQUE

5. Equations de Hamilton.

(e _0H _

{Q_ap_“’ _ {Q=wt+Q0
Po__a_H_O P=P0
" ="30"

Qo et P, sontdes constantes d’intégrations déterminée a partir des conditions initiales.

6. Solution en g et p. En remplagant :

_|zr —ZPO'(t+)
q= mw.st— mw.sma) Qo

p = V2mw.P.cos Q = ,/2mw. P,. cos(wt + Q)

et
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