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PHYSIQUE STATISTIQUE ENSEMBLE MICROCANONIQUE

ENSEMBLE MICROCANONIQUE
BASES DE LA PHYSIQUE STATISTIQUE

I.  INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent nous avons retrouvé quelques propriétés thermodynamiques des
gaz parfaits en partant de considérations mécaniques sur les particules composant ces gaz et
en utilisant le calcul statistique. Nous pouvons généraliser ce principe a toutes les propriétés
physiques, thermodynamique ou non, a condition que ces propriétés résultent d’un trés
grand nombre de particules microscopiques.

Ainsi les propriétés électriques, magnétiques ou optiques, entre autres, des matériaux
peuvent étre déduites a I'échelle macroscopique en partant des propriétés microscopigues
des particules constituant le matériau. Or, le nombre de particules en question étant de
'ordre du nombre d’Avogadro (102%3) rend impossible, d’'un point de vue pratique, la
détermination des propriétés de chaque particule et impose par ce fait le recours au calcul
statistique.

L'approche adoptée en physique statistique passe par |'identification des configurations
accessibles a un systeme composé d’'un grand nombre de particules et le calcul de leurs
probabilités respectives, enfin la connaissance des valeurs macroscopiques des grandeurs
relatives au systeme se fait a partir des valeurs moyennes calculées sur toutes ces
configurations.

La physique statistique dans le cadre microcanonique permet de rendre compte des
propriétés d’'un systéeme isolé, c'est-a-dire qu'il ne peut pas échanger de masse ou d'énergie
avec l'extérieur. Il en résulte que les valeurs de son énergie totale E, de son volume V ainsi
gue du nombre de particules N qu'il contient sont fixées.

L'ensemble statistique constitué des répliques fictives, représentant chacune une
configuration possible d'un systeme réel dont les variables (E,V,N) sont fixées est
appelé ensemble microcanonique.

Les valeurs moyennes calculées sur cet ensemble seront assimilées aux valeurs moyennes
calculées sur le systeme réel évoluant dans le temps (hypothése ergodique), ceci en
supposant I'équiprobabilité de tous les micro-états (configurations) permis.
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ll. EXEMPLE : Ensemble de N spins

Pour introduire les principes de base de la physique statistique, prenons I'exemple d’un
ensemble de N particules (entités microscopiques) sans interactions, possédant une
grandeur physique quelconque pouvant prendre uniqguement deux valeurs (modéle des
particules a deux états).

Par exemple, un ensemble de N particules ayant des moments dipolaires magnétique de
spins (1/2) chacun, disposés sur un réseau. A chaque particule noté (i) est associé un
moment magnétique p; dont la projection sur un axe (0z), ne peut prendre que deux
valeurs :

Wi = xp

(Dans le cas ou les particules seraient des électrons u =y, = 9,284 770 x 1072* J/T)

L’état du spin de la particule qui correspond a un moment magnétique u; = +u est dit état
« Up » ou noté (1).

L’état du spin de la particule qui correspond a un moment magnétique u; = —u est dit état
« Down » ou noté (1).

Nous considérerons le cas ou l'interaction entre les moments dipolaires magnétiques des
particules est négligeable, c'est-a-dire que [I'orientation d’un moment magnétique
guelconque n’influe pas sur I'orientation des autres moments magnétiques. Dans un premier
temps, la disposition dans I'espace des particules nous importe peu.

Intéressons nous maintenant, aux différentes configurations possibles du systeme qui
représentent chacun un état microscopique bien défini et que nous appellerons « micro-état
du systéeme ».

Dans cet exemple un état microscopique est définit par la donnée de tout les états des spins
(ou des moments magnétiques des particules) qui le composent. Par exemple : pour N =4

les notations
D), A, i), aln), Wi, Ul L)

Représentent chacune un état microscopique différent du systéme.

Nous notons N; le nombre de spins « Up » dans le systéme. Le nombre total de spins N
étant préalablement fixé, nous en déduisons le nombre N; de spins « Down ».

Ny =N — N;
Le moment magnétique total du systéme, ou magnétisation est donné par
M = p.(Ny — Ny) = p. 2Ny — N)
La disposition dans I'espace des particules étant indifférente, alors, le moment magnétique

total ne dépend pas de 'ordre de placement des spins « Up » ou « Down », mais seulement
du nombre de spin « Up » Nj.

Nous pouvons aussi définir le taux d’aimantation m par le rapport
M _2N;—N
M=~ N
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Avec (—1<m < +1). Dans le cas ol tous les moments magnétiques sont alignés vers le
haut (m = +1), si tous les moments magnétiques sont alignés vers le bas alors (m = —1).

A partir de I'équation précédente, nous pouvons écrire le nombre de spin up et le nombre
de spin down en fonction du taux d’aimantation
1+m 1—-m
Ny=N—— ; N =N
2

La magnétisation, ou le taux d’aimantation, définissent un état macroscopique du systeme
et peuvent étre mesurés a notre échelle. Cependant, la connaissance de M ne permet pas
de dire exactement dans quel micro-état se trouve le systéme, en effet, plusieurs
configurations peuvent correspondre au méme nombre N; de spins « Up » donné. Dans
I'exemple de N = 4 les micro-états

AT, (D, D, (1)
Ont le méme nombre de spin « Up », donc le méme moment magnétique total M.

A chaque état macroscopique donné correspond — en général — un grand nombre de micro-
états.

Nous considérons que sous |'effet de I'agitation thermique tous les moments magnétiques
vont changer constamment et de facon aléatoire d’orientation (up et down), et que si nous
observons assez longtemps le systeme nous le verrons passer par tous les micros-états
permis par les contraintes qui lui sont imposée. Si en plus nous faisons la supposition que le
systéme passe un temps égal dans chacun des micro-états. Alors nous pourrons dire que la
probabilité pour que le systeme soit dans n’importe quel micro-état (configuration)
accessible est la méme. C'est le postulat d’équiprobabilité.

En notant Proba(o) la probabilité pour que le systeme soit dans un micro-état accessible o
et Qo le nombre total da micro-états accessibles (pour un systéme libre de toute

contrainte), nous aurons

1
Proba(o) =

tot
Dans notre cas (N particules a deux états) Q. = 2V et
1
Proba(o) = oN

La probabilité Proba(m) pour que le systéme soit dans un état macroscopique définit par
le taux d’aimantation m.

Proba(m) = Q(m).Proba(o) =

-Qtot
Avec Q(m) estle nombre de micro-états compatibles avec I'état macroscopique m.

Comme le taux d’aimantation définit un nombre précis de spin up (et un nombre précis de
spin down), le nombre de micro-états compatibles avec I'état macroscopique m est donné
par le nombre de configuration possibles ayant un nombre N; de spin up et donc

N!

Qm) = Q) = Cy' = (N — NT.)!.NT!
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Et
!

N, Ny

aN;) =

Pour un nombre de particule tres grand et pour N; et N, tres grands, il est évident que ce
nombre de configurations (micro-états) est astronomiquement grand, nous recourrons donc
a 'approximation de Stirling pour I’écrire

In(Q(N;)) = N.In(N) — Ny In(N;) — N, In(N,)

Enremplagant N; et N,

In(Q(m)) ~ —N<1-;m.ln(1-;m)+1_Zm.ln(l_zm))

Nous remarquons alors que le nombre de micro-états qui correspond a une aimantation
nulle (m = 0), et donc a un nombre égal de spin up et de spin down (N; = N, = N/2), s’écrit
dans I'approximation de Stirling

In(Q(0)) ~ N.In(2) = In(Qeor)

C'est-a-dire que pour un trés grand nombre de particule (> 10°) le nombre de
configurations ol nous avons (N; = N, = N/2) et donc une aimantation nulle est quasiment
égal au nombre de configuration total et donc la probabilité d’avoir le systeme dans un tel
état macroscopique est quasiment égale a 1.

Puisque nous avons les probabilités de chaque état macroscopique m, nous pouvons calculer
la valeur moyenne du taux I’'aimantation par

(m) = z m. Proba(m)
Cette valeur est aussi nulle dans notre exemple (systeme sans contraintes).

Remarque :

Cette valeur moyenne est calculée sur tous les micro-états accessibles au systéeme et puisque
nous avons considéré que pour un intervalle de temps At assez long le systeme va passer par
tous les micros-états permis, nous ferons I'lapproximation que cette moyenne est égale a la
moyenne dans le temps de la grandeur donnée (taux d’aimantation)

At

i = — t).dt
=), m(t)

Dire que
m =~ (m)

Est appelée « hypothése ergodique » ou « hypothése d’ergodicité »
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Entropie statistique :

L'étude d’un systéeme a grand nombre de particules dans la formulation microcanonique
passe par le calcul de I'entropie statistique introduite par L. Boltzmann. Dans notre exemple
la valeur de I'entropie du systéme quand il est dans un état macroscopique m est donnée
par

S(m) = kg.In(Q(m))

Ou Q(m) est le nombre de micro-états compatibles avec I'état macroscopique m défini plus
hautet kg = 1,380 658 x 10723 J/K est la constante de Boltzmann.

L’entropie ainsi définie est une grandeur d’état extensive :

En effet, si nous considérons un systéme total constitué de deux sous-systémes A et B mis
cOte a cote de telle maniére a ce gu’ils peuvent échanger de I'énergie sous forme de chaleur
sans changement de volume ou de nombre de particule, en négligeant les interactions de
surface entre les deux systeme par rapport a leurs énergies respectives, alors le nombre
total de configurations de I’ensemble formé par les deux sous-systémes peut étre écrit sous
la forme

Qiotal = Qy X Qp

Et donc I'entropie totale du systeme a I'équilibre thermodynamique

Stotal = Sa + Sp

En plus elle est maximale a I’équilibre :

A I'équilibre thermodynamique, I'état macroscopique observé est I'état ayant la plus grande
probabilité. Comme tous les états microscopiques sont équiprobables, cet état
macroscopique correspond a I'état ayant le plus grand nombre de configurations ou de
micro-états, donc
Q(E,V, N)équil = Qmax
Et
S(E,V, N)équil = Smax = kp.In(Qnax)

En utilisant 'expression de In(Q(m)) trouvée dans I'approximation de Stirling

1+m 1+m 1-m 1-m
S(m):_NkB'( 2 'ln( 2 )+ 2 'ln( 2 ))

A partir de cette entropie statistique nous pourrons calculer d’autres fonctions
thermodynamiques, mais pour cela il nous faut définir I'énergie E, le volume Vet le
nombre de particules N du systéme.

Le nombre de particule étant déja donné, nous allons définir I'’énergie du systéme de N
spins. Et pour cela nous considérerons le cas ou I'ensemble les N moments magnétique
interagit avec un champ magnétique extérieur B uniforme orienté suivant I'axe (0z).
L'énergie d’un dipble magnétique placé dans un champ extérieur est donnée par

-

e=—,u-§

D’ol I’énergie d’un spin up orienté dans le sens du champ est: e = —u.B.
Et I'énergie d’un spin down orienté dans le sens opposé au champ est: €, = +u.B.
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Et I'énergie totale du systéeme

E = NT-ET +N¢.El = —[J..B.(NT _Nl)
Et donc
E=-M.B=—uN.m.B

Or en utilisant le premier principe de la thermodynamique

dE =T.dS — p- dv + HUchimique- dN

T est la température du systeme, p sa pression et pchimique €St le potentiel chimique d’une

particule. D’ou

p Uchimique

1
d5=¥dE+?dV— T dN

Nous avons donc les grandeurs thermodynamiques suivantes

1 0§

p 0§

Hchimique _ S

— T aN

T O0E

yv T oV

EN

La premiére équation nous donne la température du systéme en fonction de I’énergie (ou du
taux d’aimantation)

1 0§

oS

V,N am

oS

V,N am

om
V,N ) aE

T OE

(-5)
V,N' uNB

En dérivant

1 kg (1+m)
T_Z;iBn 1—-m

En inversant cette équation nous trouvons le taux d’aimantation en fonction de la
température
uB
m(T) = tanh (—)
(T) kT

Et I'énergie du systeme en fonction de la température

uB
E(T) = —uNB.t h(—)
(T) = —uNB. tan kT

A partir de cette derniére nous déduisons la capacité calorifique a volume constant.

(=)

c, 2B _ v NkeT)

ol Bcoshz (%)
B
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lll. CONCLUSION

Ensemble microcanonique

Le formalisme microcanonique s’appliqgue a un systéme possédant un grand nombre de
particules microscopique. L'état macroscopique du systéme étant définit par les variables
(E,V,N).

Principe (postulat) d’équiprobabilité.

Sous I'effet de I'agitation thermique toutes les particules vont changer constamment et de
facon aléatoire leur état microscopique (individuel), dans ce cas et pour un temps assez
grand, le systéme va passer par tous les micros-états permis par les contraintes qui lui sont
imposée. Supposer que le systeme passe un temps égal dans chacun des micro-états, revient
a dire que la probabilité pour que le systéme soit dans n’importe quel micro-état accessible
est la méme

1
Proba(o) =

accessibles

Hypotheése ergodique (hypothése d’ergodicité).

Si on suppose qu’un systéme, pour un temps assez long, va passer par tous les micros-états
permis, alors la valeur moyenne prise dans le temps A d’une grandeur macroscopique
associée au systeme, est égale a sa valeur moyenne (4) calculée sur un ensemble de copies
représentant le systeme dans tous les états microscopiques possibles o (ensemble
microcanonique).

1

At
(A) = z AProba(o) ~ A= f AD). dt
o 0

Un tel systéme est appelé « systeme ergodique ».

Entropie statistique.

Dans I'approche microcanonique, I’entropie statistique du systéeme se trouvant dans un état
macroscopique défini par les variables (E,V,N) est donnée par

S(E,V,N) = kg.In(Q(E,V,N))

Ou Q(E,V,N) est le nombre de micro-états compatibles avec I’état macroscopique (E,V,N)
et kz =1,380658 x 10723 J/K est la constante de Boltzmann.

Calcul des grandeurs thermodynamiques a partir de I’entropie.

ds = L ag + Pay
T T

Hchimique

T dN

D’ou les grandeurs suivantes a I'équilibre thermodynamique

1 = a_S B _ a_S Hchimique _ S

T 0El,y T Vg T ~ ONlgy
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