THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 03
THEORIE CINETIQUE DES GAZ

EXERCICE 02 :
1. Masse d’un atome d’Argon.

M=mN, = m AN. |m=6,624x10"2¢kg

Na

2. Vitesse quadratique moyenne.

kgT\/?
vr = S0P = (37) AN.  [v7 = 432947 m/s)

3. Nombre d’atomes d’Argon par unité de volume.
L’Argon étant considéré comme un gaz parfait, nous utilisons I’équation d’état

Donc

p N _
= — A.N. — =2,4154 x 10725 m 3
kT v m

<|=

Et le volume par atome est donne par l'inverse de cette valeur

Tato me

Tatome = 7 = 4,14 x 10726 m3

D’ou l'ordre de grandeur de la distance moyenne séparant deux atomes
voisins est obtenu en considérant chaque atome au centre d’un cube de
volume Tuome (figure ci-contre). Dans ce cas, la distance entre deux
atomes situés aux centres de deux cubes adjacents est égale a la
longueur du c6té du cube ‘

\\
Y----- '—\'\"'—— r=
1
1
1
|
1
l

a=3%Tsome = 6,43 X107 ° m

Cette distance est de I'ordre de 6 nm.

4. On se place alors dans une approche simplifiée en considérant que :

» Tous les atomes d’hélium ont une vitesse identique a la /
vitesse quadratique moyenne v*. dl=v".dt| _
» Seulement 1/6 des atomes ont une vitesse dont la < .'
direction et le sens permettent le contact avec le piston. e%e %
° [ ] 3 [ J
D’apres la figure ci-contre les particules ayant une vitesse v”* ° o7 : ° >
qui frappent la surface ds durant un intervalle de temps dt, o o (
sont contenues dans le cylindre de base s et de hauteur v*dt. ds
D’ou les molécules incidentes sont contenues dans un volume \

dt = ds.dl = v*ds. dt
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Le nombre de molécules contenues dans ce volume est obtenu
en multipliant la densité volumique, considérée uniforme, par
le volume

dN = 7 T
Mais Seulement 1/6 des atomes ont une vitesse dont la
direction et le sens permettent le contact avec la surface s
(figure ci-contre). Alors :

1N/ kzT\'/?
dN, ( st

= ) ds.dt =N e ds. dt
—6V S. —6Vv S.

Et le nombre de particules (atomes d’Argon) incidentes sur la
surface par unité de temps et de surface est donné par :

m

y
[\

A

N[ b=

L

dN; _11v< kBT)1/2 1N dN,

= =—-——v" A.N.
ds.dt 6V m v

6V ds.dt

1,7429 x 10*?7 m=2s~1
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

EXERCICE 03 :

1. D’aprés la figure ci-contre les particules ayant une vitesse ¥
qui arrivent a la surface s du trou durant un intervalle de
temps dt, sont contenues dans le prisme cylindrique de base s
et de hauteur v.At.cosa,avec a estlangleentre § et v.
D’ou les molécules incidentes sont contenues dans un volume

dt =v.dt.cosa.s
Comme
- -
V.COSA =TV e e, =71,
Alors

dt = v,.dt.s

Le nombre de molécules contenues dans ce volume est obtenu en
multipliant la densité volumique, considérée uniforme, par le
volume

N R N S
dN = Vdr.f(v). dvydvy,dv, = va. dt.s. f (¥). dv,dvydv,
La proportion de molécules ayant une vitesse ¥ est donnée par le facteur de Maxwell-Boltzmann
m 3/2
v)=—

Pour obtenir le nombre de molécules du gaz qui traversent la surface s quelque soit leur vitesse (a
condition que v, > 0) on intégre sur toutes les vitesses en respectant la condition précédente. Il

0T kBT(vx+vy+vz)

vient que :
N m 3z __m vE+vi+v2
dNS = fffvvx-dt.s. (m) _e ZkBT( y )dedvyde
Et
e 3/2
d = _dt S f f f 27_[ k ) e 2k T(Vx+vy+vz)d dvydvz
B
Comme
T 3/2 m e 1/2 m
_ ‘Ux+‘U +vz m _ 17)%
f f f 27_[ kB ) e Z.RBT( y )d dedUZ = f Ux(m) e z_kBT( )dvx
oo —o )
Et
+00

+00 1/2
M\ By, (M N [keT iG] (KT
Uy .e dv, e
2m. kgT 2m. kgT m 0 2m.m

0
Alors :

N, =N g (kBT )1/2
sTy S\ onm

2. lavariation du nombre de particules dans I'enceinte :

kgT
2m.m

A_s<kBT)1/2_S(R.T)1/2
“v\2m.m v\ M

N 1/2
dN=—dNS=—th.s( ) = —AN.dt

Avec
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

Donc

v _ A.dt
N_ .

En intégrant
In(N) = —A.t + constante
Et

|N(t) = Ny.exp(—A.t) |

N, est le nombre de particule initial dans I’enceinte (t = 0).

3. Dans le cas d’un gaz parfait monoatomique .
pV=n.R.T ou pV =N.kg.T
Comme V et T sontconstant

kyT kT
p(t) = —=—N(t) = %NO. exp(—1.t)

%
Ou
[p(t) = po-exp(=A.1)|
Avec
KgT
=-L2_N,
Po v o
Est la pression initiale dans I'enceinte (t = 0).
L'énergie
3 3
U=nC,T = EnRT ou Ut) = EkBT.N(t)
Donc
|U(t) = U,. exp(—AL. t)l
Avec

3
UO = EkBT. NO

Est I’énergie interne initiale dans I'enceinte (¢t = 0).
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

EXERCICE 04 :
1. Vitesse quadratique moyenne.

v* =/ (v?) =/3. ](ZL—T:\/?.\/};WE

Avec R=kg. N} et M=mNy
(V4 est le nombre d’Avogadro et M la masse molaire).

2. D’apres la figure ci-contre les particules ayant une vitesse

v*  qui frappent la surface s durant un intervalle de dl=v'.dt
temps dt, sont contenues dans le cylindre de base s et de

hauteur ~ v*dt. D'ou les molécules incidentes sont ol @0 %
contenues dans un volume °+>.

dt = s.dl = v*s.dt o ¢

Le nombre de molécules contenues dans ce volume est obtenu
en multipliant la densité volumique, considérée uniforme, par
le volume

dN—Nld

Mais Seulement 1/6 des atomes ont une vitesse dont la direction et le sens permettent le contact
avec la surface s. Alors :

dN =l&(3kB_T)l/zs dt = l&v*s dt
2276y " m ' 6V

3. De méme que précédemment :
Puisque les deux enceintes sont identiques en volume et que le trou est le méme (en considérant
gue les molécules n’interagissent pas entre elles en entrant et en sortant du trou).

4 1N, | _1N;
Ny 1 = 6717 s.dt et dNy_vide = 6717 s.dt

4. lavariation du nombre de molécules dans I'enceinte E;.

le = _dN1—>2 + dN2—>1
Et
dN; N;—N.
dNy Ny = Np _

0
dt T

La variation du nombre de molécules dans I'enceinte E,.

dN; = —dN;,1 — ANy yige + AN12

D’ou
Et
dN, 2N,—N
2 n 2 1_p
dt T
Avec
(Y4
T=— AN. |t =0,01385 sec|
Y%

M 1 — Phys. des Matériaux — Phys. Energétique et Energies Renouvelables (2020-2021) 5



THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

a. Lenceinte (1) se vide directement dans I'enceinte (2) qui est initialement vide, donc N; diminue.
L’enceinte (2) commence d’abord par se remplir de gaz a partir de I'enceinte (1), donc N,
augmente dans un premier temps, aprés cela elle commence a se vider vers I'extérieur et N,
diminue.

b. La pente exprime la dérivée donc la variation du nombre de molécules dans I’enceinte, puisque
N; au départ diminue sa variation est négative et la pente est négative, et puisque N, augmente
au départ sa variation est positive et la pente est positive.

N; commence a partir de 1,0 car il y avait au départ 01 mole de gaz parfait dans I’enceinte (1).
N, commence a partir de 0 car I'enceinte (2) était vide au départ.

c¢. Pour N, maximum nous avons :

a2 _
dt
En remplagant dans la seconde équation, on obtient :
N.
(2N, -N,)=0 = |—==2
N,

D’aprés le graphe on remarque que le nombre de molécules dans I'enceinte (1) est lié au temps T.
Plus T est grand plus le nombre de molécules dans I'enceinte pour t donné est important.

Donc si nous avons deux gaz d’isotopes différents M, > M, = 1, > 1, d'oU a t donné le
nombre de molécules de I'isotope b sera plus important que le nombre de molécules de I'isotope a
(en considérant qu’ils étaient égaux au départ), et le rapport

_ N, (isotope a)
re N; (isotope b)

Ce dispositif sert a augmenter la proportion d’un isotope donné dans un gaz : enrichissement.
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

EXERCICE 05 : (Travail personnel)
1. Lavariation de la quantité de mouvement de la molécule est égale a (figure 01.a.)

Donc
AP = m. (Vay — V1y). € = —2M. Vy. €y
Figure 01 /
‘.""" Uy
& R
0 AG X
Uy
(a) - (b)

Et la force appliquée par la paroi sur la molécule

S Ap 2m. v, |

fparoi/molécule = E = - At €x
En utilisant le principe de I'action et de la réaction, la force appliquée par la molécule sur la paroi est
donnée par

=f_!=

fmolécule/paroi

2. Condition que doit vérifier la vitesse : (v, > 0

3. D’aprés la figure 01.b. les particules ayant une vitesse ¥ qui frappent la surface dS durant un
intervalle de temps At, sont contenues dans le prisme cylindrique de base dS et de hauteur

v.At.cosa, avec a estl'angle entre dS et . D’ou les molécules incidentes sont contenues
dans un volume
dt = v.At.cosa.dS
Comme
V.COSA =1V ® &, = 1y
Alors
dt = v,.At.dS
Le nombre de molécules contenues dans ce volume est obtenu en multipliant la densité volumique,
considérée uniforme, par le volume

N

dN = 7 dt. f(¥). dv,dv,dv, = n.v,.At.dS. f (D). dvdvydv,

4. FEtlaforce appliquée par toutes les molécules ayant une vitesse ¥ est donnée par :

S - 2m.N 2 fro 5
dF =dN.f = TdS. vg. f(D). dvydvydv,. €,
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

5. La proportion de molécules ayant une vitesse ¥ est donnée par le facteur de Maxwell-Boltzmann

£ = A TRaTPE )
Normalisation :

400 400 400 400 400 400
__m 2422
f dP(D) = f f f f@).dvydvydv, = f f f A.e z.kar(”””y*"z)dvxdvydvz=1
—00 —00 —00 —00 —00 —00
D’ou
s _muwZ e _mwZ e _muwZ
A. fe 2kgTdyp, |. fe 2kpTdy, |. fe 2kpTdy, | =1
—00 —00 —00
Comme
T _met 2kgT
X
f e ZkeTdy, = |——— x 1
—00
Alors

m 3/2
A=(——

6. Pour obtenir la force totale appliquée par toutes les molécules du gaz quelque soit leur vitesse (a
condition que v, > 0) on intégre sur toutes les vitesses en respectant la condition précédente. Il

vient que :
3/2
fff 27_[ kB ) e szT(Vx+vy+'Uz)d dvydvz

Et
om N +00 400 400 3/2
S m.
F=—dS f f f 27‘[ k ) .e ZkBT(v"+vy+vZ)d Ve dvydv, . €,
BT
Comme

+00 400 +00
kT

3/2 (vE+v3+vE)
— Zk T\"x T yTYz -2
(vi) = f f f 27'[ kB ) e dvydvydv,

—00 —00 —00

Et que la fonction a intégrer est paire. Alors :
+00 400 4o

3/2 (vE+v3+vZ) kgT
Zk T\WxTVyTVz —_B-
f f f 27r kB ) .e dvydvydv, o

—00 —O00

Donc

=

F= 5 kpT.dS.&,

7. La pression du gaz appliquée sur la paroi est donnée par

F N
P=us~v

pV = NkgT ou pV =nRT

N=nN, et R=WN,kg

kgT

On obtient finalement :

Avec
N, étant le nombre d’Avogadro.

Conclusion : C'est 'équation d’état des gaz parfaits.
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EXERCICE 06 : (Travail personnel)
1. Lafonction de distribution de Maxwell-Boltzmann pour les gaz parfaits.

m \3/2 m
Sy _ 2 2 2
f@) = <2n. kBT) 'EXp< T Y +”Z)>

La fonction de distribution f(v) du module de la vitesse est donnée par la probabilité d’avoir un
module de vitesse compris entre v et v + dv, c'est-a-dire :

dP(v) = f(v).dv

Pour obtenir cette probabilité nous intégrons dP(¥) sur toutes les valeurs possibles de 6 et de ¢

en coordonnées sphériques.
T 2T

dP(v) = dP(v) = f f@®).v2%.sinf.dvdfde avec d3v = v?.sinf.dvdfde
0,9 o Jo
D’ou
. m  \3/2 m. v?
=4.2.*=4.2.( ) —
f(v) m.v f(v) m.v 27T kBT eXp 2kBT
2. Calcul de v,.
i i df (v)
fo) =lfm] ., = i =0
v=vp
Donc
A ( m )3/2 ) m.v? m m.v? —o
T \2n kT VRPN T 00T ) T kg TP\ T 20T )| T
Et
kgT
Um = \/f 7
3. Calcul de la vitesse quadratique moyenne v* = /(v?).
+oo _ 3/2 ptoe _ m.?
(v?) = J;) v2. f(v).dv = 4m (Zn. kBT) fo v*. e 2kBT dy
m.vz m.VZ
En intégrant par parties ; <g =v3 h' =v. e_m> et <g’ =3v% h= —%.e_m> on trouve :

m \2([ kT . _mv21"" 3Tt . _mo?
(v2) = 4n( ) [—L.v% 2.kBT] + 7B v2.e 2ksT dy
21 kT m . m J

m.VZ

Le premier terme étantnulen 0 acausede v3 etnulalinfiniacausede e 28T ,ona:

m \323kgT (™ _muv?
(v?) = 47r< ) 5 v2. e 2ksT dy
21 kgT m J,

m.VZ

3/2
. . . , m +oo -
Comme la distribution est normée 4mw (an T) fo v?.e 2k8T dy =1, alors :
‘B

3. kgT kgT
(v?) = rrf et v* = /(v2) =3. %
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

4. Calcul de la valeur moyenne du module de la vitesse (v) = 7.

3/2 (oo _mw?
) f v3.e 2kgT dy
0

(v) = fo o F o). dv = an (

2Tt. kBT
m.uv2 mw?
En intégrant par parties ; <g =v3 h =v.e Z-kBT> et <g’ =2v,h = —k;ll.e Z-kBT> on trouve :
+oo 2
m \32([ kgT _mv? 2kgT (Y= _mv?
(v?) = 47r< ) — L vy 2kpT| 4B v.e 2ksT dy
2m. kgT m 0 m Jy

m.v?

Le premier terme étantnulen 0 acausede v? etnulalinfiniacausede e 28T ,ona:

(v?) = 4n(

Finalement :

3/2 +oo 2 3/2 2 +oo
- ) 2ksT v. 6_% dv = 4n< - ) 2ksT —kBTe_%
21. kBT 2T. kBT 0

ﬁ:(v):\/g ’k:;l—T

Vi = V2.4/kgT/m = 1,41/ kzT/m
v  =V3.kgT/m =1,72/kgT/m
U =+/8/m.\kgT/m = 1,59 kgT/m

UV S U<V

m Jy m m

Donca T donné

L'égalité étant obtenue pour T = 0.
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EXERCICE 07 :
1. Normalisation de f(vx,vy,vz,wl,wz).

+00 pa400

fff ff f(ve, vy, vz, 01, 03) X dvydvydv,dw,dw, = 1

» e v; » e w;| = avec B_ZkBT
En utilisant fj:: e "dr =+n

3 2
2 2
- -~ =1
,’ﬁmﬁ ﬁ’ﬁ

m \32/ I

Donc

Donc

2.
Calculons (vx)

1/2 p+o 5 _B_mvz m 1/2 p+o —ﬁ—mv
) f_m KR dex}x{(Zn.kBT) f_m ¢ ydv}
m_ V2 pm, I \Y? e i,
X{(Zn.kBT) _f_oo ¢ Zdvz} {(Zﬂ.kBT) f_oo ¢’ 1dw}
Ji 1/2 4o —ﬁwg
{(271. kBT) _f_oo ¢’ dwz}

X
Donc
m \Y2 [t pm , mo\V2 2 \¥2 e 2
— 2 o7 2 Yy = ) (_) f 2 o7
(ve) = (Zn. kBT> f_oo Vi- € = ) \gm) )t ¢
Comme on a calculé (par parties) f:: dr—£
Donc
o )1/2( n) g
vx 2m.kgT pm 2 m
De la méme maniére :
kgT
(V) = (v2) = —
m

Calculons (w?) :

m 1/2 +00 Bmv m 1/2 +00 Bmv
: N
((1)1) {(27'[ kBT> -f—oo Ux} { 2m. kBT —00 ¢ vy}
m 1/2 p+® Bm I 1/2 s+ Bl ,
x{(Zn k T) f ¢ vzdvz} {(Zn k T) j w%'e_?wldwl}
p —o0 - B —0o

I 1/2 + oo _ﬂ 2
% (an T) f e T dw,
B — 00
1/2

I 1/2 +0o0 BI I 2 3/2 400
2y — 2w1d — ( ) (_) f 2. _Tzd
1) (Zn. kBT) J_m wi-e = \omagr) \g1) L T4

Donc
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; . +o0 ) VT
Comme on a calculé (par parties) [~ "t2.e " dr = -

Donc

1/2 3/2\/—
(o =<27r.IkBT) (%) 711:

kyT

I

De la méme maniére :

kgT
(w3) ==

L’énergie moyenne d’une particule est égale a son énergie cinétique moyenne. L'énergie interne de

N particules est égale a :

U = N{E) = Nom{(w) + () + (u2)) + N3 1) + (w3)

Donc

5
U= N(E;) =5 NkgT

3. Capacité calorifique a volume constant.

au 5
= _NkB

& =51l,~32

Pour une mole de particules N = N, la capacité calorifique molaire

C —5R
V70
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

EXERCICE 08 :
1. Le volume de la couche est égal a

dV =5.dz
Et

|dN, = n(2).dV = n(2).S.dz|

2. Laforce de gravité est donnée par

F,=dM.g=p.dV.g

Donc

Fy=n(z).m.S.dz.g

Avec n(z) = dN/dV estla densité de molécules a une hauteur z.

3. Laforce due a la différence de pression
d
E, =S. (p(2) —p(z +d2)) = —Sd—Zdz

. . . . I d
Le signe (—) est d{l au fait que la pression diminue quand z augmente d—z < 0.

4. En utilisant I'’équation d’état des gaz parfaits

p.V = N.kgT
On adonc
N
p(z) = VkBT =n(z).kgT
Et
dp dn
E —_ EkBT

La condition d’équilibre dynamique de la couche F; = E, s’écrit:

dn(z)
.m.g=— kgT
n(z).m.g Y
D’ou
dn(z) mg
=——dz
n(z) kgT
En intégrant, nous trouvons :
_ _mg.z
n(z) = no.exp( kT )

Et
mg.z

kgT
n, et pg sont respectivement la densité de molécules et la pressions a une altitude z = 0.

p(2) = py.exp (— ) avec pgy =ng. kgT

5. Dans la statistique de Maxwell-Boltzmann.

Le nombre de particules ayant chacune une position 7(x,y,z) a d3r = dxdydz prés, ayant une

vitesse ﬁ(vx,vy, vz) addv= dv,dvy,dv, pres est donnée par :

E(7,¥)
kgT

dN(#,¥) = N.F(#,7).d3r.d3v = NA.exp <— >.d3r.d3v

Tel que :
E( V) = Ec(¥) + Ep(¥)

Est I’énergie mécanique totale d’une particule (toutes les particules étant identiques).
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THEORIE CINETIQUE DES GAZ — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

Le nombre de particules ayant une position donnée 7(x,y,z) a d3r = dxdydz prés, quelque soit
leurs vitesse est obtenue en faisant la somme (intégrale) sur les vitesses (terme comprenant I'énergie
cinétique). Donc

E fd
dN(#) = N.A'.exp <— ]:(;)>.d3r
B

Dans le cas d’un gaz parfait qui ne subit que le champ gravitationnel terrestre
Ep(#) = Ep(h) = mgh

En comparant avec la réponse en 1
dN, = n(2).dV = n(z2).d%r

n(z) = B.exp (— E;:?) = B.exp (— 11:;97?)

On retrouve

B est une constante.
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EXERCICE 09 :

1. D’aprés la figure ci-contre les particules ayant une vitesse
¥ qui arrivent a la surface s du trou durant un intervalle
de temps dt, sont contenues dans le prisme cylindrique de
base s et de hauteur v.At.cosa, avec a estl’angle entre
- - )N 7 . H
s et v. D’'ou les molécules incidentes sont contenues dans
un volume

dt =v.dt.cosa.s
Comme
- -
V.COSA =TV e e, =71,
Alors
dt = v,.dt.s

Le nombre de molécules contenues dans ce volume est obtenu
en multipliant la densité volumique, considérée uniforme, par
le volume

N . N S
dN = Vdr'f(v)' dvydvydv, = va.dt.s.f(v). dvydvy,dv,

La proportion de molécules ayant une vitesse ¥ est donnée par le facteur de Maxwell-Boltzmann
. m 3/2
v)=|—

Pour obtenir le nombre de molécules du gaz qui traversent la surface s quelque soit leur vitesse (a
condition que v, > 0) on intégre sur toutes les vitesses en respectant la condition précédente. Il

0T kBT(vx+vy+vz)

vient que :
m 3/2 (vE+v3+vZ)
- Zk T\"xt "yt z
ans = fﬂ Uy dL.s. (Zn kpT ) € dvydv, dv,
Et
+00 400 400
3/2 . m
BT
Comme
T 3/2 s 1/2 m
‘Ux+‘U +‘UZ m _ 17)%
j f f Zn kB ) e 2kp T( y )d dvydvz—f vx_(m) e —Z-RBT( )dvx
Zo —oo J
Et
[ +oo 1/2
[ (L)m R )”2[ T -giir) " - (Jal)
x ' x
27T.kBT Zﬂ.kBT m 0 2T[.m
0
Alors :
1/2

Volume du cylindre: V = nR?H = nD? H/4
Surface du cylindre: S = 2nRH = nDH
Surface de condensation: s = 0,1%.S = nDH x 1073

vyt 10-3( ksT )1/2dt
s D 2m.m
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2. Lavariation du nombre de particules dans I’enceinte :

dN = —dN, = — X g ( kg T )1/2 —_nlar
a sTTy S onm B T
Avec
R4 <2n. m)1/2 D <21‘[. m)1/2
s \keT ) T ax103 kgt
Donc
dN 1dt
N T
En intégrant
t
In(N) = - + constante
Et
[N = N(0).exp(—t/7)|
N(0) est le nombre de particule initial dans I’enceinte (t = 0).
3. Dans le cas d’un gaz parfait.
pV =nRT ou pV = NkgT
Comme V et T sontconstant
kg.T kg.T
p(t) = ’; N() = == N,.exp(=A.t)

Ou

p(t) = (). exp(~t/7) = "L N(0).exp(~t/7)

p(0) est la pression initiale dans I'enceinte (t = 0).

La pression dans I’enceinte est diminuée d’un facteur 3.

p(t) 1

— =—-=exp(—At/7)

p( 3 °F
D’ou

At =103 x 1= In3 (Zn.m)l/z
T 10 kT
4. Application numérique :
|T = 0,1664 secondes| ; |At =0,1828 secondes|
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EXERCICE 10 : (Travail personnel)

Montrons par récurrence que

+ o0

2k)\.
Ly (a) = f x2k e=ax*qy = % ; keN

1
k!.22k+1 _gkty

0

Vérifions cette égalité pourk = 0

+00

1 [

— —a.x? N
Iy(a) f e dx 5
0

On considére que I'égalité est vérifiée pour k, puis calculons I'intégrale pour (k + 1).

+00 +00
—ax? —ax2
12(k+1)(a) =f x2k+2 o—ax dx:f K21 4 omaxT gy
0 0

En utilisant I'intégration par parties et la valeur de I'intégrale I, nous avons :

+o0 +00 2

+00
2k +1 —ax? 2k+1 e ! w €
Lk+n(@) =] x x.e" % dx = |x — = Qk+1x dx
—2a —2a
0 0 0
Comme
—ax21t® 2k+1
e € (LR
—2a o X400 2a ea.xz
Donc
2k +1 [ 2% +1
e+ (@) = 2a f x?k %" dx = 2a Ly (a)
0
2k+1  QQk)\.Vm 2k + D'.Vm
IZ(k+1)(a) = =

2a k. 22k,+1_ak+% k!_22k+1+1_a(k+1)+%
En multipliant et en divisant par (2k + 2)
Ck+2)2k + D'.m
1
2(k + 1). k1. 22k+1+1 g(k+D*3
k +2).Nr
(k + 1)1 220+D+1 a(k+1)+%

IZ(k+1) (a) =

12(k+1) (a) =

Donc cette égalité est vérifiée pour (k + 1).
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Montrons par récurrence que

+ oo

Lyq(a@) = f x2k+1 g—ax? g, —

0

k!

W ; k €N

Vérifions cette égalité pourk =0
+o0 2.+

2 e—a.x 1
L(a) = f x.e ¥ dx = =— (avec 0'=1)
, —2a 0 2a

On considére que I'égalité est vérifiée pour k, puis calculons I'intégrale pour (k + 1).

+0o +00
—ax? a2
12(k+1)+1(a) =f x2k+3 o—ax® =f x2KF2 5 omax gy
0 0

En utilisant I'intégration par parties et la valeur de I'intégrale I,;, nous avons :

e—a.xz too A e—a.x2
LaGesny+1(a) = [x2k+2_—2a]0 —f (2k + 2)x?+! ——dx
0
Comme
+00
e—ax? 1 x2k+2
x2k+2 — lim (—— V-0=0
—2a 0 x—+00 2a eax
Donc
+o00
2k + 2 k+1
Lye+ny+1(@) = a f x2k+1 gmax® gy = Lys1(a)
0
I ()_k+1 kb (k4 1))
2(k+ D\ = o T o gD+l

Donc cette égalité est vérifiée pour (k + 1).
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