ENSEMBLE MICROCANONIQUE ET CANONIQUE — SOLUTIONS TD PHYSIQUE STATISTIQUE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 04
ENSEMBLE MICROCANONIQUE ET CANONIQUE

EXERCICE 01 :
1. Nombre de configurations totales
Qtotal = 2N

Nombre de configurations différentes pour lesquelles on a N4 billes bans la boite A. Il faut dans ce
cas choisir N, billes pour les placer dans la boite A, peu importe I'ordre dans lesquels nous les
choisissons.

N! N!
NG (N=Ny! Ny Ng!
D’ou la probabilité P(N,) d’avoir N, particules dans la boite A.

aWy) ., N

-Qtotal NA! (N - NA)!

Q(Ny) = Cy4

P(NA) =

2. Dans I'approximation de Stirling

In(P(Ny)) = —N.In2 4+ N.InN — Ny.In Ny — (N — Ny).In(N — N,)

Et la dérivée
dIn(P(N,)) 1 -1
————==—InNy+Ny——In(N —Ny)+ (N —N, —}
dNA {n A ANA n( A) ( A) (N_NA)
Donc
dIn(P(N,)) | (N - NA)
an, U,
Cette dérivée est nulle pour
N
N — Ny =Ny donc NP = 0l
3. Valeur moyenne
N N N
5A:NA_5 = NA:§+5A et N—NA:E—aA

En remplacant dans P(N,)
N!

(z+8)(z-5)!

N
(Ny) = ZN _ NyPQN)

P(N,) =27V

Et la valeur moyenne

D’ou

(Ny) = ZZAzo (% + 5A) P(Ny) = %ZZAZOP(NA) + ZZAZOCSA-P(NA)

Comme Y P(N,) =1 (normalisation) alors le premier terme donne (N /2).
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Reste a calculer la second terme en prenant comme variable .

N
6A +7

N N!
Ly P00 = 2, S S

6A——E

Cette somme peut étre divisée en deux termes

54=0
N N! N!
Z 84.P(Ny) = Z 5,4 + Z
Na=0 Sra)(G-s) &2 (3raa)(F-)!
Le terme pour lequel §, = 0 est répété deux fois, mais comme il est nul donc la somme est
inchangée. En plus, si nous posons 8, = —&, la premiére somme se réécrit :
§y=0 8a= +—
N < NI N!
ZN 6AP(NA) z 6A + z 6A = 0
=0 _— |
: G Gy Gro & Gro)Goa)

Car on voit bien que les deux sommes sont les méme mais de signes opposés. Donc finalement

N
N max:_
(Ny) = -

4. Dans I'approximation de Stirling.

n [M =In[P(N/4)] — In[P(N"®*)] = In[P(N/4)] — In[P(N/2)]
P(Njnax)
En remplagant

P(N/4) N N 3N 3N N N N _ N
[P(Njnax) { Nln2+NlnN—Z an—T.lnT}—{—N.an+N.lnN—E.lnE—E.lnE}

P(N/4) (N N 3N 3N N N 3N N

In [W = —{ZIDZ-FT]HT}-F{NII’I?} = —{Nan+Tln3}+{NlnE}

P(N/4) 3 _
In [P(NmaX)] (1n2 —7In 3) = —0,1308.N

Autrement dit
P(N/4) = exp(—0,1308.N) . P(N %)
D’ou plus le nombre particules est grand plus la probabilité P(N/4) est petite par rapport a P(N;"@¥).

Remarque : Dans I'approximation de Stirling

N N N _ N
In[P(N"®*)] ~ —=N.In2 + N.InN _?'lni_i'lni

Donc

N
In[P(N;"®*)] = —=N.In2 + N.InN — N.lni =0

C'est-a-dire que P(N;"®*) est proche de 1.
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EXERCICE 02 :
1. Relation entre I’énergie E du systéemeet n.

E=ne+ (N—n).O =

v
I

n. €

2. Nombre de configurations

Le nombre de fagons de placer n électrons sur les sites de type B est Cy , c'est-a-dire comment
choisir n atomes parmi N atomes de type B pour y placer des électrons de spin haut.

De la méme maniére, le nombre de fagons de placer les N —n électrons restants sur les sites de
type A est CN™™.

Donc le nombre de configurations possibles est

—_rn N-n _ N N
Q) = G X OV = T TV = (W = (N = )
Donc
N! 2
Qn) = (n! (N — n)!)
3. Entropie
S(n) = kzyInQ(n) = §(n) = 2kgIn (%)

Dans I'approximation de Stirling

|S(n) = 2kg{N.InN —n.Inn — (N —n).In(N —n)}|

Pour obtenir la température, on utilise la fonction thermodynamique

1 p
ds = ?dE + ?dV - #ChimdN

Donc
1_65_65671_165
T O0E 0ndE €dn
En dérivant
1 2kg 1 -1 1 2kg E
P @ AV WSt s =T ()

4. Eninversant la relation précédente

1 ( E ) € Ne —E ( € )
= — = =

"\Ne—F 2kyT E - Pk,r

Ne

1+ exp (ﬁ)

Donc

E(T) =

Et le nombre d’électrons dans les sites B.
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5. Pour T—-0
Lavaleur €/2kgT esttrésgrande exp(e/2kgT) > 1.Dans ce cas

€
n(T) = N.exp <— T T)
B

Alalimite T->0 ; n(T)—-> 0 tous lesélectrons vont se placer dans les sites A de plus faible
énergie.

Pour T — +o
Lavaleur €/2kgT esttréspetite exp(e/2kgT) =~ 1+ €/2kgT . Dans ce cas

2NkgT
n(T) ~ ——2—
4kBT + €
Alalimite T -+4o0 ; n(T)—> N/2 sous l'effet de I'agitation thermique les électrons se
répartissent également sur les deux niveaux.
n(T)
N/2- - e -
0 T
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EXERCICE 03:
2a a

ENSEMBLE MICROCANONIQUE

1. Energie de la chaine. Nous avons n molécules d’énergie —e, et N —n molécules d’énergie 0. Donc:

E=n(—e)+ (N —-n).0 =

2. S=kg.In(Q,), tel que , estle nombre de configurations correspondants a n molécules
verticales.
N!
Q=Cf =——F7—
TN Tk (N = n)!
En utilisant I'approximation de Stirling.

S =kg. [N.ln(N) —n.In(n) — (N — n).ln((N - n))]

S =kg (N.ln (Nlin) —n-ln(Nr_ln))

9S _dSon 105

1

T 0E 0ndE  eon

Ce qui nous donne

3. Température

En dérivant

ENSEMBLE CANONIQUE

4. Calcul de lafonction de partition canonique z d’une seule molécule.
= z=e PO 4 hCo o
Fonction de partition canonique Z correspondanta N molécules discernables.

\Z =zN=(1+ eBE)NI

5. Energie interne du systeme U.

_ 0lnz d1n z
9B 9B
Comme [Inz = In(1 + &#€)|
ePe
U=—-Ne——
1+ ePe
6. Energielibre F . IF = —kgT.InZ = —NkzT.InZ

Donc

F = —NkgT.In(1 + ePe)

7. Lentropie du systeme S.

F=U-TS =
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Alors

ePe
1+ eﬁe)]

S = Nkp. [ln(l + eP€) — e

8. Lachaleur spécifique a longueur constante C; est donnée par:

- = au
LToarl,
Que nous pouvons réécrire :
_ au _ apaou _ 1 dU

“TOT oTAp  ksT20p
En utilisant I'expression de I’énergie interne

Ne? ePe
C, =
L™ kgT? (1 + ebe)2
Ou
Ne? 1
CL = 2
kgT? ; _Be  Be
(e 2 +ez2 )
Enfin
2
C, = Nk (ﬁe) 1
L=\ 2) ch?2(Be/2)
9. Probabilités :
1 ( 1
_ = _-B.(0 -
Pu=7e o P = T3 epe
LYo ” efe
e S

10. Longueur de la chaine :

|L =n.a+ (N —n).2a = (2N—n).a|

11. Longueur moyenne :

— 1 ebe
L=N.(ly.Py+1l,.Py)=N.|2 +
(- Py + Ly Py) <a1+e56 a1+e56>

_ 2 + ePe
L=Na
1 + ePe

D’ou

12. Variance :

— 1 eﬁe
_ N2 (12 2 = N2 2 2
LZ—N-(ZH-PH+lv-PV)_N'<4a 1+e56+a 1+€ﬁ6>

Donc

Be
L_2=N2a2<4+e )

1+ ePe
Et la variance est égale a :

[Var(L) = 12 — (I)?|

Ce qui nous donne

pe N2qg? 1
S — Var(L) =
(1 + ePe)2 ou ar(L) 4 cosh?(Be/2)

Var(L) = N2q?
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EXERCICE 04 : (Travail personnel)

1. Nombre total de configurations pour les particules.

particules _ AN+1
Qtot =2

2. Nombre total de configurations pour les énergies.

énergie __ __ 9N
Quot — = Qror =2

3. Nombre de configuration possibles ou nous avons n paires de charges identiques voisines.

. NI
On =08 = N = )]

Energie du systeme
E, =n.(+€) + (N —n).(—¢) = |En =(2n- N)e|
Entropie
N!
Sp =kg.InQ, = kz.In (m)

4. Dans I'approximation de Stirling
Sp = kB.{N.ln(N) —n.In(n) — (N — n).ln((N - n))}

Comme
E, 2n-N N1+a N Nl—a
a_N.e_ N = n= > et n= >
D’ou
1+a 1+a 1—«a 1—«a
S(a)=k3.{N.ln(N)—N 3 .ln(N 3 )—N 3 .ln(N > )}

1+a 1+a 1—a 1—-«a
S(a)z_NkB'{ 2 'ln( 2 )+ 2 'ln( 2 )}

S(a) = —%NkB.{Z.an +(1+a)n(l+a)+ (1 —a).n(1-a)}

5. Température

1_65 _65 Ja
T_aEV_a(XVaEV
Avec
Ja _ 1
aEV_ . E
Donc
1 kg -1
2=+ 0+t = - -0+ (-0}
1 k,_r,.1 <1+a)_ kB1 (Ne+E)
T~ 2¢ '\1—a)” 2¢ "\Ne—E
Pression
p_as _65 ON
T oVlg oNlzovig
Avec
ON 1
— == V=N.d
aVlg d ( )
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Donc
_ ks fin() + N%—ln((N —w) = (V=) |

7 N-—n
p_hl< N)
T d "\N—n
=)
N-—n
=)
N-—n

~NS

Equation d’état

p. d == kBT 1n<
En multipliant par N.

pV:N@Tm(

6. Enreprenant|’équation précédente

d = le(N_ﬂ— kpT.In (1 %
p-d = —kpT.In(——) = —kpT.In N

Pour n < N nousposons n/N = ¢ et nous utilisons le développement limité

£ £
In(l=—g)= —e —— -2 _ ...
n(l—¢) S 3
D’ou, en se limitant au premier terme
n
p.d= _kBT(_ﬁ) donc |p.V =n.kgT

Dans le cas ou les paires d’ions identique sont trés éloignés les une des autres, |'interaction est
minimale et le systéme est semblable a un gaz parfait de particules sans interaction.

7. Enprenant le second terme du développement limité, nous trouvons

En multipliant par N.

— 1,
p.V = —kBT(—n—ﬁn )
Donc
% - kZB—NTn = kgT
En comparant avec I'équation de Van Der Walls
a %4 pV aV ab
(o + ) (= 2) = * e PP~ e =T

Nous obtenons un systeme de deux équations

aV b=0 . ab kT
vz/n PP € WV/n? - 2N

Dont la résolution donne
_ |kgT.pV . b= kgT.n
@= 2n.d ¢ | 2p.d

=N

Q<

n Avec
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8. Fonction de partition pour une particule
z=eFEO 4 o=FO) = z = 2.cosh(Be)

Fonction de partition du systéeme (pour des particules discernables)

|Z =zN = 2N.coshN(ﬁe)|

9. Energie interne
amz_ Namz

ap ap
D’ou
dIn(2. cosh
U=-N n(2. cosh(Be)) = —Ne.tanh(Be)
9B
Et la capacité calorifique
au au| ap d 1
=—| ==—| === —-Ne— h A=
& =37l, = apl ar = Nezpltn (56))( kBTZ)
Donc
¢, = Nk ( € )2 !
V" U TB \kgT/) cosh?(Be)
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EXERCICE 05 :

Les micro-état d’une particules.

m, = +u €, =—UuB
€ = —m,B trois micro-état {mz =0 et trois énergies possibles 6o = 0

m; = —i €_1=uB
1. Puisque les particules sont discernables | Z = zV|:
Calculons z:

7 = z e_ﬁEn
n
Donc
|z = e PHB 4 @0 4 o*PUB = 1 4 2.cosh(ﬁyB)|

Et

| Z=0+ 2.cosh(ﬁu3))N|

2. Energieinterne:

olnZz dlnz
- =_—N

ap ap
Comme Inz = In(1 + cosh(BuB)), donc:
sinh(BuB)
U=-N2uB 1+ 2.cosh(BuB)

3. La probabilité microcanonique pour une particule dans micro-état (8) d’énergie €g.

1
P(0) = —ePeo
z

Donc
e_BHB 1 e+BMB

b= 1+ 2.cosh(BuB) ’ Po = 1+ 2.cosh(BuB) ’ Pr = 1+ 2.cosh(BuB)

4. Valeur moyenne de la magnétisation pour une particule

_BHB 1 e+ﬁﬂB

(m) = Zemz(g)'P(G) =0 1 + 2.cosh(BuB) 0 1 + 2.cosh(BuB) +

D’ou

2u.sinh(BuB)

{m) = 1+ 2.cosh(BuB)
Et I'aimantation moyenne
2Nu.sinh(SuB
M= N (m) = 2NH (BuB)
1+ 2.cosh(BuB)

On retrouve alors

1 + 2.cosh(BuB)
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Pour T—-0
Lavaleur uB/kgT esttrésgrande sinh(BuB) et cosh(BuB) tendentvers exp(BuB) > 1
Dans ce cas

M=Nu et U=-NuB

C'est-a-dire que tous les spins vont s’aligner dans la direction du champ magnétique extérieur, car
I’énergie d’agitation thermique est trés faible.

Pour T >
Lavaleur uB/kgT esttréspetite sinh(BuB) ~ BuB et cosh(BuB) =~ 1
Dans ce cas
2 uB 2 uB
M —§N[i (kB_T) et U= —gNﬂB (kB—T)
Alalimite T—->4c© ; M->0 e U->0 car les spins se répartissent également sur les

trois niveaux (P. =P, =P, =1/3).

5. Capacité calorifique

_oup _oup oB _ a sinh(BuB) 1
V= aTl,  ap , 0T ~N2uB ap <1 + 2.cosh(,8yB)>'( kBTZ)
Donc
_ uB \?* cosh(BuB) . (1 + 2.cosh(BuB)) — 2.sinh?(BuB)
Cy = 2Nkp (kBT) (1 + 2.cosh(BuB))?

Et finalement

uB )2 cosh(uB/kgT) + 2
kgT/) (1 + 2.cosh(uB/kgT))?

CV = 2NkB<
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EXERCICE 06 :
€n = hw (n +§) avec n=201.2..

1. Calcul de lafonction de partition canonique z d’une seule molécule.

7z = Z e_.BEn

n

7 = Z e—Bhw(n+%) =e” hTw (Z e—ﬁha).n)

n n

En remplagant :

1_xTL+1 _
avec x = e Fho .

En utilisant la somme d’une suite géométrique 1+ x + -+ x" =

h_w 1_xn+1

1-x

1—x
Comme la somme se fait sur tous les nombres naturels :

lim (e‘ﬁh“’ )n+1 = lim e Ao+l —
n—-+oo n—+o

z=e "2 (———F— ou Z=—F"
— p—Bh
1—eflo 2.sinh([)’h7w)

Donc

Fonction de partition canonique Z correspondanta N molécules discernables.

) Ao\ Y
Z =zN= (2.smh ([)’7))
2. Energie interne du systeme U.
dInz dnz
= — = —N
aB aB
Donc
U - th (t h( hw))_l
=N (tanh (A
Energie libre F . IF = —kgT.InZ = —NkzT.InZ
Donc

hw
F = NkgT.In (2. sinh ([3 7))

3. Capacité calorifique a volume constant.

- ou| oU| 9  hw —(hw/2) 1 ( 1 )
"7oarly,  apl,aT ~ " 2 cosh?(B hw/2) tanh2(B hw/2) \ kpT?
o NE ( hw )2 1
V' UTB\2kpT) sinh2(B hw/2)

4. Représentation de Cy.
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EXERCICE 07 :

1. Particules discernables. Z=2zN

2. Calcul de la fonction de partition canonique d’une particule d’énergie €, 4 = ho(n+p+ q).

7 = Z e Penpq

np.q

En remplacant :
DYDY e~ Bho(n+p+q) — (Zn e—ﬁhw.n)(zp e—ﬁhw.p)(zq e—ﬂhw.q)

2= (Zale )" ) (B ) ) (Bl )"

De la méme fagon que dans la question 1. On obtient :

Ou bien

1 3 1
‘- (1 - e—ﬁhw) M T A e teT)s
Avec |0 = hw/kg| estune constante appelée température d’Einstein.

3. Energie interne du systeme U.

_ 0lnz dinz
B B
Comme Inz=—3.In(1— e "), donc:
—(—hw)e Pho
U= 3N—1 7
Et
= 3Nh LNk
U'=3Nho Zpro—1 = 3Nks oom —1
. 6
4. Pour une seule particule u = 3kBegE/—,Er_1.

Quand T>»0; = 05/T <1 = /T ~146;/T.

Donc

5. Capacité calorifique a volume constant.

0 (— 05 /T? )eb%/T
6201 _ _gyi 00/
aTly (efe/T —1)2
Ce qui donne
Oz\2  efE/T 0z \> 1
Cy = 3Nk (—) ——F——— = 3Nk (—) —_—
v B\T) (efe/T —1)2 B\2r/ sinh2(6;/2T)

6. Quand T>»60; = 0g/2T K1 =  sinh(0g/2T) =~ 0 /2T. Donc:
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7. Energielibre F . |F = —kgT.InZ = —NkBT.lnz|
Donc

F =3NkgT.In(1— e7P" ) = 3NkyT.In(1 — e %/T)

8. L'entropie du systéme S. F=U-TS = S=—

D’ou

0z/T o
— _cers _ ,—0g/T
S = 3Nkjp {egm — In(1—e~% )}
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