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NABLA v ax T oy T 5, 5% T oap% T 5% ar " T 790 T T sin0 99 °
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CEeRE grad(f) =V.f x xF dy ¢y T 5z %2 ap p o Cp + a9z 7 ar T e 7009 T sing o %o
e = dA, 0A, 04, 94, 1 104, 04, 04, 2 104y 1 1 04,
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div(rot A) =V e (VxA) =0

div(

Ax B) =B +70t(A) — A + 70t(B)

r_ot)(f./f) = grad f X /T+f.r_0t)(/f)

rot(grad f) =Vx (V.f) =0

div(f.A) = gradf « A + f.div(4)

rot (vot(A)) = grad (div(4)) -
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Théoréme de Stockes
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C S

(S est une surface délimitée par la courbe fermée ()

Théoréme d’Ostrogradski

i

Eeds= fffT div(E).dt

(7 est le volume délimité par la surface fermée S)




VII.

CHAPITRE |
RAPPELS MATHEMATIQUES

PRODUIT SCALAIRE ET PRODUIT VECTORIEL ..ooveuiiveeieeeeieeeeeeeeeee et 2
SYSTEMES DE COORDONNEES ..ottt ettt ettt 3
GRADIENT ET OPERATEUR NABLA ...ttt ettt ettt 5
DIVERGENCE ...ttt ettt ettt et et ea et et eae s ete et eae et eae e ese et eae e see e eeeseeneaes 6
ROTATIONNEL .ottt eeete ettt et ee et et eae e eae e eae s et et sae et eae e eae s ese e see e eseeeneaes 7
LAPLACIEN ...eeveeeeeeeee ettt ettt ettt ee et et eae e eae e sae st ese et ese e eae st eae s ese e seeseeeesaeneses 8

THEOREMES DE L’ANALYSE VECTORIELLE




ELECTROMAGNETISME

RAPPELS MATHEMATIQUES

RAPPELS MATHEMATIQUES

I.  PRODUIT SCALAIRE ET PRODUIT VECTORIEL

1.1. PRODUIT SCALAIRE

On appelle produit scalaire de deux vecteurs Aet Betonnote A«B le
produit des modules de 4 et de B et du cosinus de I'angle aigu formé par
les deux vecteurs.

Propriétés :

> Si AeB=0
> gi.gj=6ij

AeB =A.B.cos(8) avec

alors A=0 ou
avec ;] =x;y;z

ou ALEB

0<6<m A

56’

B

8;; estle symbole de Kronecker-Dirac (6;; =0 si i #j et §;=1 si i =j).

» Il en résulte que

i~ T N N

ol

DN~

(

AeB=A4,B,+A,.B,+4,B,
—BeA
B+C)=A+B+
eB)=(p.A)eB=A+(p.B)=(A+B).p

oC

~

.2. PRODUIT VECTORIEL

et AeAd=A%=A+ A+ AL

Le produit vectoriel de deux vecteurs Aet B est un vecteur 5, noté C=A4Xx §, dont le

module est donné par

C = A.B.sin(8) avec 0 <60 <, et de direction u perpendiculaire

au plan sous tendu par Aet B tel que (ﬁ, B, 5) est un triedre direct, donc :

Propriétés :

»Si AxB=0 alors A=
> e Xe,=€, ; €,Xé,=¢€, ;

C = A.B.sin6.4

avec 0<6<m

> p.(AxB)=(p.A)xB=Ax(p.B) =(AxB).p
> |/T X §| est égal a la surface du parallélogramme de coté A et B.
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RAPPELS MATHEMATIQUES

Il. SYSTEMES DE COORDONNEES

I.L1. COORDONNEES CARTESIENNES

I( 7 =x(t).é, +y(t).e, +z(t).é,
{ v(t) = % =x"(t).é, +y'(t).e, +z'(t).¢,
Ikc‘i(t) = % =x"(t).é, +y().é, + 2 (t). ¢,

Et
dr = dx.é, +dy.e, + dz.é,

1.2. COORDONNEES CYLINDRIQUES

Relation entre les coordonnées cylindriques et les
coordonnées cartésiennes :

X = p.COS @
{y=p.sin<p
zZ=z

Vecteurs unitaires des coordonnées cylindriques :

€p = COSQ.ey +sing.e,
- . - -
€p = —SINY.€x T COSQ.e

é, = ¢,

Dérivées partielles des vecteurs unitaires :

(0€ de de
—p=_) —p=_) _p=—)
ap 0 o ‘o 3z 0
% 5 % __; % _5
ap A P 0z
G & 05 = @5 o
Ldp dp 0z
Donc
( 7(t) =p.é, +z.¢,
I = dF - = - 2 - =
v(t)=a=p.ep+p.(p.e(p+z.ez
el dl_]) oo 2 =l . . oo =l oo
a(t)=a=(p —p.¢?).é,+ (2p". 0" +p.p>). 8, + 2.8,
Et

dr =dp.é, + p.dp.é, + dz.é,
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ELECTROMAGNETISME RAPPELS MATHEMATIQUES

1II.3. COORDONNEES SPHERIQUES

&Z
Relation entre les coordonnées sphériques et les i 8,
- s . e AN |
coordonnées cartésiennes : VRN )
‘\\‘\M f
x =r.sinf.cosp | __ - ¢
y =7.sinf.sin¢ 7 E €o
z=r.cos 6 h‘ r : \\
! \
1
N
0) S ; >y
z 7 e ‘~§ 1
Vecteurs unitaires des coordonnées sphériques : T .
\‘L‘\ Il
.
ér =sinf.cos@.ex +sinf.singp.e, +cosb.e,
€9 = cosB.cos@.éx +cosB.sing.é, —sinb.é, X
€y =—sing.é, +cosg.é,

Dérivées partielles des vecteurs unitaires :

raér_a, 0e, 0e, oy
— 5g = % 5, — Sind.é
<_6r =0 i = —é, P =cosf.e,
aé 08 aé,
—?_0 —2_0 =2_ _(s 5 5
5 0 50 0 P (sinf.é, + cos6.¢eg)
[ 7(t) =r.é,

j v(t) =1".€, +1.0".ég +rsinb.@". ¢,
\d(@®) = (r —7.0°> —rsin?0.¢9"?).8, + (2r°.0° + 1.6° —rsinf.cos0.¢p"*).&p +
k (2sinf.7°¢" +2r.cos§.0°¢" +rsinf. ™). €,

Et

dr =dr.é, +r.df.ég +rsinb.dg.é,
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ELECTROMAGNETISME RAPPELS MATHEMATIQUES

lIl. GRADIENT ET OPERATEUR NABLA

Coordonnées cartésiennes :

= a - a - a - = = af—) af—) af—)
V=—ex+@ey+£ez = grad(f)=V.f(x,y,z)=aex+@ey+£ez

dx
D’autre part la différentielle totale d’une fonction a plusieurs variables est donnée par

f of of
df = ggdx+gdy+5 dz

D’ou la relation entre la différentielle totale et le gradient
df = grad(f) « d? = V(f) » d7

C’est cette relation que nous allons utiliser pour trouver le gradient et I'opérateur Nabla
dans les autres systémes de coordonnées.

Coordonnées cylindriques :

La différentielle totale en coordonnées cylindriques est donnée par

9] 9]
df=£d +£d(p +a—];dz

En utilisant le fait que

df = grad(f) « d7 = V(f) « dF

Alors, le gradient et I'opérateur nabla en coordonnées cylindriques sont :

af . 10f | of | - 0 1 6 6
grad(f)—Vf(p,qo,z)— ap p+pa(pe¢,+£ez et V=—g¢, —

Coordonnées sphériques :

La différentielle totale en coordonnées sphériques est donnée par

f af af
df =5 dr+ 3540+ 5 do

En utilisant le fait que

df = grad(f) « d7 = V(f) « d7
Alors, le gradient et I'opérateur nabla en coordonnées cylindriques sont :

6fa 16fﬁ 1 af

grad(f)—Vf(rB(p) T+_% 9+r.sin9%e(p
Et
_ 4, 19, 1 0.
V= e+

76 +r.sin9%e"’
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ELECTROMAGNETISME RAPPELS MATHEMATIQUES

IV. DIVERGENCE

Coordonnées cartésiennes :

- — - aA aA aA
div(A) =VeA(x,y,2z)= axx L

Coordonnées cylindriques :

On utilise les expressions de Nabla et du vecteur A en coordonnées cylindriques.

a -) 1 a a - - - -
div(A) =Ved = <6p 290 €, +£ez) «(4,.8,+A,.8, +A,.8,)
(4,8, +4,.8,+4,.8 ) L (4,8, +A,8,+A,8,) . 0(A,8,+A,8,+A,8,)
e . +e,e
ap p ¢ o 0z
En dérivant les composantes de A et les vecteurs unitaires

div(A) =&,

e (04, 0A, . A, \ 1. (04, 04, | L 04,
div(A) =&, p e, + p ey + p €, +;e(p- 90 ——e, + 4, e(p+we(p—A(p.ep+%ez
, (04, 04, 04,
+eZ-<aZ €y + 7 €p T 57 e,
En faisant le produit scalaire
" = - 04, 1 104, 04
div(A) =Ved=—Lt-4,+-—2 4+

P acp 0z

Coordonnées sphériques :

On utilise les expressions de Nabla et du vecteur A en coordonnées sphériques.

div(A) =Ved = (a* L0 G+ — a*) (Ay.8-+ Ag.8g + Ay 8,p)
v or 6969 r.sinea(pe‘p r€r T 06-€6 T Loy

o . L a, i oy 1, a8, R R
dw(A)zV-Azer-a(A €T+A9€9+A e(p)+—e9-—Q(Ar.er+A9.eg+A(p.e(p)
1 3

+m 0 °® a (A e + Ag. €9+A e(p)

En dérivant les composantes de A et les vecteurs unitaires

div(d) = ¢ aA“+6A”*+6A"“ +1* O e vay o+ 05, 4 s+ 05 )L g
A=t ar & ar Y07 oy ¢\ 99 %+ 20 6-6r T 5 %0 ) T sing %

aA“+A 0.2 +2%95 14 6. aA"’* A,.(sinb.8. + cosB.8,)
P e, .sinf.é, 30 € g.C0s B .€, 6<p €y o-(sinf.e. + cosb.ey

En faisant le produit scalaire

04, 2 1049 1 1 04,

div(A) =Ved = A, += A
v(4) e rame ? ol o
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ELECTROMAGNETISME RAPPELS MATHEMATIQUES

V. ROTATIONNEL

Coordonnées cartésiennes :

P 04, 0A,)\. (394, 0An. (94, 0AL\.
A =VxA _ _ %\ (%2 9% 9y 9%«
pa i) =l 2) <6y az>e" (e~ 3)5+ (5 3y )

Coordonnées cylindriques :

On utilise les expressions de Nabla et du vecteur A en coordonnées cylindriques.

RPN RN 0 10
rot(A) =Vx A= (—é’ e

a - - - g
ap +E£e‘l’ +£32) X (498 + Ay 8y + Az.E;)

0(4,.8,+4,.8,+A4,.8,) LN (4,8, +A4,.8,+A4,.8,) . (4,8, +4,.8,+A4,.8,)

rot(A) = &, x ” 5 %0 : -

En dérivant les composantes de A et les vecteurs unitaires

NN . aAp R aAq, R 04,
rot(A) =€, X ( p e + p ey +

R aqu 6A(pq 04, |
+e, X azep+6z e(p+ Zez

- aAP-» - aA(p—> g aAZ—’
+—e, X %ep +4,.€, +we(p — Ay € +%ez

En faisant le produit vectoriel

N = o 0A 0A 1/ 04 0A 0A 0A
rot(A) =Vx A= <—“’éz ——Zé(p> +—<——(:éz +4,.8, +—Z§p> + (a—zpe?(p ——“’ép>

dp dp p d do dz
Finalement
o = - (104, 04,\. (04, 04,\. (04, 1 104, .
“"‘“‘”’*‘(Ew ‘E)‘ﬁ)‘(ap "%z)% B Tt T )

Coordonnées sphériques :

On utilise les expressions de Nabla et du vecteur A en coordonnées sphériques.

= Jd, 190 , 1 0 R R _
rot(A) =VXA= (aer +;%€9 +m%e¢) X (Ar.er + Ag. €9 +A(p.e(p)
—2 7 - a - - - 1—> a - hd hd
rot(A) =e, Xa(Ar-er + Ag. €9 +Aq,.e(p) +;e9 X %(Ar.er +Ag. €9 +A(p.e(p)
1
r.sin@

- a - - -
€y X %(Ar. e+ Ag.€9 + A(p.e(p)

En dérivant les composantes de A et les vecteurs unitaires

—2 (7 - aAT‘—> 6A9—> aA(D—) 1—> aAT—> - aAee - aA(P—) 1 -
rot(A)=er>< ?er+ﬁe¢9 +We¢ +;€9X %er+Ar.eg +W€9_Ag.er+ 30 €y +r.sin96"’
Ag

d
§r+Ar.sin9.§¢+%§9 + Ag.cosf.é, +

04,

X aq)

aA(p > . > N
%eq, —A,.(sinf.é, + cosB.éy)
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ELECTROMAGNETISME RAPPELS MATHEMATIQUES

En faisant le produit vectoriel

. [(04g, 04, \ 1( 04,
roi(d) = <7% ‘739> ;<‘%%
1 (04, . a4,
+ . €g —
r.sin@ \ do do

- aA(P-)
+A,9.€(p +¥€r

-

é, —A,.(sinf.éyg — cos 6.¢,)

Finalement

i) = L (0o, o g Ohe)s (1 04, 1, 04, ﬁ+1< 04 , aAT)%
e ~rsma\""" 90 v €08 90 ) " \rsineag rie” ar )T\ oy TN AL
Ou

e 1 d(4,.sinf) 0A 1 04, 10(r.A 1/0(.A dA
Tot(A)= : ( ¢ )_ 0 -»T : r_ - ( <.0) é’9+— ( 9)_ r é(p
r.sin @ a0 dp r.sinf dg¢ r Or r ar a0

VI. LAPLACIEN
L'opérateur Laplacien est défini par :

Laplacien(f) = div(m f) ou Af =V (V:f)

Coordonnées cartésiennes :

of . O . O

aex-l'ayey‘l‘az

grad(f) =V.f(x,y,2) =

- — - aA aA aA
div(A) =VeA(x,y,2z) = axx i ARl

dy 0z
Avec
_9of _9of _9of
4= F MTay b ATy,
Dol
L 0*f  0*f 9°f
div(grad f) = Af = 92 + ay? T 72
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ELECTROMAGNETISME RAPPELS MATHEMATIQUES

Coordonnées cylindriques :

On utilise les expressions de Nabla et de grad(f) en coordonnées cylindriques.

of , 1of ., Of
grad(f) =V.f(p,¢,2) = 20 T 090 T 3,%

1 104, 04,
A

- — - aA
div(A) =VeA(x,yz)= a—p

+; P T pag | oz
Avec
_of 16f _ _of
Ap_ap Ay = pdp Az_az
D’ou
afy 10f 16f) (af)
Af =
dlv(gradf) = 6p<6p)+p6p+p6go(p6go +6 0z
Finalement

2 2 2
_ f 19f 10°f o0°f
dw(grad f) Af = o +p6p +p2 TP +— 372

Coordonnées sphériques :

On utilise les expressions de Nabla et de  grad(f) en coordonnées sphériques.

of 1af_) 1 of |
grad(f)—Vf(T9¢)— eT+ r 060 9+r.sin93(,0€(p

94, 2 104 1 1 04,

div(A) =V« ACry,2) = 0 +;A BT +r.tan9A9+r.sin9 Rl
Avec
_of 1o0f 1 of
AT_E P Ao = rog '’ A‘p_r.sineﬁ
D’ou
of\ 20f 10f 1 10f 1 0 1 of
dw(grad f)=2f = _<E> +?E raf (r 69) * r.tane;%-l_ r.sin@%(r.sin@%)
Finalement

f 20f 10% 1 of 1 9%
div(grad f) = Af = 35 + 50+ 2507 * 72 an6 96 ¥ 12520 9972
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VIl. THEOREMES DE L’ANALYSE VECTORIELLE

THEOREME DE STOCKES

La circulation d’'un champ vectoriel sur une boucle fermée est
égale au flux du rotationnel de ce champ vectoriel a travers une
surface quelconque délimitée par cette boucle.

}@E.d;=ff 7ot(B) » 3
c S

» S estune surface délimitée par la courbe fermée C.
» ds est obtenue en appliquant la regle de la main droite en
suivant le sens de d7.

THEOREME D’OSTROGRADSKI

Le flux d’un champ vectoriel a travers une surface fermée est
égal a l'intégrale de la divergence de ce champ vectoriel sur
tout le volume intérieur a la surface.

ﬁg E-d§=ﬂ£ div(E).dz

» 1 estle volume délimité par la surface fermée S.

TRAVAIL A FAIRE

dr
Boucle C

Volume intérieur T

Surface fermée S

Démontrez les identités suivantes (en utilisant les coordonnées cartésiennes).

div(ﬁ/ﬂzﬁ-(?X%ﬂ =0 div(f./f) =gradf-/f+f.div(/f)
m(gradf)zﬁx(ﬁf) =0 m:)(f./f) =gradf></f+f.m(/f)
div(4 x B) = B « 70t(4) — A + 0i(B) rot (rot(4)) = grad (div(4)) — 04
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