LES VECTEURS : RAPPELS MATHEMATIQUES | 2021/2022

CORRIGE DE LA SERIE DE TD N° 01

EXERCICE 01 :

1. Enutilisant le théoréme de Pythagore pour les triangles droits de la figure ci-dessous.

AN
A
A, A? =12+ A2
A
A l
A,
Y
A, l
A A, 12 = A% + 45
X Ay
Donc
A% = A + A} + A7 et A= /A§+A§+A§
2. Représentation a deux dimensions Y
— qx — Px
PQ (Qy - py) P e mm s Q
y 1 !
Dans I'espace a trois dimensions ! |
x — Dx Ty = pyi i
PQ (q - Py) _________ L ]
dz — Pz Py Pi qx — Dy i
Et le module i E
—_ 2 L
|PQ| = J(qx )2+ (0 —py)" + (@ = P2)? 0 Px T
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LES VECTEURS : RAPPELS MATHEMATIQUES 2021/2022

EXERCICE 02 :

Calculer graphiquement, puis en utilisant les composantes, la résultante de deux vecteurs AetB
ayant le méme module (A =B = 10) et dont les angles respectifs avec I'axe (0X) sont

(/T,e}) =a=mn/6 et (§,5x) =—a=—mn/6.

Graphiquement :

D’apres la construction graphique, la résultante A+ B est parallele a 'axe (0X). En effet, La
résultante est une des diagonales Ob et ac dulosange Oabc formé par les deux vecteurs A et
B. lautre diagonale ac est perpendiculaire a I'axe (0X) qui est une bissectrice du triangle isocéle
Oac. les deux diagonales du losange étant perpendiculaires, il vient que la diagonale Ob formée par
la résultante est paralléle a I'axe (0X).

La direction et le sens étant connus, il nous reste a déterminer le module de la résultante.

C=A+E
Le triangle Oab étant isocele et ac la bissectrice perpendiculaire a la base Ob. Donc
Cc/2
cosa=T = C=2A.cosa

Et le vecteur C.

C = +2A.cosa.é, = +17,3.8,

Analytiquement :

On projette les deux vecteurs A et B dansle repére cartésien (0XY).

A(isma) = B0

Mais puisque A et B ontle méme module (A = B), la résultante

C=dri=(hama)t Cana) = (407
Et

C = +24.cosa.é, = +17,3.8,

1ére année LMD Génie Civil : Licence Professionnalisante 2



LES VECTEURS : RAPPELS MATHEMATIQUES | 2021/2022

Montrer (graphiqguement et analytiquement) que la somme des vecteurs de force suivant est nulle.
F {Module |F1| =5N 7 { Module |I32| =5N 7 { Module |ﬁ3| =5V2N
Angle (ﬁl ,6) =10 Angle (132 ,8y) =1/2 Angle (ﬁ3 ,6¢) =51/4

Y Y

-

/2

57r/4/\
0

F, X 0

Graphiquement :

La somme des trois vecteurs
F_)=F_)1+ﬁ2+ﬁ3=ﬁ,+ﬁ3 avec ﬁ1+F_)2=F_)’

Comme ﬁl et ﬁz sont perpendiculaires et de méme module (F; = F,), ils forment donc un carré
dont F' est une des diagonales. Le module de F' est donné par le théoreme de Pythagore

F' = JFf +F} = \/2.F12 => F =+2.F, =52
Sa direction fait un angle de 45° avec I'axe (0X).

D’ou le vecteur ale méme module (F' = F; = 5vV2 N), la méme direction et le sens opposé au
vecteur ﬁ3. Si bien que :
ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3 =F_)’+F_)3 =6

Analytiquement :

Faisons la projection des trois vecteurs ﬁl , ﬁz et ﬁ3 dans le repére cartésien (0XY).

S5\ =2 (0 = (5V2.cos(5m/4)\ _ (—5V2.(V2/2)\ /-5
Fl(o) ' FZ(S) ' F3<5\/§.sin(5n/4)>_<—5\/§.(\/§/2)>_(—5)

Et la résultante

= ()4 Q)+ (= ()0
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EXERCICE 03 :
Trouver, graphiquement et analytiquement, la somme ou la résultante des déplacements suivants :

A : 10 m nord-ouest ; B:20m 30° vers le nord-est ; C¢:35m plein sud.

Y
AN B |
L m/a N\ 17/ 6 :
0 X
X
¢

Graphiquement :

On représente les vecteurs A, B et C aléchelle (ici:1cm — 4m)
A :Module 10 m (2,5 cm sur papier) ; angle (4 ,é,) = 31/4.

B : Module 20 m (5 cm sur papier) ; angle (B , &) = m/6.

¢ : Module 35 m (8,75 cm sur papier) ; angle (5'59:) = 3m/2.

— —

Le module de la résultante D est mesuré avec une regle : environ 5 cm sur papier = |D| ~20m
- = z

Et I'angle (D ,ex) = 6 est mesuré avec un rapporteur: 8 =~ —60°

Analytiquement :

Faisons la projection des trois vecteurs A, B et C dansle repére cartésien (0XY).

AN =(1V2) B (e =(103) (%)

Et la résultante

= _2.m.a_(-52 10\/5) 0 p( 10,249
D_A+B+C_(+5ﬁ)+( " +(_35) N D(_17’929)

Son module |5| = 20,652m

Etl'angle (D,&,) =6 : tan® = D, /D, = —1,749 = 0 =-60246°
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EXERCICE 04 :

1. |AeB = A.B.cos(f) | avec 0<6 <.

2. |AeB =A, B, +A,.B,+4,B,|

3. AeB=A,B,+A,B,+4,B,=2+1-1=1

|| = [A2+A2+A42=V4+1+4=3

|B|= [B2+B}+B2=Vi+1+1=+3

= AeB
AeB = A.B.cos(8) = |cos(f) = Wi 33

-

4. Ondonne:A=2.8,+8é,+8, et B=228 +10.¢,—118,.
a. AeB=4+10-11=3.
|A|=vd+1+1=v6 ; |B|=v4+100+ 121 =+225=15

N B 3
AeB = A.B.cos(f) = cos(f) = 5= F\/E =0,0816 et |0 =85,316°

e )

b. |C=A+B =46 +11.6,—10.é,| et sonmodule ||C| =16+ 121+ 100 = v237|

c. Trouver I'angle que fait cette résultante avec les axes 0X, OY et OZ.

N
Les angles a,f,y formés, respectivement, par C avec les axes 0X,0Y,0Z sont les mémes que
les angles formés par avec les vecteurs unitaires é,, €, €, .

Ced, = (4).(1) + (11).(0) + (—10).(0) = 4.
IC|=v237 ; |él=vi+0+0=1

ﬁ 9 Ceé 4
Ceé, = |C| |é;|.cos(@) = cos(a) = |5|T§ | = 757 = 0,2598 et
. X

Coé, = (4).(0) + (11).(1) + (—10).(0) = 11.
IC|=v237 ; |é,|=vo+1+0=1
Coé, = |C|.|é,]-cos(B) = cos(B) = f'éf _ U =0,7145 et
Cl1e,| V237
Ceé, = (4).(0) + (11).(0) + (—10). (1) = —10.
IC| =237 ; |&l=v0+0+1=1
Ced,

> - _10
Ceé, = |C|.1é;].cos(y) = cos(y) = =\/23_7=—0,6495 et [y = 130,509°

|C|. 1é,
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EXERCICE 05 :

. -1 . 2 . 2 . 3 . 2
Soit les vecteurs A 1 , B{0o)], Cl 2|, D| 1 |Jet E|O
-2 4 -1 -1 0

Le produit scalaire étant commutatif

AeB = Ay.By+A4,.B,+A4,.B,=-2+0-8=-10 = A nest pas perpendiculaire a B.
AoC =Ay.Co+ Ay Cy+ A Co=—2+2+2=2 > A
AeD = A,.Dy+A,.Dy+A,.D,=-3+1+2=0 > 4

)

AeE = A Ey + Ay Ey + A E,=—-2+040=-2 =

-

n’est pas perpendiculaire a C.
est perpendiculaire a D.

o
n’est pas perpendiculaire a E.

BeC=B,.C,+B,.Cy+B,.C,=4+0—4=0 = B estperpendiculaire d C.

BeD =B,.D,+B,.D,+B,.D,=6+0—4=2 = B n’est pas perpendiculaire 3 D.
BeE = By.Ex +By.E,+B,.E, =4+0+0=4 = B n'est pas perpendiculaire a E.
CeD = Cx.Dy +Cy.Dy+C,.D,=6+2+1= = C nest pas perpendiculaire a D.
CoE = Cy.Ex+Cy.Ey+C.E,=4+0+0=4 = C nest pas perpendiculaire a E.
DeE = Dy.Ex+Dy.E,+D,.E,=6+0+0=6 = D nest pas perpendiculaire a E.
EXERCICE 06 :

a. Trouvez I'angle aigu formé par les diagonales d’un quadrilatere de sommets (0,0,0), (3,2,0),

(4,6,0), (1,3,0).

Remarquez que tous les points se trouvent dans le plan (0XY).
L'angle formé par les diagonales OB et CA, est le méme compris entre

les deux vecteurs OB et CA.

_/A-0\ /4 /3-1 2
0B{6—0]|=|6] ; CA(2—3)=<—1
0-0/ \o 0-0 0

Le produit scalaire

OBeCA = (4).(2) + (6).(=1) + (0).(0) = 2.

06| =52 ; [cd|=+5
—_—— R — —_— O_B).C_14)
OBeCA = |OB| |CA|COS(9) = COS(Q) =
|0B|. |CA]

cos(@) =

= 0,124 et |0 =82,875°

2
V52v/5

b. Trouvez les angles (a,B,y) que forme le vecteur U = é, + 2.€,, + 3.€, respectivement avec les

axes (0X,0Y,02).

(4,6,0)

B
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o Z
les angles (a, 5,y) entre le vecteur u et les axes (0X,0Y,0Z7) \

respectivement. Sont les mémes angles entre le vecteur U et les 3~
vecteurs unitaires ((?x, €y, 52). haY
1 1 0 0 Wik
2] ; é|0] ; &1 ; é|lo i
3 0 0 1 !
Les produits scalaires :

fied, = (1). (1) + (2).(0) + (3).(0) = 1. 100 i

il =v14 ; |él=vV1i+0+0=1 ¢
el ! 0,267 et 74,499
Ry 02 ¢
|2l. |yl 14

e, = (1).(0) + (2). (1) + (3).(0) = 2.

il=v14 ; |é|=v0+1+0=1
leé, 2
—2 = ——=0,535 et [ =57688°
@e] - Vit | =57,688°
usé, = (1).(0) + (2).(0) + (3).(1) = 3.
il =V14 ; |&l=vo+0+1=1
Ueé, 3

ueé, = |ul.|é,;].cos(y) = cos(y) = e = NG = 0,802 et |y =36,699°

2|

uee, = |ul.|le,|.cos(d) = cos(a) =

Ueé, = |ul.|éy|.cos(B) = cos(B) =

EXERCICE 07 :
(1 (2 L[2
Soit les vecteurs A( 1 ) , B<O> et C(a)
-2 4 4
1.

- -0) oG-

(A+B )o(A—B) = (1).(-3) + (1. (1) + (2).(-6) = —14
Et la valeur absolue

|(A+B )e(A—B)| =14

2.
ALC > AeC=A,Co+A4,C+4,C,=-2+a—-8=0 =
3.
- - - - Ax = k. Cx _1 = Zk
AllC > A=k.C > {A,=kC, donc {1=ka avec k€R
A, =k.C, -2 =14k
D’apreés la premiére et la troisiéme équation k=—1/2
La deuxiéme équation donne a=-—2

1ére année LMD Génie Civil : Licence Professionnalisante 7



2021/2022

LES VECTEURS : RAPPELS MATHEMATIQUES

EXERCICE 08 :
F=58+28,-28 (N) ; L=3.8+3.6,—4.8, (m).

1. Travail de la force ﬁ.
W = FeL = (5).(3) + (2). (3) + (=2).(—=4) = 29 Joules

2. Laprojection de la force F suivant le vecteur L.
FeL=F.L.cos® =F,.L
F, =F.cosf

F; est la projection (valeur algébrique) du vecteur F dans la direction

du vecteur L.
L=vV9+9+16=134

; FeL . o2
= onc =—
L L L 32
3. Vecteur unitaire € dans la direction de la force F.
F
éF:F avec F=+v25+4+4=+33
Donc
- 5 - + 2 - 2 -
€r = e e, — e
"Vt VY 33
4. Travail nul.
W =FeD =0
D’ou
|5x + 2y — 2z = 0|

5. C’est I'équation du plan perpendiculaire a la force F et passant par le point d’origine O. Tous les
déplacements dans ce plan sont perpendiculaires a la force et donc, le travail suivant ces

déplacements est nul.

EXERCICE 09 :
1. A=A8, +A8,+A,8, et B=B2& +B,é +Bé,.
Ax B = (Ayé, + A&, + A,8,) x (Byé, + B,é, + B,&,)

En distribuant
AX B = A B (8, X &) + AB, (8, X &,) + A B, (8, x &,) + A,B (8, X &) + A,B,(é, x &,)
+AyB,(é, x &,) + A,B,(é, X &) + A,B,(é, x &,) + A,B,(é, X &,)

En remplagant les produits vectoriels des vecteurs unitaires
AXB = AyB.0+ AB,(8,) + AcB,(—=8,) + A, B (=&,) + A, B,.0 + A, B,(&,) + A,B,(é,)

+A,B,(—&,) + A,B,.0
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Donc
Ax B =(A,B, — A,B,)é; + (A,B, — AB)E, + (AxBy — AyBy)é; oo .. €))

Le calcul du déterminant

& &, &,

Ay Ay, Ayl =(A,B,—A,By)é, — (AxB, — A,B,)é, + (AxB, — AyB,)é, ... 2
B, B, B,
En comparant les équation (1) et (2).
éx €, &
AxB=|4, A, 4
B, B, B,

En utilisant I'équation
(Ax B)eA = (A,B, — A,B,)Ay + (A,Bx — AyB)A, + (AB, — A,By)A,
(AxB)eA = A AyB, — AyA,B, + AyA,B, — A AyB, + A A,B, — A,A,B, = 0
De la méme maniere
(A x B)eB = (A,B, — A,B,)By + (A,By — AB,)By, + (AyBy — A, B,)B,

(AxB)eB = A,B,B, — A,B,By + A,B,B, — A,B,B, + A,ByB, — A,B,B, = 0

Donc
AXB est perpendiculaireé/i) et AXB est perpendiculaireéﬁ.
2. A=8,+58,+2¢ et B=-8,—8,—¢,.
L Ex éy é, =5-(-2) L. -3
AxB=|1 5 2|=(-(-1-(-2) = |AxB=|-1
-1 -1 -1 —-1-(-5) +4

3. Calculez |(2/T+ B ) x (/T— 2§)|.

- - 1 _1 1 N _ 1 _1 3
2A+B=2(5)+(—1>=(9 ; A—2B=(5)—2<—1>=<7>
2/ \-1/ \3 2 1) \4

o R 36 — 21 15
(2A4+B )x(A-2B)=|1 9 3|=(-(4-9|=| 5
3 7 4 727 —20

Et le module

|(24+ B ) x (A — 2B)| = V225 + 25 + 400 = 5v26

4. Trouvez un vecteur unitaire perpendiculaire au plan des vecteurs A et B.
Le vecteur A X B = C est perpendiculaire par définition aux vecteurs A et B. ll reste a en déduire
un vecteur unitaire dans la direction de C.

_ C AxB L —3.8,—8,+4.,
“TCcTlixE T YT eritie
D’ou
B 3 . 1 . 4 _
u:_\/2_6€x_\/2_6€y+\/2_682
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EXERCICE 10 :

1. Le produit vectoriel de deux vecteurs A et B.

Module : C = A. B.sin(6)
C = Ax B{ Direction: L au plan (/T, §)
Sens : Regle de la Main droite

- —
2. A=Aé,+Ayé,+A,é, et B=B,é +B,é,+B,é, encoordonnées cartésienne.

13

>

éx €, &
C=AxB=|A; A, A)|=(4,B,—4,B))é, — — A,Bé, + (AcB, — A,B,)é,
B, B, B,

.. éx €, & -1-0 .. -1
AXB=1|2 1 o|=|-(-2-0) = AxXB=|{ 2
1 1 -1 2—-1 1

4. Lasurface du parallélogramme déterminé par les vecteurs :

V=2 + éy +2é, et Vi=228,+3. €, — 3.€, est égale au module de leur produit vectoriel.

VxVi=|1 1 2|=|7 etlemodule ||V xV'|=5=+131
2 3 -3 1

5. Lasurface du triangle de sommets P(1,3,2), Q(2,-1,- 1) et R(-1,2,3) est égale a la moitié de
la surface du parallélogramme formé a partir des vecteurs PQ et PR.

o /2-1 1 /11 —2
PQ=<—1—3>=<—4) ; PR=<2—3>=(—1)
—1-2 -3 3-2 1

& &, &,
1 -4 -3
-2 -1 1

PQ X PR =

-7
= ( 5 ) et le module |P—Q)xﬁ€| =+/155
-9

Et la surface du triangle

V155
2

Striangle =
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EXERCICE 11 :

I =104 ; L=2.8,+3.8,(m); B=1072.¢,+1073.é, (Tesla).

1. Trouvez le vecteur F (unité : Newton).

N éx éy éz 3x 1073
LXB=]|2 3 0 |=(-2x1073
0 1072 1073 2 %1072

F=1LxB=003.8 —0028,+0,2.8,

2. Trouvez I'angle aigu formé par les deux vecteurs L et B.

L x B|
L.B

L x B] =1072,/0,09 + 0,04 + 4 ~ 2 x 1072

|Z><§|=L.B.sin9 = sinf =

L =413 et B=10"%2/1+4+0,01~ 1072
D’ou
2
sin = — = 0,5547 et 0 = 33,69°
= 6 =33,69°]
Y
EXERCICE 12 :

€, estle vecteur unitaire dirigé suivant OM = 7.

€g est le vecteur unitaire perpendiculaire 3 OM =T,
dirigé suivant les 8 croissants.

Cherchons les composantes de €, etde €y dans le repére

(0,8,,8,). (Voir la figure ci-contre).

é = A.é, +B.E,
En projetant

B B
cosl = — = A =cos@ et sinf=—=— = B =sinf
|er| |6’r| 1
D’ou
|é’r=c059.é’x+sin0.§y| ......... (D
De la méme maniére
59=C.§x+D.5y
En projetant
. —-C -C ) D D
sinf=——=— = (=-—sinf et cos@=—=— = D =cosb
legl 1 legl 1
D’ou
|§9=—sin9.§x+cos¢9.§y| ......... (2)

En faisant (1).cos@ — (2).sin8 on trouve : |§x = cos6.é,. —sinf. §9|

En faisant (1).sinf + (2).cosf on trouve: |§y =sinf.é,. + c056.59|
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EXERCICE 13 :
X =71.cosf rr==6 x1 = 6.cos(/6) = 3/3
— ;o My = .
y =r.sinf 0, =m/6 y1 = 6.sin(/6) = 3

{x =r.cosf M { ry, =4 R X, = 4.cos(2m/3) = -2
y =r.sin6 ’ 2 0, =2n/3 Yy, = 4.sin(2n/3) = 243

— 2 2 x1=0 =/ =
r=+x%+y , M{{l—z N 2] 0+4=2
6 = arctan(y/x) Y1 = 6, = arctan(2/0) = n/2

Remarque :
pour y>0 ; 8=+mn/2
pour y<0 ; 8=-m/2

— 2 2 Xy =2 =/ =
{r Jxi+y , Mé{z_z N { Ty 4+4=2\2
6 = arctan(y/x) Y, = 6, = arctan(2/2) = /4

pour x = 0,tanf = y/x devientinfini. Donc 6 = +m/2 {

EXERCICE 14 :
Z
z . TS, M
oM ;
é)Z“ :
€x 0 \'\Z\ y : //, Y
______________\_\__\_;"
X
Coordonnées Cartésiennes Coordonnées Cylindriques Coordonnées Sphériques
x=V.sin@.cos @ V=13 x =13.5in(23°).cos(37°) = 4,057
y=V.sinf.sin¢ avec 0 =23° donc y = 13.5in(23°).sin(37°) = 3,057
z=V.cos0 @ =37° z =13.c0s(23°) = 11,967
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EXERCICE 15 :
A=A8,+A,8,+A,8, ; B=B& +Byé,+B,éE, ; C=Cl,+C,8, +Cé,

é &, & B,C, — B,C,
(BxC)=|By By B,|=|B,Cy— B,
Ce Cy G, B,Cy — B,C,
Ay
Ae(BxC)=(4y |e = A,(ByC, — B,Cy) + Ay (B,Cy — B,C,) + A,(B.Cy, — B, ()
A,
D’autre part le déterminant donne
A, A, A,
B, B, B,|=A4,(B,C,—B,C,)+ Ay(B,Cy — B,C,) + A,(ByCy — By Cy)
. C, C,
En comparant il vient que
A, A, A,
Aeo(BxC)=|Bx By, B,
C, C, C,
A=28,+8,-3.8, ; B=6é,—26,+é, ; C=—-8+6, —4¢,
L 2 1 -3
Ae(BxC)=|1 =2 =2.8-1)-1.(-4+1)-3.(1-2)=20
-1 1 -4
R e T
Ce(AxB)=|2 1 -3=-1.(1-6)—-1.(2+3)—-4.(-4-1)=20
-2 1
- - - _2 1
Be(CxA)=|-1 1 —-4|=1(-3+4)+2.3+8)+1.(-1-2)=20
2 1 =3
L |E & &, 8—1 7
BxC=[1 -2 1|=(-(-4+1|=| 3
-1 1 -4 1-2 -1
. & & &, ~1+49 8
Ax(BxC() 1 =3|=(-(-2+21)=(-19
7 3 -1 6—-7 -1
o & &, 1-6 -5
AxB=|[2 1 =3]=|-C+3)|=|-5
1 -2 1 —4-1 -5
R 20 +5 25
(AxB)xC=|-5 -5 —5|=(-0-5)|=|-15
-1 1 -4 —5-5 -10

13
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EXERCICE 16 :

- - -
Pour montrerque A =3.6,—2.6,—2.é, ; B=—-é,+é, ; (=-2.6,+3.6,—2.¢,
appartiennent au méme plan il faut trouver un vecteur qui leur soit perpendiculaire.

—

Le produit vectoriel de A et B est perpendiculaire aux deux vecteurs.
D=AxB = DLlA e DLB
Reste a démontrer que ce vecteur est aussi perpendiculaire au vecteur C. Donc :
DLC = CeD =0

Ce qui nous raméne a démontrer que

C_')O(A)XE):O ou A)O(EXC_')):O

Qui est le produit mixte.

Le calcul donne

3 -2 -2
Ae(BxC)=|-1 1 0|=3.(-2-0)+2.(-2-0)-2.(-3-2)=0
-2 3 =2

—

Donc /T, B et C appartiennent au méme plan.

Autre maniére :

Puisque la valeur absolue du produit mixte est égale au volume du parallélépipede formé par les trois
vecteurs, alors, dans le cas ol les trois vecteurs appartiennent au méme plan ce volume est nul et par
conséquent le produit mixte est aussi nul.

EXERCICE 17 :

A z
As(BxC)=|Bx By B, |=4,(B,C,—B,C,)+A,(B,C,—B,C,) +A,(B,C, — B,C,)
. ¢, C,

8
S

<
S

=
<

Donc
Ae(B x C) = AyB,C, — AyB,Cy + A B,Cyx — A,B,C, + A,B.Cy — A,B, Cy

=

z
z| =C.(A,B, — A,B,) + C,(A,B, — AB,) + C,(A,B, — A,B,)

z

<
= >0

c, C
Co(dxB)=|A. 4,
B, B

=
<

Donc
Co(A x B) = AyB,Cy — A,B,Cy + A,BxC, — A,B,C,, + A;B,C, — A,B,C,

B, B, B,
Be(CxA)=|Cx €, C,|=B,(CA,—C,A))+B,(C,A,— CA,) + B,(C,A, — C,A,)
A, A,

=

=

=

VA
Donc

Be(C x A) = A,B,C, — A,ByC, + AB,C, — A,B,Cy + A,B,Cy — A,B,C,
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En comparant terme a terme, nous trouvons que :
As(Bx C)=Ces(AxB)=Be(CxA)
Calculons A x (B x 5).
é &, & B,C, — B,C,
(BxC)=|By By B,|=|B,C,—B.C,
Ce Cy G, B,Cy — B,C,
8, é, 8,
Ax (BxC)= Ay 4, A,
B,C, — B,C, B,Cy—B:C, B.C,—B,C,
Ay (BxCy — ByCy) — A,(B,Cy — B,C,)
Ax(BxC)=|A,(B,C,—B,C,) — A(B;Cy — ByCy)
A (B,Cy — B,C,) — A,(B,C, — B,C))
A,B,C,—A,B,C, — A,B,C, +A,B,C,
Ax (BxC)=|A4,B,C,—A,B,C, — A,B,Cy + AB,C,
A.B,C,—A.B,C,—A,B,C,+A,B,C,
D’autre part
AeC = A0+ A,Cy + A,C,
AeB = A,B, + A,B, + A,B,
Donc
AyB,Cy + AyB,C, + A,B,C, AyB,Cy + AyB,Cy + A,B,Cy
B.(AeC) = | AxByCy + AyB,Cy + A;B,C, et  C.(AeB) = AxB:Cy + A,B,Cy + A,B,C,
AyB,C, + AyB,C, + A,B,C, AyB,C, + AyB,C, + A,B,C,
Alors

AyB,Cy + A,B,C, — AyB,Cy — A,B,C,
B.(AdeC) - C.(AeB) = | AxB,Cy + A,B,C, — AxByCy — A,B,C,
AyB,Cy + AyB,C, — AB,C, — AyB,C,

En comparant terme a terme, nous trouvons que :

7 x (B xC) = B.(AC) — C.(4B)
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EXERCICE 18 :

1. Composantes des vecteurs (d, b, ¢).

Coordonnées du sommet (origine des vecteurs) (0,0,0).

Coordonnées des milieux des faces :

Dans le plan (0XY) —» (d/2,d/2,0).
Dans le plan (0YZ) - (0,d/2,d/2).
Dans le plan (0XZ) — (d/2,0,d/2).

D’ou les composantes des vecteurs :

a==(1] ; b==|1] ; ¢c==(0
2 0 2 1 2 1

2. En utilisant la regle de la main droite, les vecteurs (&, 5, 5), dans cet ordre, forment un triedre
direct.

>

3. Quelle est la valeur de I'angle y entre deux vecteurs différents du systeme (&, I; 5) ?

L oody? d?
deb = (E) (LO+11+0.0) =
deb = a.b.cosy avec a=b=§\/§
En faisant I'égalité
deb 1
Cosy:a.bzf = y:§rad

Le méme angle est trouvé entre (a,C) et (l_;, 5).

4. Volume du parallélépipede définit par les trois vecteurs (d, b, €).

R N3 10
V=&o(b><5)=(z>.0 11
101

V =de(bx?)= (;)3 (1.(11-0)-1.(0-1.1)+0.(0—-1.1)) = (;)3 2

Donc
L - o 1
V= ClO(b X C) =Zd3
EXERCICE 19 :
7(t) = (£ +2.t).é, +3.e7% €, + 2.sin(5¢) . €,
d? 2 > =2t 3 4 dF 2 —4t 2
== (3.t2+2).8, — 6.2 &, + 10.cos(5t).&, ; == J(B.t2 +2) +36.e~* +100.cos2(5t)
d*r . . . d*r
=z = 6t.8, + 12.e72t &, — 50.sin(5¢t) . €, ; 7| = \/36.t2 + 144.e~*t + 250.sin2(5t)
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EXERCICE 20 :
1. Montrons que:

d (dwyeB(v)) dA(®) B(t) + A(t) dB(®)
. [ ) = [ ) [ )
dt dt dt
A A, . B, dA() dA,/dt . dB,/dt
At)=|4y | et B(t)=[By| donc Frae dA,/dt | et B(t)=|dBy/dt
A, B, dA,/dt dB,/dt
Calculons les produits scalaires
dA() dA, dA, dA,
a PO =g Bt Bt g B
Et
. dB@®) dB, dB, dB,
© dt =4 dt + Ay dt+AZ dt

D’ou le deuxieme terme de I'égalité s’écrit

dA (t) dB(t) dA, dB, dA, dB, dA, dB,
BO+ AW — == Bt Ax g + By F Ay G+ T B A,
dA(t) - ()_ d d d d
— eB(t) + A(t)e—= = o (A,B,) + T (4,B,) + T (A,B,) = = (AxBy + AyBy, + A,B,)
Finalement
dA) B(t) dy. -
——*B@® +ADs ——a(A(t)-B(t))

2. A(t) = 3t%.8, +2t3.8, — t.é, et B(t) =3t.8, +2t%.&, +t2.8,.

dB(t)
dt

dA(t)
dt
dA(t) - . _dB@®
n eB(t) + A(t)e -

= 6t.é, +6t%.6,— ¢, et

=3.é, +4t.é, + 2t.¢,

= 6t.3t + 6t2.2t% + (—=1).t%2 + 3t2.3 + 2t3. 4t + (—1).2t

Donc
d/ . _ - dA(t) . _ dB(®
—(A(t)eB(t) ) = B(t) + A(t = 20t* + 24t?
Z(ADeB®) === +B®) + Ao — ¥
Autrement
A(t)eB(t) = 3t2.3t + 2t3.2t% + (—t).t2 = 4¢° + 8¢3
Et la dérivée

d - — d
= _ % a5 3y — 4 2
= (A(t)-B(t)) = (45 +8t%) = 206 + 24¢
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EXERCICE 21 :

A®) = (3t% —1).8, + (2t — 3).8, + (6t% — 41).é,

t=2 t=2 t=2 t=2
f A(t).dt = U (3t —1). dt} e, + {f (2t — 3).dt}.§y + U (6t% — 4t).dt}.5z
t=1 t=1 t=1 t=1

t=2
f AW).dt = [t3 — t + C,]2.6, + [t? — 3t + C,]3.8, + [263 — 2t% + C3]3. 6,
t=1

t=2
f A(D).dt = (6—0).8, + (-2 +2).8, + (8 — 0).&,

=1

t=2
f A(t).dt = 6.8, + 8.8,
t

=1

EXERCICE 22 :
L (3x%y . 3x2y 3x*y?z
flx,y,z) =x%y.z et A=(y_22> > f.A=x2.y.z(y.ZZ)= x2y?z3
-X.Z —X.Z —x3yz?
3x*y? > 6x*
a(f.A a%(f.A y
(r-4) _ 3x%y?z? et OfA) _ 6x2yz?
0z 3 dyoz 3
—2x°yz —2x°z
> 6.1%.(=2) = ~12
0%(f. A 2%(f.A
a(Laz) (1-2-1) = | 6.1%.(=2).(—1)? donc % (1-2-1) = (—12)
y —2.13.(=1) Y +2
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EXERCICE 23 :
/T=cos€.é’x+sin9.é’y telque 6 =w.t

1. Module de A.

-

A=|4| =/(cos8)? + (sinh)? = 1 = A est un vecteur unitaire.
2.
. dA d L ﬁ > : > >
A = i %(cos(a)t) .e, +sin(wt) . ey) = |41 = —w.sin(wt). €y + w.cos(wt) . €,
. dA d L > — >
A, = E(cose.ex+sm9.ey) = A, = —sinf.ey + cosb.e,

E:

3. Module d*e I‘Tz .

A, estun vecteur unitaire.

A, = |/Tz| =./(=sinf)% + (cos )2 =1 =
4. Montrez que les vecteurs /Tl et /Tz sont paralléles, et que /_1)2 est perpendiculaire a A
A, = —w.sin(wt) . &, + w. cos(wt). €, = —w.sinf.é, + w.cosf .é,
A)l = (I).A)Z

Donc A; estparallelea A,.(Dansle mémesenssi w > 0 ; sens opposési w < 0).

Aye A = (—sinf.é, +cosf.é,)e(cosf.é, +sind.é,) =0

Donc A)z 1A

- - -
5. Représentez les vecteurs A, A; et A, dansun repére orthonormé (0,5x, Ey).

Y
A
i A,
A
\C X
0 5;

19
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EXERCICE 24 :

i xXyz i xXyz x*y?73
flx,y,z) =x3yz? et A :< z? ) > f.A =x3yzz< z? ): x3yz*

2y%z 2y%z 2x3y323

v _of . of, of, _00Pyzh), a(Pyzh),  a(xPyz®)
e N P R L A I

grad(f) = V.f(x,y,z) = 3x2yz%.8, + x32%.8, + 2x3yz.¢é,

- S 04, 04, 04, d(xyz) 0(z*) 0Qy?*z)
VeAboy, ) = G 5 Y o, T o T ey T oz

div(A) = VeA(x,y,2) = yz + 0 + 2)?

VxA(x,y,z)=|0/ox 8/dy 8/dz|=|0/0x 8/dy 08/dz|=|—-(0—xy)

2 0—xz

Ex é)y €, Ex éy €, ( 4yz — 2z )
Ay Ay A, xXyz z 2y%z

L 4yz — 2z
W(A) =VXxA(x,y,z) = < xy )
—xz

a(f.A,) N o(f.4y) N a(f.4,) _ (x*y?z3) N o(x3yz*) N 0(2x3y3z3) _

div(f.4) =—5 dy 9z ox dy 9z

div(f.A) = Ve(f.A) = 4x3y?73 + x32* + 6x3y32?

&y éy €, 8y éy €, 6x3y?z3 — 4x3yz3
rot(f.A) = |0/ox a/dy 0/oz|=|0a/ox a/dy  08/dz |=|—(6x y3z® — 3x*y?z?)
fAx f.4y f.A, x*y?z3 x3yz* 2x3y323 3x3yz* — 2x*yz3

bxyz — 4xz
rot(f.A) =V x (f.A) = x*yz*( 3x2y — 6y%z
3xz% — 2x%z
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EXERCICE 25 :
F=x.6,+y.6 +z8, ; r=(x*+y?+2z3)?
- or, OJdr_, Or,
grad(r) = L + @ey + 352
N A(x%2+y2+2z)Y2 a(x%+y?2+2z)V2 (k% +y? + 222
grad(r) = % éx + 3y ey, + Ep e,

-, 1 1 1
grad(r) = sz' (X2 +y2+22)" 128, + EZy. (2 +y?+22)7Y2.8, + EZZ. (2 +y2 4+ 227128,

grad(r) = (x* + y* +2z2)"Y?(x.8, + y.é, + z.é,)

T e

grad(r) =V.r =—=28,

d(0r/ox) N a(dr/ady) N d(0r/0z)

div (ngi)(r)) =

dx dy 0z
i (—d)( ))—A _62r+62r+62r
iv(grad(r)) = or = o 372 T 922
P10 (0ry_ 0 (06 )
dx?  dx\dx) ox 0x
o*r _ @ 2 2, .2\-1/2 2 2 2\-1/2 2 (02 2 2\-3/2
ﬁ=a(x.(x +y2+22) V) = (k2 +y? +22) 72— 22 (x% + y? + 22)
De la méme maniére
o*r _ @ 2 2 2\-1/2 2 2 2\-1/2 2 (02 2 2y-3/2
6_31225(3]'(96 +y2+22) V) = (2 +y? +28)7V2 —y2 (k2 + y? + 2%)
0*r _ 9 2 2 2\-1/2 2 2 2\-1/2 2 (02 2 2Y-3/2
ﬁzé(z'(x + y% + z%) )=(x +y°+z%) —z°. (x*+y°+2z°)

En faisant la somme
div (W(r)) =3.(x%2 + y2 4+ 22)" V2 — (x2 4+ y? + 22). (x% + y? 4 2z2)73/2
div (grad(r)) =3.(x24+y2 4+ 2572 - (x2 4 y? 4 z%)71/2

Finalement

div (ngi)(r)) =Ar = %
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r2=(@x%+y%+2%)
d 2 _87”2_, +a.r2_) +6T'2_)
grad(r )—Wex Wey Fra
SN 0(x? +y? + 22 o(x? +y? + 22 o(x? +y? + 22
grad(r) = ( 6}; )éx + ( aj; )5y + ( ayz )éz = 2x.8, +2y.é, +2z.¢,
grad(r) =V.r = 2(x.é,+y.8,+z.8,) =27
SN d(dr?/ox) 0(0r?/dy) 9(0r?/dz)
: 2y) —
div (grad(r )) = ox + 3y + e
SN 02(x®> +y? +2%2) 0°(x2+y?+2%) 0%(x?+y%+2%
: 2v) — A2 —
div (grad(r )) =Arc = 92 + 3y? + 372
?(x*+y?+2%) 0 (0(x* +y? +2?) _6(2)_2
0x? " ox ox T ox YT
De la méme maniére
?(x*+y*+2%) 0 (0(x*+y®+2z%) _6(2)_2
dy? dy dy “oy T
02(x2 +y%2+2%) 0 (0(x*+y?+2?) d
=— =—22)=2
0z2 0z 0z 0z

En faisant la somme

div (M(rz)) = Ar? =6

. & & & 0-0
rot(®) = |a/ox 9/dy 8/dz|= (—(o - 0)>
x y z 0-0

Tot(F) =Vx#=0
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EXERCICE 26 :
fx,y,2) = (x? + y? + z%)~1/2 avec  (x,y,z) # (0,0,0)
-3 af—) af—) af—)
grad(f) = 2 & +@ey + 3,2
. A(x2 + y2 4 z2)"1/2 A(x2 + y2 4 z2)"1/2 A(x2 + y2 4 z2)"1/2
gmd(f):( y ) §x+( y ) §y+( y ) 2,
dx dy 0z

-, 1 1 1
grad(f) = _sz' (x% +y% +22)73/2.8, — EZy. (x? +y? +2%)73/2.¢, - EZZ. (x% +y2 +22)73/2.8,

grad(f) = —(x* + y* +22)3/?(x.é, + y.é, + z.é,)

B e d(0f/ox) 0d(df/dy) 9(df/0z)
div (grad(f)) = 7% + 3y + 7
N e 0*f 9*f 0°f
div (grad(f)) =Af = 922 + oy T 922
0%f 0 (af) 0 (0(x? +y*+22)7H/?
ax2  dx\ox) ox Ox
o*f _ 0 2 2 2\-3/2 2 2 2\-3/2 2 (.2 2 2\-5/2
Wza(—x.(x +y24+22)73/2) = —(x2 + y2 +22)73/2 + 3x2. (x% + y% + 22)75/
De la méme maniére
0*f _ 0 2 2 2y-1/2 2 2 2y-3/2 2 (.2 2 2y-5/2
a—yz=£(—y.(x +y°+2z%) )=—(x +y°+z%) +3y°. (x* +y° +2z°)

92 0
67]; =5 (—z. (2 +y2 +2)7VY2) = —(x2 + y2 + 22)73/2 + 322, (x? + y? + z2) /2

En faisant la somme
div (W(f)) =—3.(x? +y2 + 22732 + 3(x? + y? + 22). (x? + y? + 2z?)75/2
div (W(f)) = —3.(x2+y2+22)73/2 + 3. (x% + y? + 22)73/2
Finalement

div (grad(f)) =0
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EXERCICE 27 :

f(x,y,2) =xy —3x%z+2yz ; A(x,y,z) = (2x% —y%z).8, + (y3 — 2x°2).é, + (x*z%).¢é,

. 5x éy éz é)x éy 6_’)z 0 + 2x?
rot(A) =|0/0x a/dy a/dz|=| 9/dx /oy  0/9z| =| —(2xz% +y?)
Ay A, A 2x2 —y%z y3 —2x%z x%z? —4xz + 2yz
L 2x?
rot(A) =V x A(x,y,2) = | —(2xz* + y?)
2yz — 4xz

0(2x%) d(—2xz%>—-y?) 0QRyz—4
(x)+( Xz y)+(yz xz)

div (W(Z)) =— % e

div (rot(A)) = Ve(V x 4) = 4x — 2y + 2y —4x = 0

- of ., of ,  Of

V.fx,y,2z) = 3 +@ey +£ez
- O(xy —3x%z+2yz) , 0(xy—3x%z+2yz), 9d(xy—3x?z+2yz),
V.f(x,y,z) = Fp e, + 3y ey + PP e,

grad(f) =V.f(x,v,2) = (y — 6xz + 0). &, + (x + 0 + 22). éy + (0 —3x% +2y).é,

. &x é é 2-2 0
rot (grad(f)) =| d/0x da/dy d0/0z = (—(—6x + 6x)> = <0>
y—6xz x+2z —3x*+42y 1-1 0

rot (grad(f)) =Vx (V.f) =0
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