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LA TRANSFORMEE EN Z

VII.1. Introduction :

La transformé en Z est utilisée pour simplifier les opérations des équations de différence.

Elle est utilisée comme un outil dans I’analyse et la conception des systémes échantillonnés
discrets, elle permet de simplifier la solution d’un probléme de systéme discret par la conversion
des équations de différence d’un systéme en équation algébriques et la convolution en une

multiplication.

Elle joue le méme role que la transformée de Laplace pour les systémes continus.

VII.2. Définition 1:

Soit la séquence causale {xo,xl,xz,...xn...} sa transformée en Z est définit :

X(z)=x,+xz " +x,27 +.x,z7" +...

0

=ixnz_” => x(nT)z™"

n=0 n=0

1

La variable z~ est un opérateur de retard

T : temps d’échantillonnage
VIL.3. Définition 2:

Soit le train d’impulsions représentant un signal discret :

x(t)=x,8(t)+x8(t—T)+x,6(t—2T)+..x,8 (t—nT)+...

=an5(t—nT)

n=0

o —e

1],

2T 3T
Sa transformée de Laplace :

—sT —2sT —nsT
(s)=x,+xe”" +x,e" +. x, e +...

n
> n
_ —sT
=2, (e)

M

L’opération z est définit par :
7= esT

VII.4. La transformée en z des signaux discrets standards :

Les identités suivantes vont étre utilisées pour définir les transformées en z des signaux discrets
standards :
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k+1
Zk“a":ll_a |
n=0 —a
S
Z(;a = |a| <1

VIIL.4.1. Impulsion unitaire (Dirac) :

1, n=0

x(n)zﬁ(n)z{o’

nz0

En utilisant la Définition 1

X(z)=1+Oz_1 +0z72+...=1

x(1) =8 (t) — transformée de Laplace X (s)=1

VI1.4.2. Echelon échantillonné :
Soit la séquence : {u,}  ={L,L,11,..}

En utilisant la définition 1

=

Z)=1+Z_1+Z_2+Z_3+...+Z_"+...

1
U(Z)_I_Z_l
IR

z

VII1.4.3. Exponentiel :
x(1)=e""u(r)
x(n) —e T = (e—aT )”

n

a",n=>0 _

x(n)z ’ avec a=e T
0,n<0

X(z)=l+az" +a’z7 +..+a"z"+...

= ia"z‘” = i(az"l)

n=0 n=0

n
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En utilisant les identités déja établies :

VILS. Propriétés de la transformée en Z :

VII1.5.1. Linéarité :

Z{a f,(n)+ B f,(n)} =aF (z)+BF,(z)

Exemple :

Soit la séquence causale :

f(n)=2x1(n)+46(n), n=0,1,2...

F(z)=2{2x1(n)+45 (n)} =2Z{1(n)}+4Z {5 (n)}

2z 6z—-4

VIL.5.2. Retard temporel :

z{f (n k)}=z"F(z)

*5 g "[f(—k)zk+...+ S f(m)

[f( k)z +.. +F(z)]

Dans le cas ou f(—k)=..=0= Z{f(n—k)} =z"F(z)

Exemple 1:

4,n=23...
f("):{o,n ~0,1..
F(z)=Z{4x1(n-2)} =4z7Z{1(n)}
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Exemple 2:

=z é—:z y(m)z™"
=[5 ey + £ p(m |

VIIL.5.3. Avance temporel :

Z{f(n+1)} =ZF(Z)—Zf(O)
Z{f(n+k)} = sz(z)—z f(O)—sz(l)—...—z_f(k—l)

Z{f(n+1)}= if(n+l)z_”

n=0

zi f(n+1)z_("+l)

n=0

On additionne et on soustrait la condition initiale f (0)

n=0

Z{f(n+1)}=z{[f(0)+if(n+1)z_("“)}—f(0)}

On change ’indice de la sommation & m =n+1, et on réécrit la transformée en Z :
2y )=={[ £ 1m=>]-10)
= zF(z)—zf(O)

Exemple :

La séquence causale :

{f(n)}={4.8.16,..}

La séquence peut étre écrite :

{f(n)}=2""=g(n+2), n=0,12,..

Ou g(n) est une fonction exponenticlle : g(n)=2",n=0,1,2...

En utilisant la propriété de 1’avance temporelle :

72
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F(z) = ZZG(Z)—ZZg(O)—Zg(l)

2
=z

-z'-2z=
z—2 z—

VIL.5.4. Multiplication avec un exponentiel :

Z{a”’f(n)} =F(az)

z a'f(n)" = z £ (n)(az)" = F(az)
Exemple :

Soit la séquence exponentielle :
g(n) =" n=0,1,2,..

La transformée en Z d’un échelon échantillonnée :

F(z)z(l—z‘l)_l = -

—n

Et g(n)z(e”) x1

En appliquant la propriété de la multiplication par un exponentiel :

Z{(eaT )_” f(n)} = |:1—(eaTz)_l}_l = Z‘“T

VILS.S. Différence complexe :

d

2y ()}~ # (2

Exemple : Trouver la transformée en Z de la séquence d’une rampe échantillonné.

g(n) =n,n=0,12,..

La transformée en Z d’un échelon échantillonné.

z

f(n)zl:>F(z)=

z—1

Or g(n)zn x1

73
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Si on applique la propriété de la différence complexe :

e

VII.6. Transformée inverse en Z :

Pour revenir au domaine temporel, on utilise la transformée inverse en Z

VII1.6.1. Décomposition en fraction :
Exemple :

z+1
F -
()= o3 v 002

En va prendre en premier F(z)/z

F(Z) z+1

z z(z2 +0.3z+0.02)

A=zF£Z) ) :F(O)=ri)2=50
B=(z+0.1) (2) 1-0.1

z 2=-0.1 (_0' 1)(0' 1)

1-0.2

F(z)
C=(z+02)—== ., (-02)(-0.1)

z

50z 90z 40z
=" +
z (Z+O.1) z+0.2

Ainsi: F(z)

En utilisant la table :

F(n)= {505 (n)—90(—061)”.:;1(2)(—0.2)” n>0

I est a noter que F(0)=50-90+40=0
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—90(-0.1)" +40(-0.2)" ;n=>1

Donc on peut écrire : F(n) ={
0 ;n<l

VII.6.2. Cas des racines multiples :

Pour une fonction F (z) avec des racines multiples

n A,
F(Z) = (nZ) = Ali r+l—i + z -
(Z—Zl)rjgl(z—zj) il(Z—Zl) j=r+l(Z—Z./.)

M\

Les coefficients pour des racines multiples sont données par :

A = ! ﬂ(z—z)rF(z) Jd=12,..r
Mo(i-1)d :

z—z

Exemple :
1
F —
(Z) 22(2—0.5)
F(Z): 1 :ﬂ+i+ﬁ+ 4,

z 23(2—0.5) 22 2 z z-0.5

Ou:
All _Z3 F(Z)| — 1 | :_2
z |, z-05],
dd o FE) a1 ||,
Coldz oz | dzz-05l, (z-05))
A& L FE)| a1 | 1)
PU21d?T 2 | 2dz(z-05)  2(z-05)
z=0 z=0
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LA TRANSFORMEE EN Z

Ainsi : F(z) = (21_0.5) - fo).s —2z% 47718

_f(n):{8(0'5)" _26(n—2());—4:<(}:)—1)—85(n); n>0

Evaluation def(n) pour n=0,1,2,...

Donc on peut écrire :

Fm)= {(o.s)”*; n>3

0; n<0

On peut utiliser le théoréme de retard Z { g(n- k)} =z"g(z), en écrivant :

VI1.7. La convolution et la transformée en Z :

yln]=x[m@n[n]= 3 [k}[n-k]

Y[z]= % WK)(=" X (2))
=(éh[k]z‘k)X(z)=H(z)X(z)

y[n]=x[n]®h[n]L>Y(z)=H(z)X(z)

Exemple :
Soit :

x[n]=25[n]—36[n—2]+46[n—3]
h[n]=6[n]+28[n—-1]+6[n-2]
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Calculer y[n]=x[n]®h[n]
La transformée en Z de x[n] et h[n]

X(z) =2-322 4477
H(z) =142z +z7

On calcule Y (z) par une multiplication directe :

Y(Z):(2—3Z_2 +4Z—3)(1+22_1 +z‘2)

=244z =z 27 +527 + 477
On peut maintenant déduire y [n] facilement :

y[n]z25[n]+45[n—1]—5[n—2]
—25[n—3]+55[n—4]+45[n—5]

La multiplication polynomiale peut étre utilisée pour remplacer la convolution de séquence,

lorsque nous travaillons dans le domaine Z.

4 Le tableau de la transformée en Z et le tableau des opérations sur les transformées en Z, sont
présentés dans 1’annexe B.
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