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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03

EXERCICEOQ1 :

mq = 3,2 kg
Avant collision |V;| =6 m/s et V; = —6.8,
Apres collision |IZ’| =3 m/s et V] =3.sin30°.8, + 3.cos 30°.é,, (par projection)

m2 = 1,6 kg
Avant collision |V,| =5 m/s et V, = 5.8, |
Apres collision V5 = V.8, + V3.8, i Ex

1. Conservation de la quantité de mouvement : ]7’1 my
1+ P, = P1 + s \ O—=>

Ou
ml. ]71 + mz. Vz = ml. Vll + mz. ‘72,
Nord
En remplagant suivant les deux axes : v,
1
m (_6) +m (0) =m >3 +m (VZ’X) Oues oot
1\ o 2\ 1 S.E 2 Vsy
2
D’ou m sud
-19,2 =4,8+ 1,6.V,, 2
8 =831+ 1,6. Vz’y Q

Finalement

VZIx =—15 7 = > !
{Vz’y — —0,19 > |V;= -15¢,—0,19.6,| et ||[V;|=15m/s

2. Quantité de mouvement totale :
p1+ D2 =D + D3
Ou

ml.l71 + m,. ‘72 = m1[71’ + m2[72’ =my. (_06) + ma. (g)

Donc

ﬁTot (_189’2) et | |ﬁTot| = 20,8 kg. m/5|

3. Variation de la quantité de mouvement :
Prt0:=01+P2 = Pr—D=-01—-P) =
Apy =p1 — P =my. I71, - m1-171 = Ap; (+-|;f§1)
Ap,

- Y - I > _24
Ap, = py — Py =my.V, —my. 1, = p (—8 31)

4, Variation de la vitesse :

— =, — — +7'5
AV, =V -V, = AV1(+26) _
o LT d'ot  |AV, # AV,
AV, =Vi-V, = AV, (_5 19)
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 2021/2022

EXERCICE Q02 : I
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1

1

1

1

=
%
5
T
o
Hed,
Hed,
Hed,

A A
X
S
=
=
%
e

++++++++

o

o,
/&/
/ﬁ/
A,
/ﬁ/
/ﬁ/
/ﬁ/
/ﬁ/

++++++++

f{"r
e

.
.
.
.
.
.
:

IR AT AT

Camion (masse M, Vitesse 17).

Quantité de mouvement totale : § = m. % + M. V. " ] 4 _;B ______ >
Aprés ’accident : Y B
Voiture (masse m, vitesse v').
Camion (masse M, Vitesse V").
Quantité de mouvement totale : 5’ = m. %' + M. V".
m

Conservation de la quantité de mouvement : m.% + M.V = m. %' + M.V’

Projection sur ’axe 0X : M.V = m.v'.cos(45°) + M.V'.cos(45°).
Projection sur I’axe OY : m.v = m.v'.sin(45°) + M.V'.sin(45°).

Or  cos(45°) = sin(45°) = mv=MYV

D’aprés le témoin V' =80 km/h d’ou

M
UZEV et v =320 km/h|

Ce qui est impossible pour une deux chevaux.

Vo =850 m/s
EXERCICE 03 :

1. Principe Fondamental de la Dynamique :
Zf=ﬁ+5‘+ﬁf=m.&

En projetant suivant I’axe horizontal (0X) ' d=20cm
—Ff=m.a

Comme est constante alors a est constante et le mouvement est uniformément varié. D’ot nous pouvons
utiliser
V2 —VE=2.a(x—xq)

Donc
_vE-vg -V
T i—xy) 2d
Et
VZ
Fr=-ma=— AN: [F; = 180625 N
2d

2. Mouvement uniformément varié :
x(®) =sat?+Vot+x, et V() =at+V,
Arrét de la balle

Vi) =a.t,+V,=0 [, = Yo _2d
= . = = =
a.ty+Vo A 2 Vs

AN: |, =47x10""s
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 2021/2022

EXERCICE 04 :

1. Principe Fondamental de la Dynamique.

En projetant :

ms. Mp v? 2m
G 2 =ms.aN=msT avec V=r.w eta)=7
w est la vitesse angulaire.
D’ou
Mp 4.m?
rz Tz |
Et enfin
M = 4.2 r3
P~ 6 r?

2. Accélération normale :

& 4. 12 i ;
_ _ 2 _ Période : T
ay = = r.w* = 2 T
3. Force appliquée :
4,1
F:g =mMms.ay = mS?r

4. Accélération de la pesanteur: Rp =1/10
Au voisinage de la surface de la planéte on a:

mg. Mp
=G 7 = m,. gp avec r = Rp
Donc
Mp 400.7?
gp = GR_I% et |gp= 7z "
5. Masse de la terre :
M = 4,72 73
T
r=Ry+h=688x10° ; T =98min=5880s

AN.

My = 5,57 X 102* kg
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 2021/2022

EXERCICE 05 :
PHASE |
En appliquant le PFD :

T_Ff =my.q

jetant
en projetan {—T +my.g = my.a

{P1+61+T1+Ff=m1.a1 avecF—“C—“m g
F=HL1 = UMy,

- — N
P2+T2 =m,.a,

D’ou

a; = Mg e eee v (1)

m; +m,

a; = Constante = le mouvement de lamasse m; est rectiligne uniformément accéléré, donc :
V2 —-V¢ =2a..h avec V,=0

PHASE II
En appliquant le PFD :

ﬁl + 51 + ﬁf =m,.d, en projetant —Fr=my.q; avec Ff=u.C; =pu.my.g. Dou:

N )
a;; = Constante = le mouvement de la masse m, est rectiligne uniformément accéléré, donc :
V¢ -V?=2a;.d avec V,=0
En comparant :
|a1. h = —aj- d| (3)

En remplagant (1) et (2) dans I’équation (3), il vient que :
(my — u.my)

h=p.g.d
e, 9h=wg
D’ou
_ m,.h
e (h+d) +my.d
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ORI,

SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03
En appliquant le PFD :

EXERCICE 06 :

PLAN I :

a; = g.sinaf.........(1)

=

mg.sina = m.q;
—-mg.cosa+C =0

Q.mg.cosa
(3)

, donc :
, donc :

7
7

léré
éléré
2.t

7

e
4.ap| oo

t

Licence professionnalisante
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—-mg.cosa+C =0

=—tana
H=7

mg.sina — Fr = m.ay

{

= le mouvement de la masse m est rectiligne uniformément acc

en projetant

=

Il
o

T,

a;. t?
ay.t?

a. t12 = Qa. (2 tlz)

la; = g.(sina — p.cos @) |... ...

xIZE

X1

en projetant
= le mouvement de la masse m est rectiligne uniformément acc

-

En appliquant le PFD :
=m.aj

Constante

Constante

P+C+F

ou

Les deux masses parcourent la méme distance L durant t;
En remplagant (1) et (2) dans I’équation (3) on trouve :

PLAN 11 :

ar
5
D’
apy



SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 | 2021/2022

1.a. Mouvement sans frottement Y

EXERCICE 07 : q@
D

Principe Fondamental de la Dynamique : Zf =m.d .
(m) B4 C+Th =my.d '
(m3) P, + T, =my.d, T,
Projection sur : ]
0.X; {Tl —myg.sina =my.a, E.gmz
0.Y; —-myg.cosa+C; =0 -
0,X, myg — T, = my.a, ] ﬁz
Les fils, poulies et le ressort étant de masses negligeables: T, =T, =T \i/ X,

L’élongation du ressort étant constante et les fils inextensibles : a; = a, = a
En faisant la somme des projections suivant 0,X; et 0,X, :
(my, —my.sina)g = (m; + my).a
D’ou
m, —m, sina
a=——g
m; +m,

Pour des masses égales (m; = m, = m).

1
a= 5(1 —sina)g >0
Et le systeme se déplace dans le sens positif.

1.b. Mouvement avec frottement

Principe Fondamental de la Dynamique : Zf =m.d
(ml) 131+51+71+ﬁf1=m1.&1
(m3) P, + T, =my.d,

Projection sur :

0:X4 {Tl —myg.sina — Fpy = my.ay

011 -myg.cosa+C; =0
0,X; myg — T, =my.a,

En faisant la somme des projections suivant 0,X; et 0,X, et enremplagant C; :

(my —my.sina — u.my.cosa)g = (my + my).a
D’ou

m, —my.sina — yu.my.cosa " ( ) 1—sina —pu.cosa
a= etpour (my =my, =m a=
my +m, 4 2 g

A partir de la projection sur 0,X, :

m
T, = k.Al=myg —mya d'ou Al=2—]‘{g(1+sina+u.cosa)
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 | 2021/2022

2.a. Accelération de la masse m;.
Principe Fondamental de la Dynamique : Py + Cy + Fry; = my.d,

Projection sur :

01X, {—mlg. sina — Fy =my.a’

0¥, —myg.cosa+C; =0
Avec Fep = .Gy
En remplacant dans la premiére équation -

—myg.sina —p.myg.cosa = my.a’'
D’ou

a' = —g.(sina + u.cos a)|

2.b.La vitesse initiale de la deuxiéme étape est égale a la vitesse a la fin de la premiére étape
2 2 _
Vifin = Viinit = 2.a.Ax

Comme Vinit =0 et Ax =h donc

Vao = Vifin = y/gh(1 — sina — p. cos a)

La position a la fin de la premiere étape

X20 = X1fin = h
L’accélération dans la deuxiéme étape est constante (a’ = Constante) , le mouvement de la masse m, est
rectiligne uniformément varié.

D’ou I’équation horaire de la deuxiéme étape

1
xZ(t) = Ea,. tz + Vzo.t + xZO
En remplagant

1
x,(t) = —Eg.(sina+u.cosoc).t2 +\/gh(1—sina—y.cosa).t+h

2.c. Déplacement au cours de la deuxiéme étape
Vi — V& =2.a.Ax
Avec V,gq, = 0. Donc
—gh(1 —sina — u.cosa) = —2g.(sina + p.cosa).d

D’ou
1—sina —pu.cosa

~ 2(sina + p.cosa)

Et la position maximale atteinte par la masse m,.

_ 1+4+sina+ u.cosa
~ 2(sina + p.cosa)

Xmax = h+d
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 2021/2022

EXERCICE 08 :
1. Principe Fondamental de la Dynamique.
Sf=ma
(my) o _)}_’)1 +?1 =my.d,
(my) Py +Cy + Ty + Fry = my.dy

2. Projection sur :
01X1: myg-—-Ty=mp.ay

0,X, {ng.sina + T, — Fpp =my.a,
0,Y, —myg.cosa+C, =0

Les fils, poulies et le ressort étant de masses négligeables : T, =T, =T

L’élongation du ressort étant constante : a; = a, = a

En faisant la somme des projections suivant 0,X; et 0,X, :

myg + myg.sina — Fp, = (my + mp).a oo (1)
Avec
Frp = .0y = 1.mpg.cosa e (2)

A I’équilibre des forces: a =10
myg + myg.sina = {.myg.cosa
Et

im = +tana
Him = 37 o

3. Accélération : en reprenant les équations (1) et (2).
myg + myg.sina — u.myg.cosa = (my; + my).a

Et en remplagant les masses
mg + 3mg.sina — u.3mg.cosa = 4m.a

Donc

a=%(1+3sina—3,u.cosa)

Comme a = constante : le mouvement est rectiligne uniformément varié.

4. Elongation du ressort

mg—T,=my.a; avec T, =T, =k.Al

Donc
49 g 349 39
k.Al =my(g a)—m(4 2 4sma+ 4u.cosoc)
D’ou
A =29  _ina +
= ar (1-sina + u.cosa)

5. Application numérique :
k=60 N/m; u=04;m=300g; a=30°; g=981m/s?

[Ht4im = 0,7698] ; la=3583 m/s?| et [Al=0,03114m=3,114cm]
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03

2021/2022

EXERCICEQ9:

1. Principe Fondamental de la Dynamique : Cas Statique.

Systéme a I'équilibre: ¥ f =P+ C + F; =0
0X {+P.sina -F=0 ....()
oY —P.cosa+C =0 (2)

Dans I’équation (1) nous avons: Fy = wjipy,.C, donc

Projection sur

{mg.sina = Wim-C
mg.cosa = C

En divisant :

2. Cas dynamique :
(0).4

Yf=P+C+F=md Projection sur oy

{+P.sina—Ff =m.a
—P.cosa+C=0

A partir de I’équation (4) a 1’équilibre nous avons : mg.cosa = C

Donc

la =g.(sina — p.cosa)|

3. a = Constante alors le mouvement est rectiligne uniformément accéléré.

4. Calcul de la distance AB: sina = % = AB = .h
-y - Ve 7 Ve 7 Slna
Mouvement rectiligne uniformément accéléré
VZ—-V2=2aAB
Vy=0 = V2 =2g.(sina — pu. —
N (- g.(sina — p.cosa) pr—

Et

Vg =+/2gh.(1 — p/tan )

5. Mouvement rectiligne uniformément accéléré
V() =a.t+V, avec
D’ou

Vs V2a.AB

tB:—:— =1 th\/

2h

g.sina. (sina — u.cosa)

6. Principe Fondamental de la Dynamique :

f=P+C+

(0).4 {—Ff =—u.C=m.a N

Projection sur
J oy —P+C=0

Mouvement rectiligne uniformément accéléré

-

Fy

!

>
m.a

!

a' =-ug

VZ—VE=2d.d

—Vg
VC = 0 = d =
—2U.g

7. Application numérique :

et

d=h<

1

U

1
tana

)

im = 1/V3=10577| ; |a = 3,268 m/s?|; [V5=5113 m/s|; [tz = 1,565 s| ; [d = 6,536 m]
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03

2021/2022

EXERCICE 10:

1. Principe Fondamental de la Dynamique.

-

-

Projectionsur 0Z = |m.g—B.V =m.a|

(équation différentielle du 1* degré).

Résolution :
- av
. m.g—=B.V=m—-
En séparant les variables
m m.g-—p.V
Et en intégrant
B
dt = ——t+C=In(m.g—-p.V
L fmg W S —hesc=inmg—pY)
Conditions initiales t=0 ; V, = > =In(m.g)
Donc
B (m.g - [3.V>
——t=In|l————
m m.g
Et
mg—p.V=m.g.e mt
Finalement
9 _B,
V(t) =—(1—e 7n>
B
2. Position

B

z(t) =fV(t).dt > z(t) = wf (1 - e_%t).dt > z(t) = %(t+me_ﬁt + C)

B

Conditions initiales t =0 ; z=0 = C=-m/p

D’ou

Accélération
dv(t)

B B
a="" = (t)—Tg(0+%e_ﬁt) > |a®) = g.em!

3. Vitesse limite

La vitesse limite est atteinte quand t — +oo0. D’ou :

m.g
Vv, = 11m V() = 11m T

Autre méthode :

_B,;
(l—e m) > vV, =

Quand la vitesse atteint sa valeur limite, elle devient constante V=V, =Cte = a=0
D’apres le Principe Fondamental de la Dynamique :

m.g
Et

—-B.Vi=ma=0

VL:T

10 |
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 2021/2022

EXERCICE 11:

1. Principe Fondamental de la Dynamique.

Projection sur (0X) = |F—k.VZ=m.a| (équation différentielle du 1¢ degré).

Résolution :

En séparant les variables

Et en intégrant
-2k f —2kV

2k
— | V.dt = av = ——x+C=In(F —k.V?
m m

Conditions initiales t=0 ; V=V, et x=0 = C =In(F — k.V#). Donc

2k (F—k.V2>
~x=hn|——
m

F—k. V¢
Et
_2k
F—k.V:=(F-kVd.e m*
Finalement
F F\ _2k
ve=(g)+ (%)
2. Pour ona: 2
F 2k P |74
V2 =—(1—e_ﬁx) N
k k

Représentation (Figure ci-contre).

3. Vitesse limite
La vitesse limite est atteinte quand x — +oco. D’ou :

V, = lim V(t) = i F V2 F\ o5
L= Nim (t)—xffm(;)+( 0‘;)-6 ™
Et

VL=

F
k

4. Sionsupprime F la force aprés que le corps ait atteint sa vitesse limite, I’équation différentielle et
la solution restent les mémes avec :
F = 0 et VO = VL
D’ou
2k
V2 =V2e m*
Si le corps parcours une distance x = m/k, alors :

v,
VZ=VZe?2 et |V= ?L

11 | 1% année LMD Génie civil : Licence professionnalisante



SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 2021/2022

EXERCICE 12:
0 _
.
Table Table .
my Y P1 /
N Y
1.
my : est la masse de la partie de la chaine en dehors de la table
m,, : est lamasse de la partie de la chaine sur la table
my+my=M
En appliquant le PFD :
Pi+T,=m.d _ mg—T=my.a my my
{_> R en projetant { 1‘%,_ 1 = a=———g=—9g
P2+C2+T2=m2.a2 =mp.a m1+m2 M
M o0
sachantque: my = Ty =Ay e a=y alors
o0 /’L'g
o=y y=77
2.
_ oo g
y(t) =A.e?t+B.e™®t = y*=0ly > |o= 7
Conditions initiales: a t=0s ; y=y, e V=0m/s
A+ B =
A > A=p=2
A-—B=0 2
En remplagant :
Yo t —w.t
y(t) = ?(e“" +e79h) ou |y(t) = y,. ch(w. t)|

3. Calculde 7t:

y(1) = yo.ch(w.7) =1
D’ou

l 1 l
w.T = Arcch (—) et T = —Arcch (—)
Yo w Yo

12 | 1% année LMD Génie civil : Licence professionnalisante



SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03

2021/2022

EXERCICE 13:

1. en appliquant le PFD P+C=m.gd
En projetant sur les axes des coordonnées polaires on a :
L’accélération est donnée par

a=(re-r 9'2).é’r + (2r°.0°+1.0%).é

Avec r = R = Constante et r*=0

Donc

{C +mg.sinf = mR.6°% =m. Ay e (1)
—mg.cos8 = mR.6*° =m.ar e e (2)

L’¢équation (2) est I’équation différentielle du mouvement

|—g. cosf = R.6°°

2. Pour calculer la vitesse, nous multiplions 1’équation (2) par 6° et nous intégrons par rapporta t:

—fg.cosG.H'.dt=fR.9".9'.dt =
Conditions initiales: a (t=0s,0=—n/2rad, 65 =Vy/R)
D’ou
Vé—-2R.g
Et puisque
6° = v t inf =
= R e Sind = R

Nous pouvons écrire

V= JV02 —-2g(Y +R)

3. Nous calculons C a partir de I’équation (1) :
2

: 1 2
—g.sinf + Cte = ER'G.

C =m——mg.sinf =
m—-—mg.sin

4, Pourque V=0 ilfautque: V&=2g(Y

R

c=" [Vé — g(3Y + 2R)]

+R) or

Donc Yy =—R/2 =
Expressionde C : pour V¢ =g.R nous avons
_ mg@BY+R)

R

cC=0 >

Y=—R/3 = Y>>V

V02 = gR

Nous avons un mouvement oscillatoire autours d e A.

impossible

5. Pour que la masse puisse suivre la piste sans décoller il faut que C au point le plus haut soit supérieure a

zéro i.e.: C(Y=R)>0.

m

C(Y=R) = R[VOZ—Sg.R]>0 =

Vo >

59.R

13 |
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SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 2021/2022

EXERCICE 14 :

1. Principe fondamental de la dynamique :

Y F=C+P=Ci+C+P=ma

En utilisant les coordonnées polaires :
d=(r"—r.0%).8 +2r".0"+r.0").é

En projetant sur les axes (€,, €g) comme le montre la figure.

— oo o2
Suivant : {fr = { 0=m.a, =m. (r -0 )
€ Ci=m.ag=m.(2r.0° +1.0") ;
Avec ;
0° = wy,=Constante et 0°° =0 :

En projetant sur I’axe (€,)

Cz —P= 0
La premiére équation donne 1’équation différentielle :
r*—71.0°*=0 > |r**=owir
2. Solution de I’équation de la forme : r(t) = A.e®t + B.e” ¢ g,
En dérivant : W A2 T
r(t) = A.e®t + B.e” @t —
r°(t) = wA.e®t — wB.e ¥t %
r*°(t) = w?A4.e®t + w?B.e?t = wi.r
D’ou en identifiant on a : Yy P
@ = % Viie de cote.

Conditions initiales: t=0, r=R, et V,=0
{ RO == A + B RO

=
0=w(A—-B) 2

En remplacant dans r(t) ona:

Ry Ry _
r(t) = o et + =.e70! = Ry. cosh(wo. 1)

3. Force appliquée par la tige sur la masse C.
C; estdonnée par I’équation

Ci=m.(2r*.0° +7.0°) = 2m.w,.7° =  C; = 2m.w3.Ry.sinh(w,.t)

C, est donnée par I’équation
C;b=P=m.g

C= /cf +C} = |C=m _[4w§ R2.sinh%(w,.t) + g2

D’ou

14 | 1% année LMD Génie civil : Licence professionnalisante



SOLUTION DE LA SERIE DE TD N° 03 | 2021/2022

EXERCICE 15: Q
Calcul de I’¢longation Al:
En Appliquant le PFD a I’équilibre
> N N 5 N (k, lO)
Zf=P+Félast=m.a=0 R
> > Félast
AveCc  Fgast = —k.Al  etsonmodule  Fgae = k. Al Al
En projetant sur I’axe (0X) : Position déquilibre
m.g—k.Al=0 P
D’ou
m.g
Al =——
k
1. Principe Fondamental de la Dynamique : Yf=P+Fpg=md

En projetant sur I’axe (0X) :
m.g—k.(Al+x) =m.a

Comme
m.g—k.Al=0
Alors
k
a=—-——x
m

C’est une équation différentielle du 2°™ degrés.

2. Solution de la forme : x(t) = A.sin(w. t) + B.cos(w. t)

En dérivant :
x(t) = A.sin(w. t) + B. cos(w. t)
V =x* = wA.cos(w.t) — wB.sin(w.t)

a=x*=—w?A.sin(w.t) — w?B.cos(w.t) = —w?.x
D’ou en identifiant on a :
k
w= |—
m
e oL _ _ d=B
Conditions initiales: t=0, x=d et V,=0 {0 = WA

En remplacant dans x(t) ona:

|x(t) = d.cos(w. t)|

3. Vitesse et accélération :
V =x*=—wd.sin(w.t)

a=x*=—-w?d.cos(w.t)

T
w.t= (2n+1)§

w.t=nm = t=2n(%)

= t:(2n+1)(%)

x(t) |x(O)] = xmax = d x(t) =0

V(t) V() =0 V()] = Vmax = @.d
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a(t) la(t)| = apax = w*d a(t) =0

Systéme masse-ressort horizontal :

Principe Fondamental de la Dynamique :
Zf:ﬁ‘l'ﬁélast:m-a

En projetant sur I’axe (0X) :

—k.x =m.a et a=——x
m

On retrouve la méme équation différentielle du 2°™ degrés. La solution est de la méme forme que ce qui a
précéde.

Application Numérgae : k=10 N/m; 1=02m; m=50g; d=3cm
Donc
Al =0,04905m ; w = 14,142 rad/s ; B=d=0,03m
VMax = 0,424 m/s ;  ayax = 6 m/s?
EXERCICE 16 :
1. Enappliquant le PFD : Yf=P+C+T=md
En projetant sur I’axe (BA) on obtient T=m.ay
Avec T=kAl=k(-1) ; ay=Rw? ; R=1
Donc
k.l
k.(l—l0)=m.l.w2 =4 l=m
2.
k.ly.m. w?
T=mlw?=—
e k —m.w?
3.
k
Résonance = (I > +0) = k—m.w?=0 et Wy = -
4. Momentcinétique L=m.#xV=m.r?@8  enmodule L=m7r%w=m. 2w
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L k2.13.m. w
(k- m.w?)?

5. En appliquant le PFD aux deux masses :

T1 - TZ = m.w2.11

{Pl + Cl +T1 +T1 =my.aq en prOjetantsur I’ axe (BA) {T _ wz (l N )
2 — M -1 2

ﬁz +Z‘)2 +T’)2 = mz.fiz

Avec
T,=k.(l;-1,) et T,=k.(l,—1)
D’ou
{k. (L=l —k.(, - ) =mw?l R { (k—m.w?).l; —k.l, =0
k.(l, = 1)) =m.o? (I, + 1) (—m.w?).l; — (k —m.w?).l, = k.1,

C’est un systeme d’équation dont les solutions sont :
B k2.1, . k.(k —m.w?).1,
T (k—m.w?)? — k.m. w? € 27 (k —m.w?)? — k.m. w?

L

6. EnappliquantlePFD: B, 4+ C, + Ty + T| = my.d,

En projetant sur I’axe (BA) on obtient

2k
—k.xl—k.x1=—2k.x1=m.a1 = alzxi':_;xl

C’est une équation différentielle du 2™ ordre

7. Lasolution est de la forme

x1(t) = Xq- sin(a)o. t+ @) 2k
Vl(t) = X; = Wq. Xp. COS((UO. t+ (p) avec Wy = |—
o0 2 . 2 m
Cll(t) = X1 = —Wy-Xp- sm(wo. t+ (P) = —(A)O.Xl(t)
Condition initiales a (t=0 , x;y=d , V{=0).
En remplacant dans 1’équations de V/; on trouve :
T 3

0 = wg.xg.cos(p) = cos(p) =0 = 0=3 rad ou ¢ = - rad

Et en remplagant dans I’équations de x; ona:

{pour p=mn/2 ona Xo=d

pour @ = 31/2 ona % = —d qui donnent la méme solution
= 0= —

x,(t) = d.sin (‘Uo- t+ g)
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EXERCICE 17 :

1. Principe Fondamental de la Dynamique.

Systéme a ’équilibre: ¥ f=P+C+T =0

(0),4 {+P.sina—T: 0 e (D)
oy —P.cosa+C=0 .......(2)

De I’équation (1) nousavons: T = k.Al = mg.sina, et

Projection sur

mg.sina
Al = ——
k
Avec Al =1, —1 compression du ressort, d’ou : Position
i Y \ d’équilibre
mg.sina q
=1y ‘gT N2

2. Cas dynamique :

Zf=ﬁ+5+T=m.a

Projection sur (0),4 {+P.51na —-T=ma .......(3)

oy —P.cosa+(C=0
Avec: T = k.(Al + x)
A partir de I’équation (1) a 1’équilibre nous avons : mg.sina —k.Al =0 ll
Donc
+mg.sina — k. (Al + x) =m.a = —k.x=m.a
Et I’équation différentielle est donnée par
(L] k
a=x""=—-—x
m

3. La solution de I’équation différentielle du 2°™ degrés est de la forme :
x(t) = A.sin(w. t + @)

V(t) =x* =Aw.cos(w.t + @) ... .. (D
a(t) = x** = —Aw?.sin(w.t + @)
D’ou la = x** = —w?. x|

En comparant avec 1’équation différentielle, on trouve :

w?=k/m > |w=k/m

Oncalcul A et ¢ en utilisant les conditions initiales :

A t=0s;x=0(équilibre). = A.sin(p) =0 = sin(p) =0
D’ou |¢TO| ou [p=m]|
At=0s;V =1, = Aw.cos(p) =V,

=0 = A=Vy/w=Vo/m/k
{<p=n =  A=-Vy/o=-Vo/m/k
x(t) = Voi/m/k .sin (\/k/_mt)
En remplagant dans 1’équation (1) : V(t) = Vy.cos (\/k/_m . t)

a(t) = —Vyk/m.sin (w/k/m.t)
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EXERCICE 18 :

1. Le systéme est en équilibre, donc en appliquant le Principe Fondamentale de la Dynamique on a:
D F=B4T+Ty=0

Les valeurs algébriques des forces élastiques sont T, = —k.x, et Tg= —k.xp.

Telque x, et xp sontrespectivement les élongations des ressorts fixés en (A) eten (B) (en valeur
algébrique) le sens positif étant donné par la figure ci-contre.

D’ou le systeme d’équations suivant :

{k.(xA+xB)=m.g

ere 4 i i éme H
AB = 2.1y + x4 — x5 la 1° équation vient du PFD et la 2°™ exprime la longueur totale (AB)

Dont la solution est

1 mg
xAzz(T+AB—2LO) =i
A.N.
—1(@—A3+2L) Xp = 005 m
Xp = 2\ & 0
2. Soit x la positon du point par rapport a sa position d’équilibre.
Ty = —k.(x4 +x) et Ty = —k.(xg + x)
En appliquant le Principe Fondamentale de la Dynamique ona: Lo + x4
Zf=13+TA+T"B=m.&
D’ou mg —k.(x, + x5 +2.x) =m.a
Or mg —k.(x, +xg) =0 (condition d’équilibre) Lo+ x5
On obtient, alors, I’équation différentielle de 2°™ ordre :
a=x"=—&x FIG 1.
m
Dont la solution est donnée par un mouvement rectiligne sinusoidal.
Sa pulsation est w =+2k/m
Et sa période est
21 m
T=Z=27T oK A.N. T=031s
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EXERCICE 19:

1. Principe fondamental de la dynamique :

En projetant suivant les axes des accélérations normale et tangentielle.
axe (0X) { —-mg.sinf =m.ar =m.L.0°°
axe (0Y)(—mg.cosf +C =m.ay = m.L.6%

La premiére équation donne I’équation différentielle du mouvement. >~/

g . ;
90. [ 9 /
I Sin
Dans le cas des petits angles (6 «<) ona sinf = 0 et
g
0 =—-=0
L

2. Lasolution de I’équation différentielle précédente est de la forme :

0(t) = 0y.sin(w.t + @)
0°(t) = w.0,.cos(w.t + @) avec |w
0°°(t) = —w?.6,.sin(w.t + @)

g 2 L
w= |= = T=—=2m|—
L W g

Conditions initiales (t =0 , 6(0) = 0) position d’équilibre. (t =0 , 6°(0) =V,/L).
En remplagant :

Période

0 = 6y.sin(p) = =0 ou ¢=m

{(p=0 = 00=V0/CL)L=VO/‘/gL
Q=" = 6p=-Vy/oL=-V,/\/gL

V
fo = w.0,.cos(p) = \/%.Ho.cos(q)) =

Les deux cas de figure donnant la méme solution

VW 9
() = ﬁ.Slﬂ(\/%.LL)

D’ou
6°(t) = %.cos (J%t) et 6°°(t) = —\E%.sin( %t)
a).t=(2n+1)§ = t=(2n+1)(%) wt=nmt > t=2n(%)
6°(t) g°(t) =0 16°(®)] = Omax = Vo/L
6% (t) 16 ()] = 63max = Vo g/ LVL o) =0
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3. Théoreme du moment cinétique :
#(C) + M(P) = m.126.5,

Commeona: ClI# = M(C)=#xC=0
Donc

-

#xP=—mg.L.sin0.é, =m.L26%.&,

On retrouve la méme équation différentielle

6°° = —%sin& et pour (0 «)ona 6°° = _g

Application Numérique : L =19m;V, = 0,5 m/s
lw=0,719 rad/s| ; [T =8744s]|; [0, =10,0366 rad ~ 2°

Omax = 0,026 rad/s| ; |Oma = 0,019 rad/s?|

EXERCICE 21 :
1. MA=0A-0M

T - 04 = —(r.cos0).é, + (r.sin6).é
On projette OA et OM sur les axes (e, €y) : {é (rq cos 6).é + (r.sin6). &
OM =r.e,
D’ou

MA = —r(1 + cos 0).8, + r(sinh). &,

2. |MA| =rJ(1 +cos6)? + (sinh)2 = rv2 + 2.cos b

Donc

. 0
|MA| = 2r.cos <§>

——————
-
-

-

-
-

& -
~

P e

3. Calculons d’abord le module de T.
0 -
T=kAl=k.(I-1y)) =k <2r. cos <§> — l0> avec = |MA|

Et puisque MA || T, alors le vecteur unitaire dans la direction de T.

. T M4 ., —r(1+4cos@).e. +r(sinh).ey
= —_— = — = =
“TETT MA ot 2r.cos(6/2)

Comme nous avons 1 + cos(8) = 2.cos?(08/2) et sin(@) = 2.sin(6/2) cos(6/2)
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Alors
|§T = —cos(0/2).é, + sin(9/2).§9|
Mais é; estaussi le vecteur unitaire dans la direction de T donc :
T =T.8; = k.(2r.cos(6/2) — ly).[— cos(6/2) . &, + sin(6/2) .&]
4. Composantesde C: |[C=—C.8,+0.8,
Composantes de P : P = mg.cos(8) .8, —mg.sin() .8,
O 5 (—k.cos(6/2).(2r.cos(6/2) — 1) — C + mg.cos(e))
F=P+C+T = F( k.sin(8/2).(2r.cos(8/2) — l,) — mg.sin(8)

5. Principe Fondamental de la Dynamique: F=P+C+T=m.d

En coordonnées polaires (r = R = Constante):
a= (r" - 9’2). e+ (2r*.0°+1r.0°).¢ey =

a=(-r 9'2).5r + (+7.6°%).¢ey
D’ou les deux équations :

{—k. cos(6/2).(2r.cos(8/2) —ly) — C + mg.cos(6) = —mr. 6*>
k.sin(8/2).(2r.cos(6/2) — ly) — mg.sin(0) = mr.0°*

La deuxiéme équation est 1’équation différentielle du mouvement.

|k.sin(6/2).(2r.cos(6/2) — 1) — mg.sin(6) = mr.6°°

6. Le vecteur moment cinétique est donné par :

Ly=m.7#xV >  Ly=m(r.8)x(r*.é +16°.8y) = m.r20°(é, X &)
Donc

T — 2pe 3 — 2=
Lo=m.r8%.¢, =m.r*w

avec |w =0°".¢,

7. En appliquant le théoréme du moment cinétique

dL V(T + V(A = V(B
d_t0 =m.r?6*.é, = M(T) + M(C) + M(P)

Commeona: CII# = M(C)=#xC=0

Donc
PXT+7xP=mr20.8,
7x P =—mg.r.sinf.é 6
{1; P=-mg.r smﬁ@ é, wee a?
rXT=T.r.sina.e, 2
Finalement
|[k. sin(6/2).(2r.cos(8/2) — ly) — mg.sin(0)].€, = [mr.6°°]. 5Z|
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