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SOLUTION DE LA SÉRIE DE TD N° 03 
 

EXERCICE 01 : 

𝑚1 = 3,2  𝑘𝑔 

Avant collision  |�⃗� 1| = 6 𝑚 𝑠⁄    et    �⃗� 1 = −6. 𝑒 𝑥 

Après collision   |�⃗� 1
′| = 3 𝑚 𝑠⁄   et   �⃗� 1

′ = 3. sin 30° . 𝑒 𝑥 + 3. cos 30°. 𝑒 𝑦 (par projection) 

 

𝑚2 = 1,6  𝑘𝑔 

Avant collision  |�⃗� 2| = 5 𝑚 𝑠⁄    et    �⃗� 2 = 5. 𝑒 𝑦 

Après collision  �⃗� 2
′ = 𝑉2𝑥

′ . 𝑒 𝑥 + 𝑉2𝑦
′ . 𝑒 𝑦 

 

1. Conservation de la quantité de mouvement : 

𝑝 1 + 𝑝 2 = 𝑝 1
′ + 𝑝 2

′  

Ou  

𝑚1. �⃗� 1 +𝑚2. �⃗� 2 = 𝑚1. �⃗� 1
′ +𝑚2. �⃗� 2

′ 

 

En remplaçant suivant les deux axes : 

𝑚1. (
−6
0
) + 𝑚2. (

0
5
) = 𝑚1. (

3.
1

2

3.
√3

2

) +𝑚2. (
𝑉2𝑥
′

𝑉2𝑦
′ )   

D’où 

{
−19,2 = 4,8 + 1,6. 𝑉2𝑥

′

8 = 8,31 + 1,6. 𝑉2𝑦
′  

Finalement 

{
𝑉2𝑥
′ = −15

𝑉2𝑦
′ = −0,19

          ⇒        �⃗� 2
′ = −15. �⃗� 𝑥 − 0,19. �⃗� 𝑦     et        |�⃗� 2

′| = 15 𝑚 𝑠⁄   

 

2. Quantité de mouvement totale : 

𝑝 1 + 𝑝 2 = 𝑝 1
′ + 𝑝 2

′  

Ou 

𝑚1. �⃗� 1 +𝑚2. �⃗� 2 = 𝑚1. �⃗� 1
′ +𝑚2. �⃗� 2

′ = 𝑚1. (
−6
0
) + 𝑚2. (

0
5
) 

Donc  

𝑝 Tot (
−19,2
8

)          et      |𝑝 Tot| = 20,8 𝑘𝑔.𝑚 𝑠⁄  

 

3. Variation de la quantité de mouvement : 

𝑝 1 + 𝑝 2 = 𝑝 1
′ + 𝑝 2

′     ⇒      𝑝 2
′ − 𝑝 2 = −(𝑝 1

′ − 𝑝 1)      ⇒     ∆𝑝 2 = −∆𝑝 1  

∆𝑝 1 = 𝑝 1
′ − 𝑝 1 = 𝑚1. �⃗� 1

′ −𝑚1. �⃗� 1        ⇒      ∆𝑝 1 (
+24
+8,31

) 

∆𝑝 2 = 𝑝 2
′ − 𝑝 2 = 𝑚2. �⃗� 2

′ −𝑚2. �⃗� 2        ⇒      ∆𝑝 2 (
−24
−8,31

) 

 

4. Variation de la vitesse : 

{
∆�⃗� 1 = �⃗� 1

′ − �⃗� 1        ⇒      ∆�⃗� 1 (
+7,5
+2,6

)

∆�⃗� 2 = �⃗� 2
′ − �⃗� 2        ⇒      ∆�⃗� 2 (

−15
−5,19

)
        d′où      ∆�⃗� 1 ≠ ∆�⃗� 2   

  

𝑚1 

𝑚1 

𝑚2 

�⃗� 1 

�⃗� 2 

�⃗� 1
′
 

Nord 

Ouest Est 

sud 

𝑒 𝑥 

𝑒 𝑦 



SOLUTION DE LA SÉRIE DE TD N° 03 2021/2022 

 

2 1èreannée LMD Génie civil : Licence professionnalisante 
 

 

EXERCICE 02 : 
 

Avant l’accident : 

Voiture (masse 𝑚, vitesse 𝑣 ). 

Camion (masse 𝑀, Vitesse �⃗� ). 

Quantité de mouvement totale : 𝑝 = 𝑚. 𝑣 + 𝑀. �⃗� . 
 

Après l’accident : 

Voiture (masse 𝑚, vitesse 𝑣 ′). 

Camion (masse 𝑀, Vitesse �⃗� ′). 

Quantité de mouvement totale : 𝑝 ′ = 𝑚. 𝑣 ′ +𝑀. �⃗� ′. 
 

Conservation de la quantité de mouvement : 𝑚. 𝑣 + 𝑀. �⃗� = 𝑚. 𝑣 ′ +𝑀. �⃗� ′ 
 

Projection sur l’axe 𝑂𝑋 :   𝑀.𝑉 = 𝑚. 𝑣′. cos(45°) + 𝑀. 𝑉′. cos(45°). 

Projection sur l’axe 𝑂𝑌 :   𝑚. 𝑣 = 𝑚. 𝑣′. sin(45°) +𝑀. 𝑉′. sin(45°). 
 

 Or       cos(45°) = sin(45°)          ⇒          𝑚. 𝑣 = 𝑀. 𝑉  

 

D’après le témoin    𝑉 = 80 𝑘𝑚 ℎ⁄     d’où   

𝑣 =
𝑀

𝑚
𝑉               et       𝑣 = 320 𝑘𝑚 ℎ⁄  

Ce qui est impossible pour une deux chevaux.  

 

 

EXERCICE 03 : 
 

1. Principe Fondamental de la Dynamique : 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐶 + 𝐹 𝑓 = 𝑚. 𝑎  

 

En projetant suivant l’axe horizontal (𝑂𝑋) 
−𝐹𝑓 = 𝑚. 𝑎 

 

Comme   est constante alors a est constante et le mouvement est uniformément varié. D’où nous pouvons 

utiliser 

𝑉2 − 𝑉0
2 = 2. 𝑎. (𝑥 − 𝑥0) 

Donc 

𝑎 =
𝑉2 − 𝑉0

2

2. (𝑥 − 𝑥0)
=
−𝑉0

2

2𝑑
 

Et 

𝐹𝑓 = −𝑚. 𝑎 =
𝑉0
2

2𝑑
                 A. N:       𝐹𝑓 = 18062,5 𝑁  

 

2. Mouvement uniformément varié : 

𝑥(𝑡) =
1

2
𝑎. 𝑡2 + 𝑉0. 𝑡 + 𝑥0        et       𝑉(𝑡) = 𝑎. 𝑡 + 𝑉0 

Arrêt de la balle 

𝑉(𝑡) = 𝑎. 𝑡𝐴 + 𝑉0 = 0         ⇒         𝑡𝐴 =
−𝑉0
𝑎

=
2𝑑

𝑉0
              A. N:       𝑡𝐴 = 4,7 × 10

−7 𝑠    

 

𝑂 𝑋 

𝑌 

𝑀 

𝑚 

𝑣  

�⃗�  

�⃗⃗� ′ 
�⃗� ′ 

45° 

𝑑 = 20 𝑐𝑚 

�⃗�  

𝐶  𝐹 𝑓  𝑚 = 10 𝑔 

𝑉0 = 850 𝑚 𝑠⁄  
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EXERCICE 04 : 
 

1. Principe Fondamental de la Dynamique. 

𝐹 𝑔 = 𝑚𝑠. 𝑎 = 𝑚𝑠. 𝑎 𝑁 

En projetant :    

𝐺
𝑚𝑠. 𝑀𝑃
𝑟2

= 𝑚𝑠. 𝑎𝑁 = 𝑚𝑠

𝑉2

𝑟
        avec      𝑉 = 𝑟. 𝜔   et  𝜔 =

2𝜋

𝑟
 

𝜔 est la vitesse angulaire. 

D’où 

𝐺
𝑀𝑃
𝑟2

=
4. 𝜋2

𝑇2
𝑟 

Et enfin 

𝑀𝑃 =
4. 𝜋2

𝐺

𝑟3

𝑇2
 

 

2. Accélération normale : 

𝑎𝑁 =
𝑉2

𝑟
= 𝑟. 𝜔2 =

4. 𝜋2

𝑇2
𝑟  

3. Force appliquée : 

𝐹𝑔 = 𝑚𝑠. 𝑎𝑁 = 𝑚𝑠

4. 𝜋2

𝑇2
𝑟  

4. Accélération de la pesanteur :    𝑅𝑃 = 𝑟 10⁄   

Au voisinage de la surface de la planète on a : 

𝐹𝑔 = 𝐺
𝑚𝑠. 𝑀𝑃
𝑟2

= 𝑚𝑠. 𝑔𝑃                  avec        𝑟 ≈ 𝑅𝑃 

Donc 

𝑔𝑃 = 𝐺
𝑀𝑃

𝑅𝑃
2             et       𝑔𝑃 =

400. 𝜋2

𝑇2
𝑟  

5. Masse de la terre : 

𝑀𝑇 =
4. 𝜋2

𝐺

𝑟3

𝑇2
 

𝑟 = 𝑅𝑇 + ℎ = 6,88 × 10
6      ;       𝑇 = 98 𝑚𝑖𝑛 = 5880 𝑠  

A.N. 

𝑀𝑇 = 5,57 × 10
24  𝑘𝑔  

 

    

 

 

 

 

 

 

PLANÈTE 

SATELLITE 

𝑀𝑃 

𝑚𝑠 

𝑅𝑃 

𝑟 
 

Période : 𝑇 

𝐹 𝑔 
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EXERCICE 05 : 

PHASE I 

En appliquant le PFD : 

{
�⃗� 1 + 𝐶 1 + �⃗� 1 + 𝐹 𝑓 = 𝑚1. 𝑎 1

�⃗� 2 + �⃗� 2 = 𝑚2. 𝑎 2
   en projetant   {

𝑇 − 𝐹𝑓 = 𝑚1. 𝑎𝐼
−𝑇 +𝑚2. 𝑔 = 𝑚2. 𝑎𝐼

   avec   𝐹𝑓 = 𝜇. 𝐶1 = 𝜇.𝑚1. 𝑔  

D’où 

𝑎𝐼 =
(𝑚2 − 𝜇.𝑚1)

𝑚1 +𝑚2
𝑔   …………(1) 

𝑎𝐼 = Constante     ⇒  le mouvement de la masse   𝑚1   est rectiligne uniformément accéléré, donc :      

𝑉2 − 𝑉0
2 = 2𝑎𝐼 . ℎ             avec         𝑉0 = 0 

  

PHASE II 

En appliquant le PFD : 

 �⃗� 1 + 𝐶 1 + 𝐹 𝑓 = 𝑚1. 𝑎 1    en projetant   −𝐹𝑓 = 𝑚1. 𝑎𝐼𝐼     avec   𝐹𝑓 = 𝜇. 𝐶1 = 𝜇.𝑚1. 𝑔 .   D’où : 

𝑎𝐼𝐼 = −𝜇. 𝑔   …………(2) 

𝑎𝐼𝐼 = Constante     ⇒  le mouvement de la masse   𝑚1   est rectiligne uniformément accéléré, donc :      

𝑉0
2 − 𝑉2 = 2𝑎𝐼𝐼 . 𝑑             avec         𝑉0 = 0 

 

En comparant : 

𝑎𝐼 . ℎ = −𝑎𝐼𝐼 . 𝑑    …………(3)   

En remplaçant  (1) et (2)  dans l’équation  (3), il vient que :  

(𝑚2 − 𝜇.𝑚1)

𝑚1 +𝑚2
𝑔. ℎ = 𝜇. 𝑔. 𝑑 

D’où  

𝜇 =
𝑚2. ℎ

𝑚1. (ℎ + 𝑑) + 𝑚2. 𝑑
 

𝒉 
𝒅 

𝑚1 

𝑚2 

𝒉 
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EXERCICE 06 : 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PLAN I :   En appliquant le PFD : 

�⃗� + 𝐶 = 𝑚. 𝑎 𝐼           en projetant           {
𝑚𝑔. sin 𝛼 = 𝑚. 𝑎𝐼
−𝑚𝑔. cos𝛼 + 𝐶 = 0

       ⇒           𝑎𝐼 = 𝑔. sin 𝛼 ……… (1) 

𝑎𝐼 = Constante     ⇒  le mouvement de la masse  𝑚  est rectiligne uniformément accéléré, donc :      

𝑥𝐼 =
1

2
𝑎𝐼 . 𝑡

2                   (𝑉0 = 0, 𝑥0 = 0) 

 

PLAN II :   En appliquant le PFD : 

�⃗� + 𝐶 + 𝐹 𝑓 = 𝑚. 𝑎 𝐼𝐼           en projetant         {
𝑚𝑔. sin𝛼 − 𝐹𝑓 = 𝑚. 𝑎𝐼𝐼
−𝑚𝑔. cos 𝛼 + 𝐶 = 0

         avec      𝐹𝑓 = 𝜇. 𝐶 = 𝜇.𝑚𝑔. cos 𝛼  

D’où 

𝑎𝐼𝐼 = 𝑔. (sin𝛼 − 𝜇. cos 𝛼) ……… (2) 

𝑎𝐼𝐼 = Constante     ⇒  le mouvement de la masse  𝑚  est rectiligne uniformément accéléré, donc :      

𝑥𝐼𝐼 =
1

2
𝑎𝐼𝐼 . 𝑡

2                   (𝑉0 = 0, 𝑥0 = 0) 

 

Les deux masses parcourent la même distance   𝐿    durant   𝑡𝐼    et   𝑡𝐼𝐼   avec       𝑡𝐼𝐼 = 2. 𝑡𝐼 . 

 

{
𝐿 =

1

2
𝑎𝐼 . 𝑡𝐼

2

𝐿 =
1

2
𝑎𝐼𝐼 . 𝑡𝐼𝐼

2

              ⇒           𝑎𝐼 . 𝑡𝐼
2 = 𝑎𝐼𝐼 . (2. 𝑡𝐼

2)               ⇒               𝑎𝐼 = 4. 𝑎𝐼𝐼 ………(3) 

En remplaçant  (1) et  (2) dans l’équation  (3) on trouve :  

 

𝜇 =
3

4
tan 𝛼  

         

 

  

𝜶 

𝑎 𝐼 

𝐶  

�⃗�  
𝑋 

𝑌 

𝜇 = 0 

𝐹 𝑓 

𝜶 

𝑎 𝐼𝐼 

𝐶  

�⃗�  
𝑋 

𝑌 

𝜇 ≠ 0 
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EXERCICE 07 : 

1.a. Mouvement sans frottement 

Principe Fondamental de la Dynamique :   ∑𝑓 = 𝑚. 𝑎   

(𝑚1)           �⃗� 1 + 𝐶 1 + �⃗� 1 = 𝑚1. 𝑎 1
(𝑚2)                    �⃗� 2 + �⃗� 2 = 𝑚2. 𝑎 2

 

Projection sur : 

𝑂1𝑋1
𝑂1𝑌1

     {
𝑇1 −𝑚1𝑔. sin𝛼 = 𝑚1. 𝑎1
−𝑚1𝑔. cos 𝛼 + 𝐶1 = 0

 

𝑂2𝑋2             𝑚2𝑔 − 𝑇2 = 𝑚2. 𝑎2 

Les fils, poulies et le ressort étant de masses négligeables :    𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇 

L’élongation du ressort étant constante et les fils inextensibles :   𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 

En faisant la somme des projections suivant  𝑂1𝑋1  et  𝑂2𝑋2 : 

(𝑚2 −𝑚1. sin 𝛼)𝑔 = (𝑚1 +𝑚2). 𝑎 

D’où 

𝑎 =
𝑚2 −𝑚1 sin𝛼

𝑚1 +𝑚2
𝑔 

Pour des masses égales  (𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚). 

𝑎 =
1

2
(1 − sin𝛼)𝑔 > 0  

Et le système se déplace dans le sens positif. 

 

1.b. Mouvement avec frottement 

Principe Fondamental de la Dynamique :   ∑𝑓 = 𝑚. 𝑎   

(𝑚1)           �⃗� 1 + 𝐶 1 + �⃗� 1 + 𝐹 𝑓1 = 𝑚1. 𝑎 1

(𝑚2)                               �⃗� 2 + �⃗� 2 = 𝑚2. 𝑎 2
 

Projection sur : 

𝑂1𝑋1
𝑂1𝑌1

     {
𝑇1 −𝑚1𝑔. sin𝛼 − 𝐹𝑓1 = 𝑚1. 𝑎1

−𝑚1𝑔. cos 𝛼 + 𝐶1 = 0
 

Avec                                 𝐹𝑓1 = 𝜇. 𝐶1 

𝑂2𝑋2             𝑚2𝑔 − 𝑇2 = 𝑚2. 𝑎2 

En faisant la somme des projections suivant  𝑂1𝑋1  et  𝑂2𝑋2 et en remplaçant   𝐶1 : 

(𝑚2 −𝑚1. sin𝛼 − 𝜇.𝑚1. cos 𝛼)𝑔 = (𝑚1 +𝑚2). 𝑎 

D’où 

𝑎 =
𝑚2 −𝑚1. sin 𝛼 − 𝜇.𝑚1. cos𝛼

𝑚1 +𝑚2
𝑔              et pour (𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚)           𝑎 =

1 − sin𝛼 − 𝜇. cos𝛼

2
𝑔   

 

A partir de la projection sur  𝑂2𝑋2 : 

𝑇2 = 𝑘.∆𝑙 = 𝑚2𝑔 −𝑚2𝑎    d′où        ∆𝑙 =
𝑚𝑔

2𝑘
(1 + sin𝛼 + 𝜇. cos𝛼)  

𝑚1 

𝑚2 �⃗� 1 

�⃗� 1 
𝐶 1 

�⃗� 2 

�⃗� 2 

𝑋1 
𝑌1 

𝑋2 

𝛼 

𝐹 𝑓1 

𝑚1 

𝑚2 �⃗� 1 

�⃗� 1 
𝐶 1 

�⃗� 2 

�⃗� 2 

𝑋1 
𝑌1 

𝑋2 

𝛼 
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2.a. Accélération de la masse  𝑚1. 

Principe Fondamental de la Dynamique :     �⃗� 1 + 𝐶 1 + 𝐹 𝑓1 = 𝑚1. 𝑎 1 

Projection sur : 

𝑂1𝑋1
𝑂1𝑌1

     {
−𝑚1𝑔. sin𝛼 − 𝐹𝑓1 = 𝑚1. 𝑎

′

−𝑚1𝑔. cos 𝛼 + 𝐶1 = 0
 

Avec                                 𝐹𝑓1 = 𝜇. 𝐶1 

En remplaçant dans la première équation 

−𝑚1𝑔. sin 𝛼 − 𝜇.𝑚1𝑔. cos 𝛼 = 𝑚1. 𝑎
′ 

D’où 

𝑎′ = −𝑔. (sin𝛼 + 𝜇. cos 𝛼)  

 

2.b. La vitesse initiale de la deuxième étape est égale à la vitesse à la fin de la première étape 

𝑉1fin
2 − 𝑉1init

2 = 2. 𝑎. ∆𝑥 

Comme   𝑉1init = 0    et    ∆𝑥 = ℎ  donc 

𝑉20 = 𝑉1fin = √𝑔ℎ(1 − sin𝛼 − 𝜇. cos 𝛼) 
 

La position à la fin de la première étape   

𝑥20 = 𝑥1fin = ℎ 

L’accélération dans la deuxième étape est constante    (𝑎′ = Constante)  , le mouvement de la masse 𝑚1  est 

rectiligne uniformément varié. 

D’où l’équation horaire de la deuxième étape 

𝑥2(𝑡) =
1

2
𝑎′. 𝑡2 + 𝑉20. 𝑡 + 𝑥20 

En remplaçant 

𝑥2(𝑡) = −
1

2
𝑔. (sin 𝛼 + 𝜇. cos𝛼). 𝑡2 +√𝑔ℎ(1 − sin𝛼 − 𝜇. cos 𝛼). 𝑡 + ℎ  

 

2.c. Déplacement au cours de la deuxième étape 

𝑉2fin
2 − 𝑉20

2 = 2. 𝑎′. ∆𝑥 

Avec   𝑉2fin = 0. Donc 

−𝑔ℎ(1 − sin𝛼 − 𝜇. cos 𝛼) = −2𝑔. (sin𝛼 + 𝜇. cos 𝛼). 𝑑 

D’où 

𝑑 =
1 − sin𝛼 − 𝜇. cos 𝛼

2(sin𝛼 + 𝜇. cos 𝛼)
ℎ 

  Et la position maximale atteinte par la masse   𝑚1. 

𝑥max = ℎ + 𝑑 =
1 + sin𝛼 + 𝜇. cos𝛼

2(sin𝛼 + 𝜇. cos 𝛼)
ℎ  

  

𝐹 𝑓1 

�⃗� 1 

�⃗� 1 
𝐶 1 

𝑋1 
𝑌1 

𝛼 

𝑚1 
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EXERCICE 08 : 

1. Principe Fondamental de la Dynamique.    

∑𝑓 = 𝑚. 𝑎   

(𝑚1)                                 �⃗� 1 + �⃗� 1 = 𝑚1. 𝑎 1

(𝑚2)           �⃗� 2 + 𝐶 2 + �⃗� 2 + 𝐹 𝑓2 = 𝑚2. 𝑎 2
 

 

2. Projection sur : 

𝑂1𝑋1 ∶      𝑚1𝑔 − 𝑇1 = 𝑚1. 𝑎1 

𝑂2𝑋2
𝑂2𝑌2

     {
𝑚2𝑔. sin 𝛼 + 𝑇2 − 𝐹𝑓2 = 𝑚2. 𝑎2

−𝑚2𝑔. cos 𝛼 + 𝐶2 = 0
 

Les fils, poulies et le ressort étant de masses négligeables :  𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇 

L’élongation du ressort étant constante :   𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 

En faisant la somme des projections suivant  𝑂1𝑋1  et  𝑂2𝑋2 : 

𝑚1𝑔 +𝑚2𝑔. sin𝛼 − 𝐹𝑓2 = (𝑚1 +𝑚2). 𝑎     …………  (1) 

Avec 

𝐹𝑓2 = 𝜇. 𝐶2 = 𝜇.𝑚2𝑔. cos 𝛼     …………  (2) 

A l’équilibre des forces :     𝑎 = 0 

𝑚1𝑔 +𝑚2𝑔. sin𝛼 = 𝜇.𝑚2𝑔. cos 𝛼 

Et 

𝜇lim =
1

3 cos𝛼
+ tan 𝛼  

 

3. Accélération : en reprenant les équations (1)  et   (2). 

𝑚1𝑔 +𝑚2𝑔. sin 𝛼 − 𝜇.𝑚2𝑔. cos𝛼 = (𝑚1 +𝑚2). 𝑎 

Et en remplaçant les masses 

𝑚𝑔 + 3𝑚𝑔. sin𝛼 − 𝜇. 3𝑚𝑔. cos 𝛼 = 4𝑚. 𝑎 

Donc 

𝑎 =
𝑔

4
(1 + 3 sin𝛼 − 3𝜇. cos 𝛼)  

 

Comme 𝑎 = constante :  le mouvement est rectiligne uniformément varié. 

 

4. Elongation du ressort 

𝑚1𝑔 − 𝑇1 = 𝑚1. 𝑎1      𝑎𝑣𝑒𝑐    𝑇1 = 𝑇2 = 𝑘. ∆𝑙  
Donc 

𝑘. ∆𝑙 = 𝑚1(𝑔 − 𝑎) = 𝑚(
4𝑔

4
−
𝑔

4
−
3𝑔

4
sin𝛼 +

3𝑔

4
𝜇. cos 𝛼) 

D’où 

∆𝑙 =
3𝑚𝑔

4𝑘
(1 − sin𝛼 + 𝜇. cos 𝛼)  

 

5. Application numérique : 

𝑘 = 60 𝑁 𝑚⁄  ;  𝜇 = 0,4 ; 𝑚 = 300 𝑔 ;  𝛼 = 30° ;  𝑔 = 9,81 𝑚 𝑠2⁄  

 𝜇lim = 0,7698    ;          𝑎 = 3,583  𝑚 𝑠2⁄       et      ∆𝑙 = 0,03114 𝑚 = 3,114 𝑐𝑚   

𝑘 

𝛼 

𝜇 

𝑚2 = 3𝑚 

𝑚1 = 𝑚 

 

�⃗� 1 

�⃗� 1 
�⃗� 2 

𝐶 2 

�⃗� 2 

𝐹 𝑓2 
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EXERCICE 09 :   

1. Principe Fondamental de la Dynamique : Cas Statique. 

Système à l’équilibre :  ∑𝑓 = �⃗� + 𝐶 + 𝐹 𝑓 = 0⃗  

Projection sur  
𝑂𝑋
𝑂𝑌

        {
+𝑃. sin𝛼 − 𝐹𝑓 = 0

−𝑃. cos 𝛼 + 𝐶 = 0
      

……… . (1)

……… . (2)
 

Dans l’équation  (1)  nous avons :  𝐹𝑓 = 𝜇lim. 𝐶, donc  

{
𝑚𝑔. sin 𝛼 = 𝜇lim. 𝐶
𝑚𝑔. cos𝛼 = 𝐶

 

En divisant :                                 𝜇lim = tan𝛼  

2. Cas dynamique : 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐶 + 𝐹 𝑓 = 𝑚. 𝑎            Projection sur          
𝑂𝑋
𝑂𝑌

        {
+𝑃. sin𝛼 − 𝐹𝑓 = 𝑚. 𝑎

−𝑃. cos 𝛼 + 𝐶 = 0
      

……… . (3)

……… . (4)
 

A partir de l’équation (4)  à l’équilibre nous avons :   𝑚𝑔. cos 𝛼 = 𝐶 

Donc 

𝑎 = 𝑔. (sin 𝛼 − 𝜇. cos 𝛼)  

 

3. 𝑎 = Constante    alors le mouvement est rectiligne uniformément accéléré. 

 

4. Calcul de la distance  𝐴𝐵 :                          sin𝛼 = ℎ
𝐴𝐵
              ⇒             𝐴𝐵 = ℎ

sin𝛼
 

Mouvement rectiligne uniformément accéléré 

𝑉𝐵
2 − 𝑉𝐴

2 = 2𝑎. 𝐴𝐵 

𝑉𝐴 = 0                ⇒           𝑉𝐵
2 = 2𝑔. (sin 𝛼 − 𝜇. cos𝛼)

ℎ

sin𝛼
 

Et 

𝑉𝐵 = √2𝑔ℎ. (1 − 𝜇 tan𝛼⁄ )  

 

5. Mouvement rectiligne uniformément accéléré 

𝑉(𝑡) = 𝑎. 𝑡 + 𝑉0      avec       𝑉0 = 𝑉𝐴 = 0 

D’où 

𝑡𝐵 =
𝑉𝐵
𝑎
=
√2𝑎. 𝐴𝐵

𝑎
               ⇒          𝑡𝐵 = √

2ℎ

𝑔. sin𝛼 . (sin 𝛼 − 𝜇. cos𝛼)
 

 

6. Principe Fondamental de la Dynamique : 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐶 + 𝐹 𝑓 = 𝑚. 𝑎 
′ 

Projection sur  
𝑂𝑋
𝑂𝑌

        {
−𝐹𝑓 = −𝜇. 𝐶 = 𝑚. 𝑎

′

−𝑃 + 𝐶 = 0
        ⇒          𝑎′ = −𝜇. 𝑔  

 

Mouvement rectiligne uniformément accéléré 

𝑉𝐶
2 − 𝑉𝐵

2 = 2𝑎′. 𝑑 

𝑉𝐶 = 0                ⇒           𝑑 =
−𝑉𝐵

2

−2𝜇. 𝑔
          et             𝑑 = ℎ (

1

𝜇
−

1

tan𝛼
)  

7. Application numérique : 

𝜇lim = 1 √3⁄ = 0,577   ;  𝑎 = 3,268  𝑚 𝑠2⁄   ;   𝑉𝐵 = 5,113  𝑚 𝑠⁄   ;  𝑡𝐵 = 1,565  𝑠   ;  𝑑 = 6,536  𝑚  

ℎ 

𝜶 

𝐹 𝑓 

�⃗�  

𝐹 𝑓 

�⃗�  

𝐶  

𝐶  𝑋 

𝑌 

𝑌 

𝑋 

𝜶 
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EXERCICE 10 : 

1. Principe Fondamental de la Dynamique. 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐹 𝑓 = 𝑚. 𝑎  

Projection sur 𝑂𝑍       𝑚.𝑔 − 𝛽. 𝑉 = 𝑚. 𝑎     (équation différentielle du 1er degré). 

Résolution : 

𝑚.𝑔 − 𝛽. 𝑉 = 𝑚.
𝑑𝑉

𝑑𝑡
 

En séparant les variables 

−
𝛽

𝑚
𝑑𝑡 =

−𝛽

𝑚. 𝑔 − 𝛽. 𝑉
𝑑𝑉 

Et en intégrant 

−
𝛽

𝑚
∫𝑑𝑡 = ∫

−𝛽

𝑚. 𝑔 − 𝛽. 𝑉
𝑑𝑉           ⇒            −

𝛽

𝑚
𝑡 + 𝐶 = ln(𝑚. 𝑔 − 𝛽. 𝑉)  

 

Conditions initiales    𝑡 = 0   ;    𝑉0 = 0     ⇒       𝐶 = ln(𝑚. 𝑔)   
Donc  

−
𝛽

𝑚
𝑡 = ln (

𝑚. 𝑔 − 𝛽. 𝑉

𝑚. 𝑔
) 

Et  

𝑚.𝑔 − 𝛽. 𝑉 = 𝑚. 𝑔. 𝑒−
𝛽
𝑚
𝑡
 

Finalement 

𝑉(𝑡) =
𝑚. 𝑔

𝛽
(1 − 𝑒−

𝛽
𝑚
𝑡)  

 

2. Position 

𝑧(𝑡) = ∫𝑉(𝑡). 𝑑𝑡      ⇒      𝑧(𝑡) =
𝑚. 𝑔

𝛽
∫(1 − 𝑒−

𝛽
𝑚
𝑡) . 𝑑𝑡        ⇒      𝑧(𝑡) =

𝑚. 𝑔

𝛽
(𝑡 +

𝑚

𝛽
𝑒−

𝛽
𝑚
𝑡 + 𝐶)  

 

Conditions initiales  𝑡 = 0   ;    𝑧 = 0     ⇒       𝐶 = −𝑚 𝛽⁄    
D’où 

𝑧(𝑡) =
𝑚. 𝑔

𝛽
(𝑡 +

𝑚

𝛽
𝑒−

𝛽
𝑚
𝑡 −

𝑚

𝛽
)  

Accélération 

𝑎(𝑡) =
𝑑𝑉(𝑡)

𝑑𝑡
     ⇒      𝑎(𝑡) =

𝑚. 𝑔

𝛽
(0 +

𝛽

𝑚
𝑒−

𝛽
𝑚
𝑡)        ⇒      𝑎(𝑡) = 𝑔. 𝑒−

𝛽
𝑚
𝑡

 

 

3. Vitesse limite 

La vitesse limite est atteinte quand   𝑡 → +∞. D’où : 

𝑉𝐿 = lim
𝑡→+∞

𝑉(𝑡) = lim
𝑡→+∞

𝑚. 𝑔

𝛽
(1 − 𝑒−

𝛽
𝑚
𝑡)        ⇒                𝑉𝐿 =

𝑚.𝑔

𝛽
   

Autre méthode : 

Quand   la vitesse atteint sa valeur limite, elle devient constante    𝑉 = 𝑉𝐿 = Cte     ⇒     𝑎 = 0     . 

D’après le Principe Fondamental de la Dynamique : 

𝑚.𝑔 − 𝛽. 𝑉𝐿 = 𝑚. 𝑎 = 0 

Et 

𝑉𝐿 =
𝑚.𝑔

𝛽
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EXERCICE 11 : 

1. Principe Fondamental de la Dynamique. 

∑𝑓 = 𝐹 + 𝐹 𝑓 = 𝑚. 𝑎  

Projection sur (𝑂𝑋)       𝐹 − 𝑘. 𝑉2 = 𝑚. 𝑎     (équation différentielle du 1er degré). 

Résolution : 

𝐹 − 𝑘. 𝑉2 = 𝑚.
𝑑𝑉

𝑑𝑡
 

En séparant les variables 
1

𝑚
𝑑𝑡 =

1

𝐹 − 𝑘. 𝑉2
𝑑𝑉 

En multipliant les deux cotés par  (−2𝑘𝑉) 
−2𝑘

𝑚
𝑉𝑑𝑡 =

−2𝑘𝑉

𝐹 − 𝑘. 𝑉2
𝑑𝑉 

Et en intégrant 
−2𝑘

𝑚
∫𝑉. 𝑑𝑡 = ∫

−2𝑘𝑉

𝐹 − 𝑘. 𝑉2
𝑑𝑉           ⇒           −

2𝑘

𝑚
𝑥 + 𝐶 = ln(𝐹 − 𝑘. 𝑉2)  

 

Conditions initiales    𝑡 = 0   ;    𝑉 = 𝑉0    et   𝑥 = 0 ⇒       𝐶 = ln(𝐹 − 𝑘. 𝑉0
2). Donc  

−
2𝑘

𝑚
𝑥 = ln (

𝐹 − 𝑘. 𝑉2

𝐹 − 𝑘. 𝑉0
2) 

Et  

𝐹 − 𝑘. 𝑉2 = (𝐹 − 𝑘. 𝑉0
2). 𝑒−

2𝑘
𝑚
𝑥
 

Finalement 

𝑉2 = (
𝐹

𝑘
) + (𝑉0

2 −
𝐹

𝑘
) . 𝑒−

2𝑘
𝑚
𝑥

 

 

2. Pour   on a : 

𝑉2 =
𝐹

𝑘
(1 − 𝑒−

2𝑘
𝑚
𝑥) 

 

Représentation (Figure ci-contre). 

 

3. Vitesse limite 

La vitesse limite est atteinte quand   𝑥 → +∞. D’où : 

 

𝑉𝐿 = lim
𝑥→+∞

𝑉(𝑡) = lim
𝑥→+∞

(
𝐹

𝑘
) + (𝑉0

2 −
𝐹

𝑘
) . 𝑒−

2𝑘
𝑚
𝑥  

Et 

𝑉𝐿 =
𝐹

𝑘
 

 

4. Si on supprime  𝐹  la force après que le corps ait atteint sa vitesse limite, l’équation différentielle et 

la solution restent les mêmes avec : 

𝐹 = 0      et      𝑉0 = 𝑉𝐿 

D’où 

𝑉2 = 𝑉𝐿
2. 𝑒−

2𝑘
𝑚
𝑥
 

Si le corps parcours une distance 𝑥 = 𝑚 𝑘⁄ , alors : 

𝑉2 = 𝑉𝐿
2. 𝑒−2      et        𝑉 =

𝑉𝐿
𝑒

 

𝑉2 

𝑥 0 

𝐹

𝑘
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EXERCICE 12 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1.  

𝑚1 : est la masse de la partie de la chaîne en dehors de la table 

𝑚2 : est la masse de la partie de la chaîne sur la table                             

𝑚1 +𝑚2 = 𝑀 

 

En appliquant le PFD : 

{
�⃗⃗� 1 + �⃗⃗� 1 = 𝑚1. �⃗⃗� 1

�⃗⃗� 2 + �⃗⃗� 2 + �⃗⃗� 2 = 𝑚2. �⃗⃗� 2
         en projetant          {

𝑚1𝑔 − 𝑇 = 𝑚1. 𝑎
𝑇 = 𝑚2. 𝑎

       ⇒          𝑎 =
𝑚1

𝑚1 +𝑚2
𝑔 =

𝑚1

𝑀
𝑔  

sachant que ∶      𝑚1 =
𝑀

𝑙
𝑦 = 𝜆. 𝑦       𝑒𝑡       𝑎 = 𝑦••     alors 

𝑦•• =
𝜆. 𝑔

𝑀
𝑦 =

𝑔

𝑙
𝑦  

 

2.  

𝑦(𝑡) = 𝐴. 𝑒𝜔.𝑡 + 𝐵. 𝑒−𝜔.𝑡       ⇒        𝑦•• = 𝜔2. 𝑦      ⇒       𝜔 = √
𝑔

𝑙
 

Conditions initiales :  à      𝑡 = 0 𝑠     ;      𝑦 = 𝑦0      et     𝑉 = 0 𝑚 𝑠⁄  

{
𝐴 + 𝐵 = 𝑦0
𝐴 − 𝐵 = 0

               ⇒                 𝐴 = 𝐵 =
𝑦0
2

 

En remplaçant : 

𝑦(𝑡) =
𝑦0
2
(𝑒𝜔.𝑡 + 𝑒−𝜔.𝑡)            ou              𝑦(𝑡) = 𝑦0. ch(𝜔. 𝑡)   

 

3. Calcul de   𝜏 : 
𝑦(𝜏) = 𝑦0. ch(𝜔. 𝜏) = 𝑙 

D’où 

𝜔. 𝜏 = Arcch (
𝑙

𝑦0
)               et                 𝜏 =

1

𝜔
Arcch (

𝑙

𝑦0
)            

 

 

 

. 

  

Table  

0  

𝑦0 

𝑌  

𝑚2 

𝑚1 �⃗� 1 

�⃗� 1 

�⃗� 2 

𝐶 2 

�⃗⃗� 𝟐 ⇔ 

Table  

0  

𝑦0 

𝑌  



SOLUTION DE LA SÉRIE DE TD N° 03 2021/2022 

 

13 1èreannée LMD Génie civil : Licence professionnalisante 
 

 

EXERCICE 13 :  

1. en appliquant le PFD                    �⃗� + 𝐶 = 𝑚. 𝑎  

En projetant sur les axes des coordonnées polaires on a :             

L’accélération est donnée par 

𝑎 = (𝑟•• − 𝑟. 𝜃•2). 𝑒 𝑟 + (2𝑟
•. 𝜃• + 𝑟. 𝜃••). 𝑒 𝜃 

Avec              𝑟 = 𝑅 = Constante            et          𝑟• = 0. 

Donc 

{
𝐶 +𝑚𝑔. sin𝜃 = 𝑚𝑅. 𝜃•2 = 𝑚. 𝑎𝑁
−𝑚𝑔. cos 𝜃 = 𝑚𝑅. 𝜃•• = 𝑚. 𝑎𝑇

     
………… (1)

…………(2)
 

  L’équation  (2) est l’équation différentielle du mouvement 

−𝑔. cos𝜃 = 𝑅. 𝜃••  

 

2. Pour calculer la vitesse, nous multiplions l’équation (2) par  𝜃•  et nous intégrons par rapport à 𝑡 : 

−∫𝑔. cos 𝜃 . 𝜃•. 𝑑𝑡 = ∫𝑅. 𝜃••. 𝜃•. 𝑑𝑡             ⇒                −𝑔. sin𝜃 + Cte =
1

2
𝑅. 𝜃•2

 

Conditions initiales :    à                (𝑡 = 0 𝑠  , 𝜃 = −𝜋 2⁄  𝑟𝑎𝑑  , 𝜃0
• = 𝑉0 𝑅⁄ )          

D’où 

Cte =
𝑉0
2 − 2𝑅. 𝑔

2𝑅
 

Et puisque 

𝜃• =
𝑉

𝑅
              𝑒𝑡       sin𝜃 =

𝑌

𝑅
 

Nous pouvons écrire 

𝑉 = √𝑉0
2 − 2𝑔(𝑌 + 𝑅)  

   

3. Nous calculons   𝐶   à partir de l’équation (1) : 

𝐶 = 𝑚
𝑉2

𝑅
−𝑚𝑔. sin𝜃               ⇒               𝐶 =

𝑚

𝑅
[𝑉0

2 − 𝑔(3𝑌 + 2𝑅)]              
 

 

4. Pour que   𝑉 = 0     il faut que :    𝑉0
2 = 2𝑔(𝑌 + 𝑅)     or      𝑉0

2 = 𝑔. 𝑅 

Donc            𝑌𝑀 = −𝑅 2⁄          ⇒         Nous avons un mouvement oscillatoire autours 𝒅 e 𝑨. 

Expression de  𝐶 :   pour   𝑉0
2 = 𝑔. 𝑅        nous avons 

𝐶 = −
𝑚𝑔(3𝑌 + 𝑅)

𝑅
 

𝐶 = 0        ⇒     𝑌 = −𝑅 3⁄     ⇒     𝑌 > 𝑌𝑀     impossible   
   

5. Pour que la masse puisse suivre la piste sans décoller il faut que 𝐶 au point le plus haut soit supérieure à 

zéro  i.e. :          𝐶(𝑌 = 𝑅) > 0. 

𝐶(𝑌 = 𝑅) =
𝑚

𝑅
[𝑉0

2 − 5𝑔. 𝑅] > 0        ⇒          𝑉0 > √5𝑔. 𝑅  

 

  

𝑨 

𝜃 𝑅 

𝑌 

𝑋 

�⃗� 0 

𝑂 

𝜃 

�⃗�  

𝐶  
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EXERCICE 14 : 

1. Principe fondamental de la dynamique :  

∑𝑓 = 𝐶 + �⃗� = 𝐶 1 + 𝐶 2 + �⃗� = 𝑚. 𝑎  

En utilisant les coordonnées polaires : 

𝑎 = (𝑟•• − 𝑟. 𝜃•2). 𝑒 𝑟 + (2𝑟
•. 𝜃• + 𝑟. 𝜃••). 𝑒 𝜃 

En projetant sur les axes (𝑒 𝑟 , 𝑒 𝜃)  comme le montre la figure. 

Suivant :       {
�⃗� 𝑟
�⃗� 𝜃
           ⇒    {

0 = 𝑚. 𝑎𝑟 = 𝑚. (𝑟
•• − 𝑟. 𝜃•2

)

𝐶1 = 𝑚.𝑎𝜃 = 𝑚. (2𝑟
•. 𝜃• + 𝑟.𝜃••

)
             

Avec 

𝜃• =  𝜔0 = Constante    et    𝜃•• = 0 

En projetant sur l’axe (𝑒 𝑧) 
𝐶2 − 𝑃 = 0 

La première équation donne l’équation différentielle : 

𝑟•• − 𝑟. 𝜃•2 = 0        ⇒      𝑟•• = 𝜔0
2. 𝑟  

 

2. Solution de l’équation de la forme :  𝑟(𝑡) = 𝐴. 𝑒𝜔.𝑡 + 𝐵. 𝑒−𝜔.𝑡 
En dérivant : 

{

𝑟(𝑡) = 𝐴. 𝑒𝜔.𝑡 + 𝐵. 𝑒−𝜔.𝑡

𝑟•(𝑡) = 𝜔𝐴. 𝑒𝜔.𝑡 −𝜔𝐵. 𝑒−𝜔.𝑡

𝑟••(𝑡) = 𝜔2𝐴. 𝑒𝜔.𝑡 +𝜔2𝐵. 𝑒−𝜔.𝑡 = 𝜔2. 𝑟

 

D’où en identifiant on a : 

𝜔 = 𝜔0  

 

Conditions initiales :   𝑡 = 0 ,    𝑟 = 𝑅0       et      𝑉0 = 0 

{
𝑅0 = 𝐴 + 𝐵

0 = 𝜔(𝐴 − 𝐵)
        ⇒      𝐴 = 𝐵 =

𝑅0
2

 

En remplaçant dans   𝑟(𝑡)  on a : 

𝑟(𝑡) =
𝑅0
2
. 𝑒𝜔0.𝑡 +

𝑅0
2
. 𝑒−𝜔0.𝑡 = 𝑅0. cosh(𝜔0. 𝑡)  

 

3. Force appliquée par la tige sur la masse  𝐶 . 
𝐶1   est donnée par l’équation   

𝐶1 = 𝑚. (2𝑟•. 𝜃• + 𝑟. 𝜃••) = 2𝑚.𝜔0. 𝑟
•     ⇒       𝐶1 = 2𝑚.𝜔0

2. 𝑅0. sinh(𝜔0. 𝑡) 

𝐶2   est donnée par l’équation    

𝐶2 = 𝑃 = 𝑚.𝑔 

D’où 

𝐶 = √𝐶1
2 + 𝐶2

2       ⇒        𝐶 = 𝑚.√4𝜔0
4. 𝑅0

2. sinh2(𝜔0. 𝑡) + 𝑔
2   

  

𝜔0 

𝑅0 

𝐶 1 

𝑒 𝑟  
𝑒 𝜃 

Vue d’au dessus. 

𝜔0 
𝐶 2 

�⃗�  

𝑒 𝑧 

Vue de côté. 
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EXERCICE 15 : 

Calcul de l’élongation ∆𝑙: 

En Appliquant le PFD à l’équilibre 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐹 élast = 𝑚. 𝑎 = 0⃗  

Avec      𝐹 élast = −𝑘. ∆𝑙      et son module     𝐹élast = 𝑘. ∆𝑙 

En projetant sur l’axe (𝑂𝑋) : 

𝑚.𝑔 − 𝑘. ∆𝑙 = 0 

D’où 

∆𝑙 =
𝑚. 𝑔

𝑘
 

 

1. Principe Fondamental de la Dynamique :              ∑𝑓 = �⃗� + 𝐹 élast = 𝑚. 𝑎  

En projetant sur l’axe (𝑂𝑋) : 
𝑚.𝑔 − 𝑘. (∆𝑙 + 𝑥) = 𝑚. 𝑎 

Comme 

𝑚.𝑔 − 𝑘. ∆𝑙 = 0 

Alors 

𝑎 = −
𝑘

𝑚
𝑥  

C’est une équation différentielle du 2ème degrés. 

 

2. Solution de la forme :                𝑥(𝑡) = 𝐴. sin(𝜔. 𝑡) + 𝐵. cos(𝜔. 𝑡) 
En dérivant : 

{

𝑥(𝑡) = 𝐴. sin(𝜔. 𝑡) + 𝐵. cos(𝜔. 𝑡)

𝑉 = 𝑥• = 𝜔𝐴. cos(𝜔. 𝑡) − 𝜔𝐵. sin(𝜔. 𝑡)

𝑎 = 𝑥•• = −𝜔2𝐴. sin(𝜔. 𝑡) − 𝜔2𝐵. cos(𝜔. 𝑡) = −𝜔2. 𝑥

 

D’où en identifiant on a : 

𝜔 = √
𝑘

𝑚
 

Conditions initiales :   𝑡 = 0 ,    𝑥 = 𝑑       et      𝑉0 = 0                 {
𝑑 = 𝐵
0 = 𝜔𝐴

    

En remplaçant dans   𝑥(𝑡)  on a : 

𝑥(𝑡) = 𝑑. cos(𝜔. 𝑡)  

 

3. Vitesse et accélération : 

{
𝑉 = 𝑥• = −𝜔𝑑. sin(𝜔. 𝑡)

𝑎 = 𝑥•• = −𝜔2𝑑. cos(𝜔. 𝑡)
    

 

 𝜔. 𝑡 = 𝑛. 𝜋      ⇒    𝑡 = 2𝑛 (
𝜋

2𝜔
)  

𝜔. 𝑡 = (2𝑛 + 1)
𝜋

2
      

⇒    𝑡 = (2𝑛 + 1) (
𝜋

2𝜔
)  

𝑥(𝑡) |𝑥(𝑡)| = 𝑥Max = 𝑑 𝑥(𝑡) = 0 

𝑉(𝑡) 𝑉(𝑡) = 0 |𝑉(𝑡)| = 𝑉Max = 𝜔. 𝑑 

Position d’équilibre 

�⃗�  

𝐹 élast 

𝑥 

0 

−𝑑 

+𝑑 

∆𝑙 

𝑒 𝑥 

(𝑘, 𝑙0) 
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𝑎(𝑡) |𝑎(𝑡)| = 𝑎Max = 𝜔
2𝑑 𝑎(𝑡) = 0 

 

Système masse-ressort horizontal : 

Principe Fondamental de la Dynamique : 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐹 élast = 𝑚. 𝑎  

En projetant sur l’axe (𝑂𝑋) : 

−𝑘. 𝑥 = 𝑚. 𝑎              et                 𝑎 = −
𝑘

𝑚
𝑥  

  
On retrouve la même équation différentielle du 2ème degrés. La solution est de la même forme que ce qui a 

précédé. 

 

Application Numérique :                 𝑘 = 10 𝑁 𝑚⁄  ;  𝑙 = 0,2 𝑚 ;   𝑚 = 50 𝑔 ;  𝑑 = 3 𝑐𝑚 

Donc  

∆𝑙 = 0,04905 𝑚   ;      𝜔 = 14,142 𝑟𝑎𝑑 𝑠⁄        ;     𝐵 = 𝑑 = 0,03 𝑚 

𝑉Max = 0,424 𝑚 𝑠⁄      ;       𝑎Max = 6 𝑚 𝑠2⁄  

 

 

 

 

 

 

 

 

EXERCICE 16 : 

1. En appliquant le PFD :           ∑ �⃗� = �⃗⃗� + �⃗⃗� + �⃗⃗� = 𝒎. �⃗⃗�            

En projetant sur l’axe (𝑩𝑨) on obtient           𝑻 = 𝒎.𝒂𝑵              

Avec       𝑻 = 𝒌. ∆𝒍 = 𝒌. (𝒍 − 𝒍𝟎)     ;      𝒂𝑵 = 𝑹.𝝎
𝟐     ;        𝑹 = 𝒍 

Donc 

𝑘. (𝑙 − 𝑙0) = 𝑚. 𝑙. 𝜔
2            ⇒            𝑙 =

𝑘. 𝑙0
𝑘 −𝑚.𝜔2

 

 

2.  

𝑇 = 𝑚. 𝑙. 𝜔2 =
𝑘. 𝑙0.𝑚. 𝜔

2

𝑘 −𝑚.𝜔2
 

3.  

Résonance      ⇒            (𝑙 → +∞)         ⇒         𝑘 −𝑚.𝜔1
2 = 0           et            𝜔1 = √

𝑘

𝑚
 

 

4. Moment cinétique     �⃗� = 𝑚. 𝑟 × �⃗� = 𝑚. 𝑟2�⃗⃗�          en module        𝐿 = 𝑚. 𝑟2𝜔 = 𝑚. 𝑙2𝜔 

𝑘 𝑚 

𝑋 0 𝑥 

�⃗�  

𝐶  

𝐹 élast 
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𝐿 =
𝑘2. 𝑙0

2. 𝑚. 𝜔

(𝑘 −𝑚.𝜔2)2
 

 

5. En appliquant le PFD aux deux masses : 

{�⃗⃗�
 
1 + �⃗⃗� 1 + �⃗⃗� 1 + �⃗⃗� 1

′
= 𝑚1. �⃗⃗� 1

�⃗⃗� 2 + �⃗⃗� 2 + �⃗⃗� 2 = 𝑚2. �⃗⃗� 2
    en projetant sur l′axe (𝐵𝐴)    {

𝑇1 − 𝑇2 = 𝑚.𝜔2. 𝑙1
𝑇2 = 𝑚.𝜔2. (𝑙1 + 𝑙2)

 

Avec 

𝑇1 = 𝑘. (𝑙1 − 𝑙0)     et      𝑇2 = 𝑘. (𝑙2 − 𝑙0) 
D’où 

{
𝑘. (𝑙1 − 𝑙0)− 𝑘. (𝑙2 − 𝑙0) = 𝑚.𝜔2. 𝑙1

𝑘. (𝑙2 − 𝑙0) = 𝑚.𝜔2. (𝑙1 + 𝑙2)
           ⇒            {

(𝑘 − 𝑚.𝜔2). 𝑙1 − 𝑘. 𝑙2 = 0

(−𝑚.𝜔2). 𝑙1 − (𝑘 −𝑚.𝜔
2). 𝑙2 = 𝑘. 𝑙0

      

C’est un système d’équation dont les solutions sont : 

𝑙1 =
𝑘2. 𝑙0

(𝑘 − 𝑚.𝜔2)2 − 𝑘.𝑚.𝜔2
            et        𝑙2 =

𝑘. (𝑘 − 𝑚.𝜔2). 𝑙0
(𝑘 − 𝑚.𝜔2)2 − 𝑘.𝑚.𝜔2

 

 

6. En appliquant le PFD :        �⃗� 1 + 𝐶 1 + �⃗� 1 + �⃗� 1
′ = 𝑚1. 𝑎 1      

En projetant sur l’axe (𝐵𝐴) on obtient         

−𝑘.𝑥1 − 𝑘.𝑥1 = −2𝑘.𝑥1 = 𝑚. 𝑎1          ⇒               𝑎1 = 𝑥1
•• = −

2𝑘

𝑚
𝑥1   

C’est une équation différentielle du 2ème ordre 

 

7. La solution est de la forme  

{

𝑥1(𝑡) = 𝑥0. sin(𝜔0. 𝑡 + 𝜑)
𝑉1(𝑡) = 𝑥1

• = 𝜔0. 𝑥0. cos(𝜔0. 𝑡 + 𝜑)

𝑎1(𝑡) = 𝑥1
•• = −𝜔0

2. 𝑥0. sin(𝜔0. 𝑡 + 𝜑) = −𝜔0
2. 𝑥1(𝑡)

           avec         𝜔0 = √
2𝑘

𝑚
  

Condition initiales   à  (𝑡 = 0   ,   𝑥1 = 𝑑   ,   𝑉1 = 0). 

En remplaçant dans l’équations de 𝑉1 on trouve : 

0 = 𝜔0. 𝑥0. cos(𝜑)        ⇒           cos(𝜑) = 0       ⇒          𝜑 =
𝜋

2
 𝑟𝑎𝑑       ou       𝜑 =

3𝜋

2
 𝑟𝑎𝑑 

 Et en remplaçant dans l’équations de  𝑥1 on a :  

{
pour     𝜑 = 𝜋 2⁄            on a           𝑥0 = 𝑑 
pour     𝜑 = 3𝜋 2⁄         on a        𝑥0 = −𝑑 

             qui donnent la même solution 

𝑥1(𝑡) = 𝑑. sin (𝜔0. 𝑡 +
𝜋

2
)  
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EXERCICE 17 : 

1. Principe Fondamental de la Dynamique. 

Système à l’équilibre :  ∑𝑓 = �⃗� + 𝐶 + �⃗� = 0⃗  

Projection sur  
𝑂𝑋
𝑂𝑌

        {
+𝑃. sin 𝛼 − 𝑇 = 0
−𝑃. cos 𝛼 + 𝐶 = 0

      
……… . (1)

……… . (2)
 

De l’équation  (1)  nous avons :  𝑇 = 𝑘. ∆𝑙 = 𝑚𝑔. sin𝛼, et  

∆𝑙 =
𝑚𝑔. sin𝛼

𝑘
 

Avec  ∆𝑙 = 𝑙0 − 𝑙   compression du ressort, d’où : 

𝑙 = 𝑙0 −
𝑚𝑔. sin𝛼

𝑘
 

2. Cas dynamique : 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐶 + �⃗� = 𝑚. 𝑎  

Projection sur  
𝑂𝑋
𝑂𝑌

        {
+𝑃. sin𝛼 − 𝑇 = 𝑚. 𝑎
−𝑃. cos 𝛼 + 𝐶 = 0

      
……… . (3)

 

Avec :  𝑇 = 𝑘. (∆𝑙 + 𝑥) 
 

A partir de l’équation (1)  à l’équilibre nous avons :   𝑚𝑔. sin𝛼 − 𝑘. ∆𝑙 = 0 

Donc 

+𝑚𝑔. sin 𝛼 − 𝑘. (∆𝑙 + 𝑥) = 𝑚. 𝑎              ⇒        −𝑘. 𝑥 = 𝑚. 𝑎  

Et l’équation différentielle est donnée par 

𝑎 = 𝑥•• = −
𝑘

𝑚
𝑥  

 

3. La solution de l’équation différentielle du 2ème degrés est de la forme : 

{

𝑥(𝑡) = 𝐴. sin(𝜔. 𝑡 + 𝜑)

𝑉(𝑡) = 𝑥• = 𝐴𝜔. cos(𝜔. 𝑡 + 𝜑)

𝑎(𝑡) = 𝑥•• = −𝐴𝜔2. sin(𝜔. 𝑡 + 𝜑)

  ………  (1) 

D’où                                                        𝑎 = 𝑥•• = −𝜔2. 𝑥  

En comparant avec l’équation différentielle, on trouve : 

𝜔2 = 𝑘 𝑚⁄          ⇒       𝜔 = √𝑘 𝑚⁄  

On calcul  𝐴  et  𝜑  en utilisant les conditions initiales : 

A  𝑡 = 0 𝑠 ; 𝑥 = 0 (équilibre).     ⇒        𝐴. sin(𝜑) = 0        ⇒        sin(𝜑) = 0 

D’où                                                     𝜑 = 0    ou    𝜑 = 𝜋  

A  𝑡 = 0 𝑠 ; 𝑉 = 𝑉0        ⇒         𝐴𝜔. cos(𝜑) = 𝑉0 

{
𝜑 = 0          ⇒         𝐴 = 𝑉0 𝜔⁄ = 𝑉0√𝑚 𝑘⁄

𝜑 = 𝜋          ⇒         𝐴 = −𝑉0 𝜔⁄ = −𝑉0√𝑚 𝑘⁄
 

En remplaçant dans l’équation (1) :            

{
 
 

 
 𝑥(𝑡) = 𝑉0√𝑚 𝑘⁄ . sin (√𝑘 𝑚⁄ . 𝑡)

𝑉(𝑡) = 𝑉0. cos (√𝑘 𝑚⁄ . 𝑡)

𝑎(𝑡) = −𝑉0√𝑘 𝑚⁄ . sin (√𝑘 𝑚⁄ . 𝑡)

 

𝛼 

𝛼 

�⃗�  

�⃗�  

𝐶  
 

𝑌 

𝑋 

𝛼 
𝛼 

�⃗�  

�⃗�  

𝐶  

𝑌 

𝒙 

Position 

d’équilibre 

𝑋 
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EXERCICE 18 : 

1. Le système est en équilibre, donc en appliquant le Principe Fondamentale de la Dynamique  on a :  

∑𝑓 = �⃗� + �⃗� 𝐴 + �⃗� 𝐵 = 0⃗  

Les valeurs algébriques des forces élastiques sont     𝑇𝐴 = −𝑘. 𝑥𝐴      et      𝑇𝐵 = −𝑘. 𝑥𝐵. 

Tel que   𝑥𝐴     et    𝑥𝐵    sont respectivement les élongations des ressorts fixés en   (𝐴) et en   (𝐵)   (en valeur 

algébrique) le sens positif étant donné par la figure ci-contre. 

 

D’où le système d’équations suivant : 

{
𝑘. (𝑥𝐴 + 𝑥𝐵) = 𝑚. 𝑔
𝐴𝐵 = 2. 𝐿0 + 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵

           la 1ère équation vient du PFD et la 2ème exprime la longueur totale (𝐴𝐵) 

Dont la solution est 

{
𝑥𝐴 =

1

2
(
𝑚𝑔

𝑘
+ 𝐴𝐵 − 2𝐿0)

𝑥𝐵 =
1

2
(
𝑚𝑔

𝑘
− 𝐴𝐵 + 2𝐿0)

                      A. N.               {
𝑥𝐴 = 0,1 𝑚      
𝑥𝐵 = −0,05 𝑚

    

 

2. Soit   𝑥   la positon du point par rapport à sa position d’équilibre. 

𝑇𝐴 = −𝑘. (𝑥𝐴 + 𝑥)             et          𝑇𝐵 = −𝑘. (𝑥𝐵 + 𝑥)               

En appliquant le  Principe Fondamentale de la Dynamique  on a :                              

∑𝑓 = �⃗� + �⃗� 𝐴 + �⃗� 𝐵 = 𝑚. 𝑎  

D’où                                             𝑚𝑔 − 𝑘. (𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 2. 𝑥) = 𝑚. 𝑎 

Or                               𝑚𝑔 − 𝑘. (𝑥𝐴 + 𝑥𝐵) = 0            (condition d’équilibre) 

On obtient, alors, l’équation différentielle de 2ème ordre : 

𝑎 = 𝑥•• = −
2𝑘

𝑚
𝑥  

Dont la solution est donnée par un mouvement rectiligne sinusoïdal. 

Sa pulsation est                                        𝜔 = √2𝑘 𝑚⁄  

Et sa période est 

 𝑇 =
2𝜋

𝜔
= 2𝜋√

𝑚

2𝑘
                  A. N.                𝑇 = 0,31 𝑠            

 

  

𝑨 

FIG 1. 

 
𝑴 

𝑩 

�⃗� 𝐴 

�⃗� 𝐵 

𝐿0 + 𝑥𝐴 

𝐿0 + 𝑥𝐵 
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EXERCICE 19 : 

1. Principe fondamental de la dynamique : 

∑𝑓 = �⃗� + 𝐶 = 𝑚. 𝑎  

En projetant suivant les axes des accélérations normale et tangentielle. 

axe   (𝑂𝑋)

axe   (𝑂𝑌)
{
−𝑚𝑔. sin𝜃 = 𝑚. 𝑎𝑇 = 𝑚. 𝐿. 𝜃

••        

−𝑚𝑔. cos𝜃 + 𝐶 = 𝑚. 𝑎𝑁 = 𝑚. 𝐿. 𝜃
•2 

La première équation donne l’équation différentielle du mouvement. 

𝜃•• = −
𝑔

𝐿
sin 𝜃 

Dans le cas des petits angles   (𝜃 ≪)   on a   sin𝜃 ≈ 𝜃  et  

𝜃•• = −
𝑔

𝐿
𝜃  

 

2. La solution de l’équation différentielle précédente est de la forme : 

{

𝜃(𝑡) = 𝜃0. sin(𝜔. 𝑡 + 𝜑)

𝜃•(𝑡) = 𝜔. 𝜃0. cos(𝜔. 𝑡 + 𝜑)

𝜃••(𝑡) = −𝜔2. 𝜃0. sin(𝜔. 𝑡 + 𝜑)

          avec       𝜔 = √
𝑔

𝐿
 

Période  

𝜔 = √
𝑔

𝐿
        ⇒            𝑇 =

2𝜋

𝜔
= 2𝜋√

𝐿

𝑔
 

Conditions initiales  (𝑡 = 0   ,    𝜃(0) = 0) position d’équilibre. (𝑡 = 0   ,    𝜃•(0) = 𝑉0 𝐿⁄ ). 
En remplaçant : 

0 = 𝜃0. sin(𝜑)       ⇒          𝜑 = 0      ou     𝜑 = 𝜋 

𝑉0
𝐿
= 𝜔. 𝜃0. cos(𝜑) = √

𝑔

𝐿
. 𝜃0. cos(𝜑)       ⇒       {

𝜑 = 0          ⇒         𝜃0 = 𝑉0 𝜔𝐿⁄ = 𝑉0 √𝑔𝐿⁄

𝜑 = 𝜋       ⇒     𝜃0 = −𝑉0 𝜔𝐿⁄ = −𝑉0 √𝑔𝐿⁄
  

Les deux cas de figure donnant la même solution 

𝜃(𝑡) =
𝑉0

√𝑔𝐿
. sin(√

𝑔

𝐿
. 𝑡)  

D’où 

𝜃•(𝑡) =
𝑉0
𝐿
. cos (√

𝑔

𝐿
. 𝑡)                 et              𝜃••(𝑡) = −√

𝑔

𝐿

𝑉0
𝐿
. sin(√

𝑔

𝐿
. 𝑡)  

 

 𝜔. 𝑡 = (2𝑛 + 1)
𝜋

2
      ⇒    𝑡 = (2𝑛 + 1) (

𝜋

2𝜔
)  𝜔. 𝑡 = 𝑛. 𝜋      ⇒    𝑡 = 2𝑛 (

𝜋

2𝜔
)  

𝜃•(𝑡) 𝜃•(𝑡) = 0 |𝜃•(𝑡)| = 𝜃max
• = 𝑉0 𝐿⁄  

𝜃••(𝑡) |𝜃••(𝑡)| = 𝜃max
•• = 𝑉0√𝑔 𝐿√𝐿⁄  𝜃••(𝑡) = 0 

 

  

𝑚 

𝐶  

�⃗�  

𝐿 

𝜃 

𝜃 

 

𝑋 
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3. Théorème du moment cinétique : 

�⃗⃗� (𝐶 ) + �⃗⃗� (�⃗� ) = 𝑚. 𝐿2𝜃••. 𝑒 𝑧 

Comme on a :      𝐶 ∥ 𝑟     ⇒      �⃗⃗� (𝐶 ) = 𝑟 × 𝐶 = 0⃗    
Donc 

𝑟 × �⃗� = −𝑚𝑔. 𝐿. sin𝜃 . 𝑒 𝑧 = 𝑚. 𝐿
2𝜃••. 𝑒 𝑧 

On retrouve la même équation différentielle 

𝜃•• = −
𝑔

𝐿
sin𝜃            et pour  (𝜃 ≪) on a            𝜃•• = −

𝑔

𝐿
𝜃  

 

Application Numérique :  𝐿 = 19 𝑚 ; 𝑉0 = 0,5 𝑚 𝑠⁄  

𝜔 = 0,719  𝑟𝑎𝑑 𝑠⁄       ;    𝑇 = 8,744  𝑠   ;    𝜃0 = 0,0366  𝑟𝑎𝑑 ≈ 2°    

 𝜃max
• = 0,026  𝑟𝑎𝑑 𝑠⁄    ;     𝜃max

•• = 0,019  𝑟𝑎𝑑 𝑠2⁄  

 

EXERCICE 21 : 

1. 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗                     

On projette 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ et  𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  sur les axes (𝑒 𝑟, 𝑒 𝜃) :        {
𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −(𝑟. cos 𝜃). 𝑒 𝑟 + (𝑟. sin 𝜃). 𝑒 𝜃

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑟. 𝑒 𝑟                                            
 

D’où  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑟(1 + cos 𝜃). 𝑒 𝑟 + 𝑟(sin𝜃). 𝑒 𝜃  

 

2. |𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  | = 𝑟√(1 + cos 𝜃)2 + (sin𝜃)2 = 𝑟√2 + 2. cos𝜃 

Donc 

|𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  | = 2𝑟. cos (
𝜃

2
)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Calculons d’abord le module de  �⃗� . 

𝑇 = 𝑘. ∆𝑙 = 𝑘. (𝑙 − 𝑙0) = 𝑘. (2𝑟. cos (
𝜃

2
) − 𝑙0)            avec        𝑙 = |𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  |  

Et puisque    𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥ �⃗� , alors le vecteur unitaire dans la direction de  �⃗� . 

𝑒 𝑇 =
�⃗� 

𝑇
=
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑀𝐴
            ⇒             𝑒 𝑇 =

−𝑟(1 + cos 𝜃). 𝑒 𝑟 + 𝑟(sin𝜃). 𝑒 𝜃
2𝑟. cos(𝜃 2⁄ )

 

Comme nous avons    1 + cos(𝜃) = 2. cos2(𝜃 2⁄ )    et    sin(𝜃) = 2. sin(𝜃 2⁄ ) cos(𝜃 2⁄ ) 
  

𝑶 

𝑴 

𝑨 

𝑒 𝑟 

𝑒 𝜃 
𝜃 𝜃 

𝑒 𝑟 

𝑒 𝜃 

𝜽 𝟐⁄  

𝐶  

�⃗�  

�⃗�  
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Alors 

𝑒 𝑇 = −cos(𝜃 2⁄ ) . 𝑒 𝑟 + sin(𝜃 2⁄ ) . 𝑒 𝜃  

Mais    𝑒 𝑇   est aussi le vecteur unitaire dans la direction de �⃗�   donc  : 

�⃗� = 𝑇. 𝑒 𝑇 = 𝑘. (2𝑟. cos(𝜃 2⁄ ) − 𝑙0). [− cos(𝜃 2⁄ ) . 𝑒 𝑟 + sin(𝜃 2⁄ ) . 𝑒 𝜃]  

 

4. Composantes de   𝐶  :        𝐶 = −𝐶. 𝑒 𝑟 + 0. 𝑒 𝜃  

Composantes de   �⃗�  :        �⃗� = 𝑚𝑔. cos(𝜃) . 𝑒 𝑟 −𝑚𝑔. sin(𝜃) . 𝑒 𝜃   

𝐹 = �⃗� + 𝐶 + �⃗�             ⇒           𝐹 (
−𝑘. cos(𝜃 2⁄ ) . (2𝑟. cos(𝜃 2⁄ ) − 𝑙0) − 𝐶 +𝑚𝑔. cos(𝜃)

𝑘. sin(𝜃 2⁄ ) . (2𝑟. cos(𝜃 2⁄ ) − 𝑙0) − 𝑚𝑔. sin(𝜃)
) 

 

5. Principe Fondamental de la Dynamique :        𝐹 = �⃗� + 𝐶 + �⃗� = 𝑚. 𝑎  

      En coordonnées polaires (𝑟 = 𝑅 = Constante):   

𝑎 = (𝑟•• − 𝑟. 𝜃•2). 𝑒 𝑟 + (2𝑟
•. 𝜃• + 𝑟. 𝜃••). 𝑒 𝜃            ⇒            𝑎 = (−𝑟. 𝜃

•2). 𝑒 𝑟 + (+𝑟. 𝜃
••). 𝑒 𝜃 

D’où les deux équations : 

{
−𝑘. cos(𝜃 2⁄ ) . (2𝑟. cos(𝜃 2⁄ ) − 𝑙0) − 𝐶 +𝑚𝑔. cos(𝜃) = −𝑚𝑟. 𝜃

•2

𝑘. sin(𝜃 2⁄ ) . (2𝑟. cos(𝜃 2⁄ ) − 𝑙0) − 𝑚𝑔. sin(𝜃) = 𝑚𝑟. 𝜃
••

 

La deuxième équation est l’équation différentielle du mouvement. 

𝑘. sin(𝜃 2⁄ ) . (2𝑟. cos(𝜃 2⁄ ) − 𝑙0) − 𝑚𝑔. sin(𝜃) = 𝑚𝑟. 𝜃
••  

 

6. Le vecteur moment cinétique est donné par :  

�⃗� 0 = 𝑚. 𝑟 × �⃗�           ⇒        �⃗� 0 = 𝑚. (𝑟. 𝑒 𝑟) × (𝑟
•. 𝑒 𝑟 + 𝑟𝜃

•. 𝑒 𝜃) = 𝑚. 𝑟
2𝜃•(𝑒 𝑟 × 𝑒 𝜃) 

Donc 

�⃗� 0 = 𝑚. 𝑟
2𝜃•. 𝑒 𝑧 = 𝑚. 𝑟

2�⃗⃗�          avec       �⃗⃗� = 𝜃•. 𝑒 𝑧  

 

7. En appliquant le théorème du moment cinétique 

𝑑�⃗� 0
𝑑𝑡

= 𝑚. 𝑟2𝜃••. 𝑒 𝑧 = �⃗⃗� (�⃗� ) + �⃗⃗� (𝐶 ) + �⃗⃗� (�⃗� ) 

Comme on a :      𝐶 ∥ 𝑟     ⇒      �⃗⃗� (𝐶 ) = 𝑟 × 𝐶 = 0⃗    
Donc 

𝑟 × �⃗� + 𝑟 × �⃗� = 𝑚. 𝑟2𝜃••. 𝑒 𝑧 

{
𝑟 × �⃗� = −𝑚𝑔. 𝑟. sin𝜃 . 𝑒 𝑧

𝑟 × �⃗� = 𝑇. 𝑟. sin𝛼 . 𝑒 𝑧       
             avec          𝛼 =

𝜃

2
   

Finalement 

[𝑘. sin(𝜃 2⁄ ) . (2𝑟. cos(𝜃 2⁄ ) − 𝑙0) −𝑚𝑔. sin(𝜃)]. 𝑒 𝑧 = [𝑚𝑟. 𝜃
••]. 𝑒 𝑧  

 


