
)5(الخامسةمحاضرة 

:تعظیم دالة المنفعة .4.1

التي YوXإن المستھلك الرشید ھو الذي یحاول الحصول على الكمیات من السلع 
فالمشكلة التي یحاول حلھا تتمثل في . تمكنھ من الحصول على أكبر إشباع ممكن 

أكثر مما یسمح ،YوXفھو لا یستطیع أن یشتري كمیة أكبر من . تعظیم دالة منفعتھ 
Rلیكن . تكون محدودة في إطار دخلھ ،أي الكمیات التي یشتریھا ، لھ دخلھ 

و إذا .Yسعر السلعة Pyو Xعبارة عن سعر السلعة Pxھو دخل المستھلك و
Rافترضنا بأن كلا من الدخل و أسعار السلع ثابتة و أن ھذا المستھلك ینفق كل دخلھ 

R = X.Px:فإن قید المیزانیة یكون YوXفي شراء السلعتین  + Y.Py ، و منھ فإن
و التي تجعل YوXالمستھلك یحاول أن یبحث عن التولیفة أو التركیبة من السلعتین 

.أعظم ما یمكن و یحقق في آن واحد قید المیزانیة U= ƒ( x , y )دالة المنفعة

:طریقة التعویض .1.4.1

یمكن تعظیم دالة المنفعة بالنسبة للمستھلك عندما یحصل ھذا الأخیر على تلك 
أعظمیة و تحقق في نفس الوقت U= ƒ( x , y )التولیفات التي تجعل دالة المنفعة  

R = X.Px: معادلة المیزانیة  + Y.Py و من معادلة المیزانیة یمكن الحصول على
:Yقیمة 

Y = .
ᵧP/ˣPX-R=Y

, U= ƒ( x:بقیمتھا في دالة المنفعة أي Yتعوض  . )

و یكفي Xدالة المنفعة في ھذه الحالة تشتمل على متغیر مستقل واحد فقط و ھو 
.Xــتعظیم ھذه الدالة بالنسبة ل

U'x:للمنحنى نقطة عظمى ھو لأجل أن یكون )اللازم(و الشرط الأول  أما 0 =
U''x: ھو ) الكافي ( الشرط الثاني  < 0

5:لنفرض أن دالة المنفعة:مثال  X. Y=U= ƒ( x , y )2=وأنPy1=وPy و=
20R



.تعظیم دالة المنفعة بإتباع طریقة التعویض :المطلوب 

:تكتب معادلة المیزانیة بالشكل التالي :الحل 

Y2+X=20=R = X.Px + Y.Py

Y:و منھ فإن  =

X:في تابع المنفعة Yنقوم بالتعویض عن قیمة  – 2.5 X250=5 X. ( )

U=

:الشرط اللازم لتعظیم ھذه الدالة یجب أن تكون المشتقة الأولى معدومة 

U'X = 50 – 5 X = 0

10Xومنھ  =

Y=5:      و بالتالي فإن  U''X=-5<0:الشرط الكافي .=

):Lagrange(طریقة مضاعف لڤرانج .2.4.1

لنضع الدالة التالیة التي تسمى بدالة لڤرانج و ھي

)R - X.Px - Y.Py(λ= U ( x , y ) +)λL = ƒ( x , y ,

.المتغیر الإضافي الذي یسمى مضاعف لڤرانج λحیث تمثل 

یجب تحقیق الشرط اللازم و الشرط U= ƒ( x , y )تعظیم دالة المنفعةإذا أردنا 
.الكافي 

 الشرط اللازم:

بالصفر أي أن λ،X،Yیتمثل في مساواة المشتقات الجزئیة لدالة لڤرانج بالنسبة ل 
:

1) = 0 → U'X - λ.Px = 0

2) = 0 → U' y - λ.Py = 0

3)
λ
= 0 → R - X.Px - Y.Py= 0



و بالتعویض في λ،X،Y:و بحل ھذه المعادلات الثلاث نحصل على قیمة كل من 
و لمعرفة ما إذا . المنفعة العظمى Uنحصل على قیمة U= ƒ( x , y )الدالة

.كانت ھذه القیمة ھي العظمى یجب أن یتحقق الشرط الكافي 

:ملاحظة ھامة 

=:أو =:أن نكتب یمكن 2و 1من المعادلتین  
المنفعة الحدیة للنقود بالنسبة شرط تعظیم المنفعة أو الإشباع وتسمى 

وإذا كانت متساویة ھو . Yالمنفعة الحدیة للنقود بالنسبة للسلعة وXللسلعة 

=: ونكتب λھب نفسھا مضاعف لاغرانج  ⁄ =λ

إذا كان المستھلك یرید الحصول ، یجب أن تكون متساویة بالنسبة لجمیع السلع 
أي أن المستھلك العقلاني سیوزع دخلھ بالشكل الذي . على أقصى إشباع ممكن 

تتساوى فیھ نسبة المنفعة الحدیة إلى السعر بالنسبة لكل سلعة و بذلك تكون منفعتھ 
.الأقصىا الكلیة في حدھ

تعني ان النسبة بین المنافع الحدیة للسلع عند النھایة =أما
.العظمى لدالة المنفعة یجب أن تكون مساویة للنسبة بین اسعارھا 

 الشرط الكافي:

للتأكد من أن القیم التوازنیة السابقة تمثل فعلا نھایة عظمى لدالة المنفعة و لیس 
المحدد نختبرھا عن طریق الشرط الكافي و مؤداه أن یكون . نھایة صغرى 

:و بفك قیمة المحدد نجد أن.أكبر من الصفر ∆الذي یرمز لھ بالرمز الھیسي

∆= > 0
:مثال

5:لتكن دالة المنفعة التالیة  X. Y=U= ƒ( x , y )2=وأنPy1=وPy 20 =و
R



.تعظیم دالة المنفعة :المطلوب 

:لتعظیم دالة المنفعة نستعمل مضاعف لڤرانج أي أن :الحل 

)R - X.Px - Y.Py(λ= U ( x , y ) +)λL = ƒ( x , y ,

= 5 X. Y +λ(20 - X -2Y)

 الشرط اللازم:

:و یتمثل في مساواة المشتقات الجزئیة بالصفر أي أن 

1) = 0 → U'X - λ.Px = 0 → 5 y – λ = 0

2) = 0 → U' y - λ.Py = 0 → 5 x y – λ2 = 0

3)
λ

= 0 → R - X.Px - Y.Py= 0 → 20 – x – 2y = 0

Y: نجد ) 2(و) 1(من  = λ وX = λ

Y =

25λ:نحصل على )3(في YوXبتعویض  =→20 – λ – 2λ = 0→20 –
x – 2y = 0

X=10: ومنھ نجد = : ( Y=5و( U = 250و =

یتحقق الشرط أنوحتى تكون ھذه القیم ھي التي تحقق للمستھلك أكبر منفعة یجب 
.الثاني و ھو الشرط الكافي 

 الشرط الكافي:

.حتى یتحقق ھذا الشرط یجب أن تكون قیمة المحدد أكبر من الصفر 

∆= =
−−− −

0<20=∆:و بفك قیمة المحدد نجد أن 



:و بذلك نستطیع أن نقول بأن 

X =10 ،Y=5


