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Sérien’1

(Exercices supplémentaires avee solutions)

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

/3 1
4 ij cos[In(x? + 1)]d f xg f dx
xe*dx
f tgx x x2 +1 X 1 +\/;
0 0
1 1 2
x? x dx (Inx)?
J dx f f dx
x+3 Vi+x X
0 0 1
Solutions
1. Ona
/3 /3
sinx
f tgxdx = f dx
cos x
0 0
Effectuons un changement de variable :
u=cosx = du=—sinxdx
Sachant que :
pour x =0 u=cos0 =1
U =Ccosx = { T _ T 1
our X =— =>U=Cc0S— ==
P 3 3 2
d’ou
/3 1/2
—du 1/2 1 1
f tgxdx = f Y —[1nu]1/ = —(lnz—lnl) = —lnz =In2
0 1

2. Effectuons un changement de variable :

v=x2+1 = dv=2xdx
d’ou

v

2x cos[In(x? + 1)] cos[In v]

e S
x“+1

Effectuons un second changement de variable :

v




dv
h=Ilhv = dh=7

d’ou

fo cos[In(x? + 1)] D = J‘cos[ln V]

_ —einh — < 2 te
11 - dv = fcoshdh sinh = sin[ln(x* + 1)] + C

3. Utilisant I'intégration par parties. Ona:

d’ou
1 1
fxexdx = [xe*]} — f e*dx = (le! —0e®) —[e*li=e—(e—1) =1

0 0

4. Effectuons un changement de variable :

_ ac _ 1 _
t=1+Vx = ik dx = 2+/x dt ... (3)

D’autre part

t=14+Vx =2 Vx=t—-1...(4)

En substituant I'équation (4) dans I'équation (3), on obtient :
dx =2(t — 1)dt

dx _ (2@-Ddt (-1 1y (1.
f1+\/;_ t _zf t dt—2f<1 t)dt—Zfdt zftdt_zt 2Int
:fi—xﬁ=2(1+\/§)—21n(1+\/5)+c=2+2\/E—21n(1+\/i)+6te
= 2vx —2In(1+Vx) +C*

Ainsi

5. Effectuons un changement de variable :
z=x+4+3 = dz=dx
et
z=x+3 = x=2z-3 = x?=(z-3)?
sachant que :

43 :{pourx=0=>z=3
Z=X pour x=1=>z=4
Ainsi
1 4 4
(z—-3)? z? —6z+9 9 z?
_[ J—dz-f f Z—6+—)dz=——6z+9lnz
z z 2
0 3 3

9 4
=(8—24+91In4) —(5—18+91n3) =-25+9(n4~1In3) = -25+9In3 ~ 0,089

6. Effectuons un changement de variable :
u=14+x = du=dx
et
u=14+x = x=u-1
sachant que :
pour x =0 = z=1
u=1+x :{pourx=1 >z=2

Ainsi




1 2 _ 2 2 2
xdx _ sz (ﬁ_i)duzf ul/zdu_f 2
1 1 1

o Vi+x /1 Vu Vu
Sachant que :
un+1
fu"du =
n+1

On a, donc:

20 —1)d 3/212 1/212 2 2 2
fl (u ﬁ) uz[z;/z] _ﬁ/z] zg[@]l_z[\/a]j=-(¢§-1)—2(v§—1)

2 2 4 2 4 2
==-V8—=-—-2V2+2=-V2—-—-2V2+2=-—-v2= 0,39
3\/_ 3 va+ 3\/_ 3 V2t 3 3
7. Effectuons un changement de variable :
dx
=lnx = dw=—
X
sachant que :
{pourle >w=Inl1=0
pour x =2 = w=1n2
D’ou
2 In2
(Inx)? 5 w32 (In2)3
f dx—fwdw=— = ~ 0,11
3 0 3

1

Exercice 2
1. En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple des sommes suivantes :

n n
: > e >
= 2n+k £ \n? + 2kn Lin? +k?
2. Calculer les limites suivantes :
n n
i : m )
nlg; n? + k2 ne+
k=1 k=1
Solutions
1. Ona:

Sachant que (formule de Riemann) :

b b-ax etk
faf(wakzzlf(xk) avec xe=a+(b-a)-

Ainsi, si on pose :
b—a=1¢et a=2=>b=3 et f(xk)zxi
k

A I'aide de la formule de Riemann, on peut écrire :

Or




fdx Mnxl = n3—1In2=In- Iyt In>
— =[lnx]; =In3-In2=1In- = —Z ~In-
, X 2 nk:1(2+§) 2
2. Ona:
n n n n
Z 1 _z 1 _z 1 _12 1/22 1 \
ViZ t 2kn a n ~2(n
VRt + 2k o /n2(1+25) k=1n/1+25 =1 /1+2— \ =1 1+25/
n n n
posons :
b—a=2¢eta=1=>b=3 et f(xk)=F
k
A l'aide de la formule de Riemann, on peut écrire :
2w 1 J‘?’dx
S 1428 A
n
Or
3d—x—f3 “2gx = 1—/2]3 2[Vx]} =2(vV3—1) = 243 -2
1 Vx 1 1/2 1
donc
2% o1 1/2 o1 \ 1
- ~2V3-2 = Z—:— —Z ~=(2V3-2)~V3-1%0,73
nz Vn? 2\ n 2
k=1 1+2% =iV + 2kn \ =1 1+2%/
3. Ona
n n nf n k
R
2 2 K2\ 2
otk k=1"2(1+§) nk=1[1+(0+5)]
posons :
b—a=1¢et a=0=>b=1 et f(x) 11’;2
k

A I'aide de la formule de Riemann, on peut écrire :

S e

Effectuons un changement de variable pour calculer I mtegrale précédente :

] f Tr2¢

1
w=1+x? = dw=2xdx=>§dw=xdx

tel que :
{pourx=0:>w=1
pour x =1 > w=2
D’ou
1 2
[t Ly
o 1+x? 2); w2 2
donc
n k
lz n 1L
n kK2l 2
k=1[1+(0+z)]

4. Revenant a la formule de Riemann.On a :




[0 =222
a k=1

Sin est tres grand (n — +00) alors on peut écrire avec précision (c.-a-d. on utilise = au lieu de =) :

(1)

n->+oo

Cette expression est utilisée pour résoudre I'’équation en question. On a:
n n n n

DR Y TR ey )
2 2 k2N 2 2
k:1n tk k:1”2(1+§) nk:11+(§) n =11+(0+1§)
posons :

b—a=1eta=0=>b=1 et f(xk):rlx2

Ainsi, a I'aide de I'’équation (1), il est possible d’écrire :
n

I n fl L
n—lglook_ln2+k2_ o 1+

Pour calculer I'intégrale précédente, effectuons le changement de variable suivant :

dx
=tgw = dx=(1+tg’?w)dw =1 +x?)dw = dw=——
x=tgw x=1+tg“w)dw = (1 + x%)dw W1+x2

et
{poursz >w=0
pour x=1=>w=m/4
D’ou
1 1 /4 . T
_ _ /4 _
f1+ S dx = i dw = [w], =37
Par conséquent :
y = nom
nst o n2+k2 4
k=1
5. Ona:
n n
_1 1
: k=1 n
posons :

b—a=1et a=3=>b=4 et f(xk_)_3+xk

A I'aide de la formule de Riemann on peut écrire :

I Z j B I@+x)] =7 —In6=1In’~ 015
im TR n x)]3=1n n6=Inz~0,

n-+oo 3+x

Exercice 3
Calculer les intégrales suivantes :

x
ff?»dxdy D1={(x,y)eR2/22x,x2—3,y§x2+1,y2—5}

ff xdxdy D, ={(x,y)eR? /4 —x*>>y >0} ff e*dxdy D;={(x,y)eR?/y = x?2x =y}
D,




[[vaxay  bi=tGuers 4y <4xz0,y20)

Dy

ffxlnydxdy Ds = {(x,y)eR?/x > =2,y > 1,x < 3,y < 4}
Ds

Solutions

1. Les frontiéres du domaine Dysont:x = —3,x =2,y = —x/2ety = x? + 1, comme schématisé sur la figure
suivante. Ainsi,on a :

2/ x%+1

v
fdexdy=3f f dy |dx - 14+
Dy 23 \—x/2 y =x*+1 = 121
avec
x%+1
dy = (553 =2+ 1) — (-x/2)
—-x/2
et x

2. Lesfrontiéres du domaine D,sont:y =0ety =4 — x2, comme schématisé sur la figure suivante. Ainsi, ona :

B /4-x?
ffxdxdy:f f xdy |dx
DZ a 0

tel que a et B sont les abscisses des points
d’intersections entre la courbe 4 — x? et I'axe xx
(y = 0). Elles sont obtenues en posant :
y=4—x2=0>x>=4 > x=42
Sa=—-2etf=2

D’ou
2 [4-x?
fodxdy=f J xdy |dx
D, 2\ 0
Or
4—x?
j xdy = x[yl§™ = x(4—x2—0) = 4x — x3
0
et

2 7
dexdy= f(4x—x3)dx=[2x2—r] =[(8-4)-(8-4)]=0
D, =2 -2

3. Lesfrontiéres du domaine Dssont:y = 2xety = x?, comme schématisé sur la figure suivante. Ainsi, ona :




B/ 2x
ff e*dxdy = f f e*dy |dx ¥
D3 a \x2 44
tel que a et B sont les abscisses des points 1
d’intersections entre les courbes y = x2 et 7
y = 2x. 7]
Elles sont obtenues en posant : 1 D,
y=x2=2x > x=0 ou x=2 1
Sa=0etf=2 al x
D’ou a 05 1 15 7
2 2x
ff e*dxdy = f f e*dy |dx
D3 0 \x2
Or
2x 2x
f e*dy = e* f dy = e*[y]% = e*(2x — x%) = 2xe* — x%e*
XZ 2
et
2 2 2
ff e*dxdy = f(er" —x%e¥)dx =2 f xe*dx — f x2e*dx - (1)
D3 0 0 0
En Utilisant I'intégration par parties, la derniére intégrale dans I'équation (1) donne :
2
{;‘, =:’;2x = {Z‘l:ezxx = f e*dx = [x?e*]Z -2 f xe*dx . (2)
0
En substituant I'équation (2) dans I’équat|on (1), on obtient :
2 2 2
ff e*dxdy = 2 f xe*dx — [x?e*]% + foe"dx = 4fxexdx — 4e? - (3)
D 0 0 0

Utilisons, encore, I'intégration par parties pour caIcuIer I'intégrale restante :
2
u=x u’ =1 x oX
= — —

{vrzex {v=ex = fxe dx = [xe* dx = 2e? — [e*]3

0 0

2

:fxexdx=292—(ez—1) =e?+1 .. (4)

Enfin, en substituant I’équation (4) dans I’équation (3) on obtient :

_U e*dxdy = 4(e? +1) — 4e? = 4

4. Les frontieres du domaine Ds sont: x = 0, y = 0 et le demi-cercle supérieur, comme schématisé sur la figure
suivante. L’équation du demi-cercle supérieur est obtenue comme suit :

x2+y2 =4 y2=4-—x2> y=4/4—x2
Or, I'équation y = V4 — x? est I'équation du demi-cercle supérieur et y = —V4 — x? est I’équation du demi-cercle
inférieur. Ainsi,on a:




Nrme

2
ﬂydxd J f ydy |dx
D, 0 0
avec
V4—x2 A_22
f ay=[¥ 4362—4_9(2—2 i
0
g o= [ (2-5):
ydxdy = x = |2x ks
_8 2,67
3 ~ &
2°™ méthode : utilisons les coordonnées polaires. Dans ce cas, on a:
X =71cosf 2 (m/2
{y:rsine = ffydxdyszrsin@rdrd9=f f r?sin@do |dr
dxdy =r drdf D4 o \b
Puisque les bornes d’intégrations sont constantes, I'intégrale
précédente se sépare comme suit : v m
2 /m/2 2 /2 #__;_'E’IH&_E \ 5
j f r2sinf df drzjrzdrj sin6 do g =<
0 \0 0 0 ] \/
tel que 1 D
i 2 2 : 4 6=0
[rar=[3] =3 " /
redr=|—=—| == 1 r
J 3|73 ~ — .
/2 a 1I ZT
f sinfdf = [—cosH]™/% =1 /
0
Par conséquent
2 /2
8
ffydxdyz frzdrf sinf d@ ——>< 1 =3
D4 0 0
5. Lesfrontiéres du domaine Dssont:x = —2,x = 3,y = 1 et y = 4, comme schématisé sur la figure suivante.
Ainsi,on a:
4
ffxlnydxdy = f fxlnydy dx
-2 \1
Puisque les bornes d’intégrations sont toutes constantes, alors y
I'intégrale précédente se sépare comme suit : 4 y=4
3 4 ™
_ Il D,
xInydxdy = | xdx | Inydy - -
b - 1 y=1
tel que
3 x
[zar=[s] =3-2-° T
xXax = 2 . = > - 2 | :I-|:

Utilisons I'intégration par parties pour calculer la deuxieme intégrale. On a :




4

4 4

u=lIny u'=1/y _ s (140 = _ — - —

{v'=1 = {vzy = flnydy—[ylny]l yydy—(4ln4 In1) dy =4In4 -3
1 1 1

D’ou

5
ﬂ-xlnydxdy =§(41n4—3) ~ 6,36
Dg

Exercice 4

Calculer les aires des domaines suivants :
1. Le domaine A, est délimité par les courbes: y =5 — x? ety = 1.
2. Le domaine A, est délimité par les courbes : x = 0, y = sinx et y = cos x.
3. Le domaine A3 est délimité par les courbes: y =2 —x?ety = x — 1.

Solutions

1. Par définition, I'aire du domaine A4 est calculée par l'intégrale suivante :

airede A1 = ff dxdy
A
Ainsi
a [5-x2
airede Aq = f f dy |dx a
b \1
avec : J.'x
5—x2 1 2
[ ay=pi=c-x-1=4-x

1
D’autre part, a et b sont les abscisses des points d’intersections entre les courbes y = 1 ety = 5 — x2. Elles sont

obtenues en posant :
y=1=5-x2 3 x2=4 > x=42
> b=-2¢eta=2
donc

2
ire de A f(4 2)dx = |4 <) (8 8) (8+8> 16-28_32 1067
T = — = _— = e el — ) = —_— = B
ailre ae Aq X X X 3 . 3 3 3 3
)

2. L’aire du domaine A, est calculée par I'intégrale suivante :

c CosXx v
airede Ay = || dxdy = dy |dx 1
= ffasar=[( T o _ -
Ay 0 sinx 0,2 c
avec 0,6 Ay
cosx 1 ¥ =cosx
: 0,4
J dy = [yl$8f = cosx —sinx ]
. 0,2+
sinx J
et o : =
u] 0,2 0,4 0.6 1

c
aire de A, = J(cosx —sinx)dx
0

Or c représente I'abscisses du point d’intersection entre les courbes y = sinx et y = cos x. Elle est obtenue en
posant :




. T T
= = = = - = = —
y =sinx = cosx x =7 c=7
Ainsi
/4 /4 /4
aire de Ay = f (cosx —sinx)dx = f cosx dx — f sinx dx = [sin x]g/4 + [cos x]g/4
0 0 0
V2 V2
= aire de A, = <7—0>+<7—1) =vV2-1~041

3. L'aire du domaine A3 est calculée par I'intégrale suivante :

b [/ 2-x?
aire de A3 =ﬂ- dxdy=f f dy |dx
Asz a \x—-1

Or, les valeurs de a et b sont obtenues en

posant : .
y=2-x*=x-1>=>x*+x-3=0

Cette derniere est une équation du deuxieme

degré, et se résout comme suit :
A=B? —4AC=1-4x1x(-3)=13

D’ou

—-B+JA -1++13
X12 = 22 = >
= x1,=-230 et 1,30 > a=-2,30 et b=1,30

Par conséquent :

1,3 /2-x2 1,3 1,3 1,3
aire de A3 = f f dy |dx = f ([y122%)dx = f [(2=x%)—(x—1)]dx = f (3 —x? —x)dx
-23 \x=1 -23 -23 -23
X3 %2
- [Bx -S| ~(39-073-085) - (=69 +406-265) ~ 781
-2,3
FIN
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