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Série 2 

Intégrales Impropres ou Généralisées 

 (Exercices supplémentaires avec solutions) 

 

 

Exercice 1 

Calculer les intégrales suivantes : 

∫
𝑑𝑥

√9 − 𝑥2

3

0

 ∫
𝑒arctg𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

+∞

0

 ∫
cos(2𝑥)

√sin(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 2⁄

0

 

∫ tg(3𝑥) 𝑑𝑥

𝜋 6⁄

0

 ∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

+∞

0

 ∫ ln(3𝑥)𝑑𝑥

𝑒 3⁄

0

 

  

Solutions 

1. La fonction 1 √9 − 𝑥2⁄  a une discontinuité en 𝑥 = 3. On a, alors : 

∫
𝑑𝑥

√9 − 𝑥2

3

0

= lim
𝑎→3−

∫
𝑑𝑥

√9 − 𝑥2

𝑎

0

= lim
𝑎→3−

∫
𝑑𝑥

3√1 − (
𝑥

3
)
2

𝑎

0

 

Effectuons le changement de variable suivant : 

𝑤 =
𝑥

3
  ⇒   𝑑𝑤 =

𝑑𝑥

3
  ⇒   𝑝𝑜𝑢𝑟 ∶ {

𝑥 = 𝑎  ⇒   𝑤 = 𝑎 3⁄
𝑥 = 0  ⇒   𝑤 = 0     

 

D’où 

∫
𝑑𝑥

3√1 − (
𝑥

3
)
2

𝑎

0

= ∫
𝑑𝑤

√1 − 𝑤2

𝑎 3⁄

0

 
… (1) 

Effectuons un second changement de variable : 

𝑤 = sin 𝑟   ⇒  𝑑𝑤 = cos 𝑟 𝑑𝑟  ⇒   𝑝𝑜𝑢𝑟 ∶ {
𝑤 = 𝑎 3⁄   ⇒   𝑟 = arcsin(𝑎 3⁄ )
𝑤 = 0  ⇒   𝑟 = arcsin 0 = 0     

 

Donc 

(1) ⇒ ∫
𝑑𝑤

√1 −𝑤2

𝑎 3⁄

0

= ∫
cos 𝑟 𝑑𝑟

√1 − sin2 𝑟

arcsin(𝑎 3⁄ )

0

= ∫
cos 𝑟 𝑑𝑟

√cos2 𝑟

arcsin(𝑎 3⁄ )

0

= ∫ 𝑑𝑟
arcsin(𝑎 3⁄ )

0

 

= [𝑟]0
arcsin(𝑎 3⁄ )

= arcsin(𝑎 3⁄ ) 

Par conséquent  

∫
𝑑𝑥

√9 − 𝑥2

3

0

= lim
𝑎→3−

∫
𝑑𝑥

3√1 − (
𝑥

3
)
2

𝑎

0

= lim
𝑎→3−

arcsin(𝑎 3⁄ ) = arcsin(1) =
𝜋

2
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2. On a 

∫
𝑒arctg𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

+∞

0

= lim
𝑎→+∞

∫
𝑒arctg𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

𝑎

0

 

Effectuons le changement de variable suivant : 

𝑣 = arctg 𝑥   ⇒  tg 𝑣 = 𝑥 ⇒  (tg 𝑣)′𝑑𝑣 = (1 + tg2 𝑣)𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 ⇒  𝑑𝑣 =
𝑑𝑥

1 + tg2 𝑣
=

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

et 

𝑝𝑜𝑢𝑟 ∶ {
𝑥 = 𝑎  ⇒   𝑤 = arctg 𝑎        
𝑥 = 0  ⇒   𝑤 = arctg 0 = 0

 

D’où 

∫
𝑒arctg𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

𝑎

0

= ∫ 𝑒arctg𝑥
𝑑𝑥

𝑥2 + 1

𝑎

0

= ∫ 𝑒𝑣𝑑𝑣
arctg𝑎

0

= [𝑒𝑣]0
arctg𝑎

= 𝑒arctg𝑎 − 1 

Par conséquent  

∫
𝑒arctg𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

+∞

0

= lim
𝑎→+∞

(𝑒arctg𝑎 − 1) = 𝑒𝜋 2⁄ − 1 

 

3. La fonction cos(2𝑥) √sin(2𝑥)⁄  à des discontinuités aux points 𝑥 = 0 et 𝑥 = 𝜋 2⁄ . L’intégrale doit être scinder en 

deux, soit : 

∫
cos(2𝑥)

√sin(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 2⁄

0

= ∫
cos(2𝑥)

√sin(2𝑥)
𝑑𝑥

𝑐

0

+ ∫
cos(2𝑥)

√sin(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 2⁄

𝑐

 

On choisit 𝑐 = 𝜋 4⁄  (pour simplifier les calculs plus bas). On a alors : 

∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 2⁄

0

= ∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

0

+∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 2⁄

𝜋 4⁄

 

= lim
𝑎→0+

∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

𝑎

+ lim
𝑏→𝜋 2⁄

−∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝑏

𝜋 4⁄

 

Effectuons le changement de variable suivant : 

𝑢 = 𝑠𝑖𝑛(2𝑥)    ⇒    𝑑𝑢 = 2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)𝑑𝑥 

D’où 

∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑢

2√𝑢
= √𝑢 = √𝑠𝑖𝑛(2𝑥) 

Par conséquent 

∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

𝑎

= [√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)]
𝑎

𝜋 4⁄
= √𝑠𝑖𝑛 (2

𝜋

4
) − √𝑠𝑖𝑛(2𝑎) = 1 − √𝑠𝑖𝑛(2𝑎) 

∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝑏

𝜋 4⁄

= [√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)]
𝜋 4⁄

𝑏

= √𝑠𝑖𝑛(2𝑏) − √𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
) = √𝑠𝑖𝑛(2𝑏) − 1 

et  

lim
𝑎→0+

∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

𝑎

= lim
𝑎→0+

[1 − √𝑠𝑖𝑛(2𝑎)] = 1 

lim
𝑏→𝜋 2⁄

−∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝑏

𝜋 4⁄

= lim
𝑏→𝜋 2⁄

− [√𝑠𝑖𝑛(2𝑏) − 1] = −1 

Finalement  

∫
cos(2𝑥)

√sin(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 2⁄

0

= lim
𝑎→0+

∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝜋 4⁄

𝑎

+ lim
𝑏→𝜋 2⁄

−∫
𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

√𝑠𝑖𝑛(2𝑥)
𝑑𝑥

𝑏

𝜋 4⁄

= 1 − 1 = 0 
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4. La fonction tg(3𝑥) a une discontinuité au point 𝑥 = 𝜋 6⁄ . On écrit alors : 

∫ tg(3𝑥) 𝑑𝑥

𝜋 6⁄

0

= lim
𝑎→𝜋 6⁄

−∫ tg(3𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0

= lim
𝑎→𝜋 6⁄

−∫
sin(3𝑥)

cos(3𝑥)
𝑑𝑥

𝑎

0

 

Effectuons le changement de variable suivant : 

𝑢 = cos(3𝑥)    ⇒    𝑑𝑢 = −3sin(3𝑥)𝑑𝑥 ⇒   𝑝𝑜𝑢𝑟 ∶ {
𝑥 = 𝑎  ⇒   𝑤 = cos(3𝑎)  
𝑥 = 0  ⇒   𝑤 = cos 0 = 1

 

D’où 

∫
sin(3𝑥)

cos(3𝑥)
𝑑𝑥

𝑎

0

= ∫
𝑑𝑢

−3𝑢

cos(3𝑎)

1

= −
1

3
[ln 𝑢]1

cos(3𝑎)
= −

1

3
ln[cos(3𝑎)] 

Par conséquent 

∫ tg(3𝑥) 𝑑𝑥

𝜋 6⁄

0

= lim
𝑎→𝜋 6⁄

−∫ tg(3𝑥) 𝑑𝑥
𝑎

0

= lim
𝑎→𝜋 6⁄

− (−
1

3
ln[cos(3𝑎)]) = −

1

3
lim

𝑎→𝜋 6⁄
−(ln[cos(3𝑎)]) 

= −
1

3
ln [cos (

3𝜋

6
)] = −

1

3
ln [cos (

𝜋

2
)] = −

1

3
ln[0] = +∞ 

 

5. La fonction suivante n’est pas définie pour 𝑥 = 1, donc l’intégrale doit être scindée en deux. En choisissant     

𝑥 = 2 comme point intermédiaire, on a : 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

+∞

1

= lim
𝛼→1+

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

2

𝛼

+ lim
𝛽→+∞

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

𝛽

2

 

Or 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1
=
1

2
∫
2𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1
=
1

2
ln(𝑥2 − 1) 

D’où 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

2

𝛼

=
1

2
[ln(𝑥2 − 1)]𝛼

2 =
1

2
[ln 3 − ln(𝛼2 − 1)]  ⇒   lim

𝛼→1+
∫

𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

2

𝛼

=
1

2
lim
𝛼→1+

[ln 3 − ln(𝛼2 − 1)] = +∞ 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

𝛽

2

=
1

2
[ln(𝑥2 − 1)]2

𝛽
=
1

2
[ln(𝛽2 − 1) − ln 3]  ⇒   lim

𝛽→+∞
∫

𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

𝛽

2

=
1

2
lim
𝛽→+∞

[ln(𝛽2 − 1) − ln 3] = +∞ 

Ainsi  

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 − 1

+∞

1

= +∞ 

 

6. On a : 

∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥

𝑒 3⁄

0

= lim
𝑐→0+

∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥

𝑒 3⁄

𝑐

 

Effectuons une intégration par parties, on a : 

{
𝑢 = ln(3𝑥)

𝑣′ = 1         
⇒ {𝑢′ = 1 𝑥⁄

𝑣 = 𝑥      
 

⇒ ∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥

𝑒 3⁄

𝑐

= [𝑥 ln(3𝑥)]𝑐
𝑒 3⁄ − ∫

1

𝑥
𝑥 𝑑𝑥

𝑒 3⁄

𝑐

=
𝑒

3
ln(𝑒) − 𝑐 ln(3𝑐) − (

𝑒

3
− 𝑐) =

𝑒

3
− 𝑐 ln(3𝑐) −

𝑒

3
+ 𝑐

= −𝑐 ln(3𝑐) + 3𝑐 

D’où 
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lim
𝑐→0+

∫ ln(3𝑥)𝑑𝑥

𝑒 3⁄

𝑐

= lim
𝑐→0+

[−𝑐 ln(3𝑐) + 3𝑐] = lim
𝑐→0+

[−𝑐 ln(3𝑐)] + 0 

Or, en posant 𝐶 = 1 𝑐⁄ , telle que lorsque 𝑐 → 0+ ⇒ 𝐶 → +∞. D’où : 

lim
𝑐→0+

[−𝑐 ln(3𝑐)] = − lim
𝐶→+∞

[
1

𝐶
ln (

3

𝐶
)] = − lim

𝐶→+∞

1

𝐶
[ln 3 − ln𝐶] = − lim

𝐶→+∞

ln 3

𝐶
+ lim
𝐶→+∞

ln 𝐶

𝐶
= 0 + 0 

Finalement  

∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥

𝑒 3⁄

0

= lim
𝑐→0+

∫ ln(3𝑥) 𝑑𝑥

𝑒 3⁄

𝑐

= 0 

 

 

Exercice 2 

Donner la nature des intégrales suivantes : 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

 ∫
1

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)
𝑑𝑥

+∞

1

 ∫ 𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥

+∞

𝑒

 

∫
cos² 𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

−1

−∞

 ∫
𝑑𝑥

2 − 𝑥2

+∞

1

 ∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

2

0

 

  

Solutions 

1. On a : 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥
+∞

0

= lim
𝑎→+∞

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0

= − lim
𝑎→+∞

[cos 𝑥]0
𝑎 = − lim

𝑎→+∞
(cos 𝑎 − 1) = 1 − lim

𝑎→+∞
cos 𝑎 

Or la fonction cos 𝑎 peut prendre une infinité de valeurs quand 𝑎 → +∞, donc la limite n’existe pas. Par conséquent, 

l’intégrale est divergente. 

 

2. On a : 

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3) > 𝑥3 > 0       ∀𝑥 ≥ 1 

⟹ 0 <
1

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)
<
1

𝑥3
 

Or l’intégrale ∫
𝑑𝑥

𝑥3
+∞

1
 est convergente (intégrale de Riemann). D’après le théorème de la comparaison, on a : 

{
 
 

 
 0 <

1

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)
<
1

𝑥3
   ∀𝑥 ≥ 1

∫
𝑑𝑥

𝑥3

+∞

1

    converge                                         

⟹ ∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)

+∞

1

    converge aussi 

 

3. On a : 

𝑥 > ln 𝑥 ≥ 1       ∀𝑥 ≥ 𝑒 

⟹ 𝑥 ln𝑥 ≥ 𝑥 ≥ 1       ∀𝑥 ≥ 𝑒 

Or 

∫ 𝑥 𝑑𝑥

+∞

𝑒

= lim
𝑎→+∞

∫ 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

𝑒

= lim
𝑎→+∞

[
𝑥²

2
]
𝑒

𝑎

= lim
𝑎→+∞

(
𝑎²

2
−
𝑒²

2
) = +∞ 

Donc ∫ 𝑥 𝑑𝑥
+∞

𝑒
 est divergente. D’après le théorème de la comparaison, on a : 
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{

𝑥 ln 𝑥 ≥ 𝑥       ∀𝑥 ≥ 𝑒      

∫ 𝑥 𝑑𝑥

+∞

𝑒

  diverge               
⟹ ∫ 𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥

+∞

𝑒

    diverge aussi 

 

4. On a : 

−1 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 ⟹  0 ≤ cos² 𝑥 ≤ 1       ∀𝑥 ∈ ℝ 

et 

1

𝑥²
≥ 0 ⟹ 0 ≤

cos² 𝑥

𝑥2
≤
1

𝑥2
     ∀𝑥 ∈ ℝ 

Or l’intégrale ∫
𝑑𝑥

𝑥2
−1

−∞
 est convergente (intégrale de Riemann). D’après le théorème de la comparaison, on a : 

{
 
 

 
 cos² 𝑥

𝑥2
≤
1

𝑥2
     ∀𝑥    

∫
𝑑𝑥

𝑥2

−1

−∞

      converge

⟹ ∫
cos² 𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

−1

−∞

    converge aussi 

 

5. La fonction à une discontinuité au points 𝑥 = √2, l’intégrale est scindée en deux intégrales, soit : 

∫
𝑑𝑥

2 − 𝑥2

+∞

1

= ∫
𝑑𝑥

2 − 𝑥2

√2

1

+∫
𝑑𝑥

2 − 𝑥2

+∞

√2

 

Calculons l’intégrale ∫
𝑑𝑥

2−𝑥2
. On a : 

1

2 − 𝑥2
=

𝑎

√2 − 𝑥
+

𝑏

√2 + 𝑥
=
𝑎(√2 + 𝑥) + 𝑏(√2 − 𝑥)

2 − 𝑥2
=
(𝑎 − 𝑏)𝑥 + √2(𝑎 + 𝑏)

2 − 𝑥2
 

⟹ {
𝑎 − 𝑏 = 0         

√2(𝑎 + 𝑏) = 1
  ⟹   𝑎 = 𝑏 =

√2

4
 

Ainsi  

∫
𝑑𝑥

2 − 𝑥2
=
√2

4
∫

𝑑𝑥

√2 − 𝑥
+
√2

4
∫

𝑑𝑥

√2 + 𝑥
=
√2

4
[− ln(√2 − 𝑥) + ln(√2 + 𝑥)] =

√2

4
ln (

√2 + 𝑥

√2 − 𝑥
) 

D’où 

∫
𝑑𝑥

2 − 𝑥2

√2

1

=
√2

4
lim
𝑐→√2

− [ln (
√2 + 𝑥

√2 − 𝑥
)]
1

𝑐

=
√2

4
lim
𝑐→√2

− [ln (
√2 + 𝑐

√2 − 𝑐
) − ln(

√2 + 1

√2 − 1
)]

=
√2

4
[ln (

2√2

0+
)] −

√2

4
ln (

√2 + 1

√2 − 1
) = +∞ 

⟹∫
1

2 − 𝑥2
𝑑𝑥

√2

1

   diverge      ⟹ ∫
1

2 − 𝑥2
𝑑𝑥

+∞

1

     diverge aussi 

 

6. La fonction 1 𝑥 − 1⁄  a une discontinuité au point 𝑥 = 1. L’intégrale doit donc être scinder en deux, soit : 

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

2

0

= ∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

1

0

+∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

2

1

 

Or 

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

2

1

= lim
𝑎→1+

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

2

𝑎

= lim
𝑎→1+

[ln(𝑥 − 1)]𝑎
2 = − lim

𝑎→1+
[ln(𝑎 − 1)] = +∞ 

⟹∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1

2

1

   diverge 

Par conséquent, l’intégrale ∫
𝑑𝑥

𝑥−1

2

0
 est divergente (sans savoir la nature de l’autre intégrale ∫

𝑑𝑥

𝑥−1

1

0
). 
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Exercice 3 

1. Calculer l’intégrale double suivante : 

∬
𝑥

𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴

      𝐴 = {(𝑥, 𝑦)𝜖𝑅2/ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ; 0 ≤ 𝑦 ≤ 4} 

2. Calculer l’aire du domaine 𝑺, délimitée par les courbes : 𝑦 = 1 𝑥⁄ , 𝑦 = 0 et 𝑥 = 0. 

 

Solutions 

1. On a : 

∬
𝑥

𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴

= ∫[∫(
𝑥

𝑦
)

4

0

𝑑𝑦] 𝑑𝑥

1

0

= ∫𝑥

1

0

𝑑𝑥∫
1

𝑦
𝑑𝑦

4

0

= [
𝑥2

2
]
0

1

lim
𝑎→0+

∫
𝑑𝑦

𝑦

4

𝑎

=
1

2
lim
𝑎→0+

[ln 𝑦]𝑎
4 =

1

2
lim
𝑎→0+

[ln 4 − ln 𝑎] = +∞ 

 

2. Selon le schéma ci-après, on a : 

 
 

∬𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆

= ∫ [ ∫ 𝑑𝑦

0

1 𝑥⁄

] 𝑑𝑥

0

−∞

+∫ [∫ 𝑑𝑦

1 𝑥⁄

0

] 𝑑𝑥

+∞

0

= 2∫ [∫ 𝑑𝑦

1 𝑥⁄

0

] 𝑑𝑥

+∞

0

= 2∫ ([𝑦]0
1 𝑥⁄ ) 𝑑𝑥

+∞

0

= 2∫
1

𝑥
𝑑𝑥

+∞

0

 

Scindant l’intégrale finale en deux, en choisissant 𝑥 = 1 comme point intermédiaire. Ainsi, on a : 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥

+∞

0

= ∫
1

𝑥
𝑑𝑥

1

0

+∫
1

𝑥
𝑑𝑥

+∞

1

= lim
𝑎→0+

∫
𝑑𝑥

𝑥

1

𝑎

+ lim
𝑏→+∞

∫
𝑑𝑥

𝑥

𝑏

1

= lim
𝑎→0+

[ln 𝑥]𝑎
1 + lim

𝑏→+∞
[ln 𝑥]1

𝑏 = − lim
𝑎→0+

ln 𝑎 + lim
𝑏→+∞

ln 𝑏

= +∞+∞ = +∞ 

D’où 

∬𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆

= 2∫
1

𝑥
𝑑𝑥

+∞

0

= +∞ 

 

 

 

F i n 

 


