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Série 2

Sntsgrales Smpropres ou Généralisses

(Exercices supplémentaires avee solutions)

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

3 /2
f dx j garctex 4 f cos(2x) p
2 X ————dx
) V9 — x2 ; x-+1 ) m
/6 +00 e/3
xdx
f tg(3x) dx f Z_1 f In(3x) dx
0 0 0
Solutions
1. Lafonction 1/v9 — x?2 a une discontinuité en x = 3. On a, alors :
3 dx _ @ dx _ a dx
9 2 al 3~ 2 alll’%l_f 2
- X - - X - 0 x
3J1-3)

Effectuons le changement de variable suivant :

{x=a = w=a/3

—x=>d _dx:> :
= V=3 POUT lx =0 = w=0

3
D’ou

f3\/1—7— f m (1)

Effectuons un second changement de variable :
w=a/3 = r =arcsin(a/3)

w=sinr = dw =cosrdr = pour:{ .
w=0 = r=arcsin0=0

Donc
arcsin(a/3) cosr dr arcsin(a/3) cosr dr arcsin(a/3)
@ = f f - - f dr
\/1—w2 Vl—sinzr 0 Vcos2r 0
= [r]ércsm(a/g') = arcsin(a/3)
Par conséquent
3 dx _ a dx _ _ _ T
——— = lim f ———— = lim arcsin(a/3) = arcsin(1) = =
~Jo a-3~ 2




2. Ona

dx

dx = lim
x2+1 a—to Jo x2+1

+00
f earctgx a parctgx

Effectuons le changement de variable suivant :
dx dx

v=arctgx = tgrv=x = (tgv)'dv=_1+tg?v)dv=dx = dv=1+tg2v=1+x2

et
xX=a = w=arctga
pour iy _ _ _
x=0 = w=arctg0=0
D’ou
a parctgx a arctga
e dx
f > dx = f earctgx > — f eldv = [ey]grctga = earctga _ 1
o x*+1 0 x¢+1 )

Par conséquent

earctgx y
- — T; arctga __ — ,T/2 _
f 11 dx al_l)r_zlw(e 1)=e 1
0

3. Lafonction cos(2x)/+/sin(2x) a des discontinuités aux points x = 0 et x = /2. L’intégrale doit étre scinder en

deux, soit :
/2

c /2
cos(2x) cos(2x) cos(Zx)
———dx = | —=d
f +/sin(2x) g bf,/sin(Zx) x+f \/sm(Zx

On choisit ¢ = /4 (pour simplifier les calculs plus bas). On a alors :
j”/z cos(Zx) J‘”M cos(Zx) /2 cos(2x)

X+ ——dx
,/sin(Zx ,/sm(Zx n/4 +/Sin(2x)
. /4 cos(Zx) i fb cos(2x) p
= lim m ———dx
a=0% Jg w/sm(Zx T )4~/ SIN(2%x)

Effectuons le changement de variable suivant :
u=sin(2x) = du= 2cos(2x)dx
D’ou

cos(2x) B d_u_ =
fmdx—fzﬁ—\/ﬂ—,/sm@x)

Par conséquent

J /4 Cos(Zx) do = [W]T;ﬂl _ Sln( ) m— 1—+/sin(2a)

sm(Zx)
b
f COS(ZX) [\/sm(Zx] = /sin(2b) — sm( ) Jsin(2b) —1
/4 sm(Zx)
et
_ /4 cos(2x) :
(}LI(TJI+_L \/W dx = all)m [ — ‘/sm(Za)] =1
) cos(2x) _ 3
bllg}lz_ J;MW = 11m [w/sm(Zb) 1]
Finalement

/2

f cos(Zx) _ f”/“ cos(2x) cos(2x)
= lim
T a0t a

——dx + lim_f ———dx=1-1=0
,/sm(Zx Vsin(2x) bon/2 ) s/ sin(2x)




4. Lafonction tg(3x) a une discontinuité au point x = /6. On écrit alors :
/6

a
f tg(3x)dx = lim _f tg(3x)dx = lim _
a-m/6 0

a-1/6
0

Effectuons le changement de variable suivant :

J‘a sin(3x) p
o cos(3x) x

x=a = w=cos(3a)

u=cos(3x) = du=-3sin(3x)dx = pour: {x 0 > cos0 =1
= w = =

D’ou

J‘a sin(3x) _ fcos(3a) du 1 cos(3a)
1 —3u 3

1
o cos(3x) = —3, = ~3lnul; = —§1n[cos(3a)]

Par conséquent

/6
a 1 1
f tg(3x)dx = lim _f tg(3x)dx = lim _ (——ln[cos(Ba)]) = —— lim _(In[cos(3a)])
a-m/6 0 a-n/6 3 3a-mn/6
0
1 3 1 T 1
= —§ln [cos (Z)] = —§ln [cos (E)] = —§1n[0] =+

5. La fonction suivante n’est pas définie pour x = 1, donc I'intégrale doit étre scindée en deux. En choisissant
X = 2 comme point intermédiaire, ona:

+00 2 B
f xdx I f xdx b f xdx
X2—1 o) x2—1 pote) x2—1
1 a 2
Or
f xdx _1J‘ 2xdx _1l (% — 1)
x2—1 2)x—-1 2™
D’ou
2 2
xdx 1 1 ) ) xdx 1
fxz — =2l — DI = 53— In@@® = D] = lim, [ 5= == lim [In3 ~ In(a® = 1)] =
a a
£ d 1 1 : d 1
xdx . xax .
fxz — =5 [InGx* - DIs = =5n@* -1 -I3] = lim [———=c lim [In(8*~1) - In3] =
2 2
Ainsi
+00
f xdx 4
= (0]
x2—1
1
6. Ona:
e/3 e/3

_[ In(3x) dx = lim f In(3x) dx
c-0t

0 c

Effectuons une intégration par parties, on a:

{u = In(3x) N {u’ =1/x

v=1 v=x
e/3 e/3
e/3 1 e e e e
= j In(3x) dx = [xIn(3x)]."° — f e dx = §ln(e) —cIn(3c) — (§ — c) =3~ cIn(3c) — 3 +c

Cc
= —cIn(3c) + 3¢
D’ou




e/3

Cll,r(r,l+f In(3x) dx = CILISL[_C In(3¢) + 3c] = Cll)r61+[—cln(3c)] +0
[

Or, en posant C = 1/c, telle que lorsque ¢ » 0% = C > +. Dol :

lim [—cIn(36)] = — lim |~1 (3) —~ lim A3 -1nC] = — fim 224 gim PC_g40
Ji—einGe)) = — fim [zin(Z)] = - im 5ln3 ~nc1 = — tim o=+ im 7=
Finalement
e/3 e/3
f In(3x) dx = lir51+f In(3x)dx =0
c—
0 c
Exercice 2
Donner la nature des intégrales suivantes :
+o0
+00 +0oo 1
inxd d Inxd
fo sin x dx -[1 Gr DT+ x f xInxdx
e
2
f‘lcoszxd j+°° dx f dx
e X2 X ;. 2—x? x—1
0
Solutions
1. Ona:
+o0o a
f sinxdx = lim sinxdx = — lim [cosx]§ = — lim (cosa—1)=1— lim cosa
0 a——+oo 0 a—+oo a——+oo a—-+oo

Or la fonction cos a peut prendre une infinité de valeurs quand a = +oo, donc la limite n’existe pas. Par conséquent,
I'intégrale est divergente.

2. Ona:

x+DE+2)(x+3)>x3>0 vx>1
1 1

=< I Da I+

Or l'intégrale f;oo% est convergente (intégrale de Riemann). D’apreés le théoréme de la comparaison, on a :
1
0< <— Vx=>1
x+DE+2)(x+3)  x3 - too dx _
converge aussi
f*"”dx ;. G+ DE+2)(x+3) 8
— converge
1 X
3. Ona:
x>Inx>1 Vx=e
= xlnx=>2x>1 Vx=e
Or

a—+oo e a—+oo a->+o0 \ 2

+oo a xz a az ez
J x dx = lim x dx = lim [?] = lim <——?>=+oo
e

+o0 . . - .
Donc fe x dx est divergente. D’apres le théoréme de la comparaison, on a:




xInx>x Vx=e oo

+oo

f x dx diverge

e

= f xIlnxdx diverge aussi

e

4, Ona:
—1<cosx<1 = 0<cos’x<1 VxeR
et
1 cos?x 1
520=0<—-<— VxeR
X X X

. s —-1dx . s . N P .
Or l'intégrale f_mﬁ est convergente (intégrale de Riemann). D’apres le théoreme de la comparaison, on a :

cos?x 1 v
< x
2 ) cos?x .
) = dx converge aussi
dx x2
~z converge
— 00

5. Lafonction a une discontinuité au points x = v/2, 'intégrale est scindée en deux intégrales, soit :
j+°° dx .]“/i dx N f+°° dx
. 2-x2 ) 2-x2 " )5 2—x?

1 a b a(VZ+x)+b(V2-x) (a—b)x+V2(a+bh)

Calculons l'intégrale

2 —x? \/_ x+\/_+x 2 —x? B 2 —x?
a—b=0 —b—ﬁ
:>{\/§(a+b):1 = a=b=7
Ainsi
d V2 \/_ V2 +
_[2——xe=T ——[—ln(\/_—x)+ln(\/_+x)] T (\/_ >
D’ol
f‘/i de V2 - (\/_+x> _ﬁ . n(\/f+c> (\/_+1)]
1 2—x2 4c—}\/_ \/_ X - 4(:—}\/_ \/E—C

=?[‘“(o—+>] fl <§+1>

+oo
=>J1 2 _ 52 dx diverge = fl mdx diverge aussi

6. Lafonction 1/x — 1 a une discontinuité au point x = 1. L'intégrale doit donc étre scinder en deux, soit :
2 1 2

fdx_fdx_l_fdx
x—1 Jx—-1 x—1

0 0 1

Or

2 2

dx_l_ dx_l_ 1 D12 = — lim [1 1 =
Jx—1‘a2§‘+jx_1—ag§1+[n(x— )i =— lim [In(a - 1)] =
1 a

= f dx di
m verge

. . e 2 dx . . . L 1 dx
Par conséquent, I'intégrale fo oy est divergente (sans savoir la nature de I'autre intégrale fo ;).




Exercice 3
1. Calculer I'intégrale double suivante :

f gdxdy A={(x,y)eR?/0<x<1;0<y<4}

2. Calculer I'aire du domaine S, délimitée par les courbes: y = 1/x,y = 0etx = 0.

Solutions
1. Ona:
1[ 4 1 4 1 4
ﬂxdd ff(x)dd fdfld Gl fdy L Jim [Iny]% = = lim [In4 — Ina] = +
- = - = — = |— _—= = = — —_ = 0
y xay y y X xax v y ) OaLr(I;l+ y Zal)m ny Zal)rgl"' n na
A 0 |0 0 0 a

2. Selon le schéma ci-apres, ona:

X
0 +oo [1/x + 1/x +00 +oo1
'dedy= jl de dx+ f dy]dx=2j lj dy]dx—z-f ([y]l/x)dx—ZJ xd
S —oo |1/x 0 0
Scindant I'intégrale finale en deux, en ch0|5|ssant x = 1 comme point intermédiaire. Ainsi, on a:
1 %)
1 1 1 dx
f —dx=f—dx+f —dx = lim —+ lim | —= lim [Inx]} + lim [Inx]? = — lim Ina + llm Inb
X X X a-0% b—>+oo X T a0t b—o+co a—-0t b—-
0 1

= 400 + 00 = 400
D’ou

+00

1
ffdxdy=2f ;dx=+00
S 0

FIN




