Universitaire Ziang Achour dz Djelfa £ \ Annég universitaire : 202272023

Faculté des Sciences et de Ja Technologix ol 2t annég Licences s 6L + TP + Hyd

Départements : Génie Civil /Rydraulique N T Module : Math 3

Série 3
Suiles of Séries

(Bxercices supplémentaires avee solutions)

Exercice 1
Déterminer la nature des suites numériques suivantes :

2n® —7 cos(2n)
e oS e Vn+3-+vn
(n? + 4n)s sin?n
Solutions
1. Ona:
2n8 —7 . 2n8 - 2n8 . 2 0
im ————= lim ——= lim — = lim — =
n-+oo (nz + 4.n)5 n—-+oo (nZ)S n—-+oo nlO n—+oo nz
La suite est donc convergente.
2. Ona:
- cos(2n) . cosn—sinn _  1-2sin’n
im ——= lim 3 = lim — = lim 5 -2
n>+® gin“n n-o>+o sin“n n->+®  gin“n n>+®gin“n

Or la fonction sin? n n’est pas définie lorsque n — 4oc0. Donc la limite n’est pas définie et la suite est divergente.

3. Ona:
\/n+ +vn n+3-n 3
lim yn+3—-vVn= llm Jn+3 lim ——— = lim
nevtoo T3t vn e Va3 v e a3/ 1)
3 3
= lim = lim = lim =0

n*mﬂmﬂ) ms+oo ﬁ< F +1> nto2n

La suite est donc convergente.

Exercice 2
Etudier la convergence des séries numériques suivantes :

2(e+3) YV ey - %)

n




5;3 (2n + 1)6(3n +4) Z [1n(12n)]n Z m

Solutions

1. Utilisant le critére de Cauchy :

1
lim %/u, = lim lim (a+—> =a
noto ¥V pnSteo n—+o0o n
or
- si a < 1:notre série est convergente,
- si a > 1 :notre série est divergente,
- sia=1alors:
1\ n 1\ 1
. . . In(1+= . dn(1+=>
U, = (1+—) = lim u, = lim (1+—) = lim en( n) = lim e" n( n)
n n—-+oo n—-+oo n n—-+oo n—-+oo
Posons
1
v=— etquand n—->+o0 = v->0
n
donc
n(1+3)
lim ™™ %) = lim e(+v)/v
n-+oo v-0

D’autre part, en effectuant le changement de variable :
y=v+1l etquand v—>0 = y-1

on obtient :
In(1+v In Iny—Inl
lim¥ = lim —2 = Jim — = limem+)/v = 0 =1
-0 v yo1y—1 y-1 y—1 v-0
Cette derniere limite représente la définition de la dérivée de la fonction Iny pour y = 1. On a ainsi :
. lny —Inl ’ 1 . n-ln(1+l) .
lim ———=(Iny)'|y=1 == =1 = lime n = lim u, =1
y-1 y—1 y=1 n-+0o n-+oo

Ainsi, la limite du terme général ne tend pas vers 0, et par conséquent notre série est divergente lorsque a = 1.

2. Calculons la limite du terme général (u,). Ona:

li lim ( 1)nn ) n+3 +1¢0
im u, = lim (— = im =4-
noto ' notoo in+1 “Tnot+edn+1 T4
donc notre série est divergente.
3. Utilisons le critére de d’Alembert. On a :
n+1
u n+1 e* 1n+1 1 n+1 1
lim —2 = lim £~ = lim —=— = lim —- =— lim =-<1
n—+oo un n—-+oo _n n—-+oo en n n-+o e n e n—+oo n e
e
Par conséquent, notre série est convergente.
4. Utilisons le critére des série alternées. On a :
li li (_1)n lim (=1)" L o4 lim = =0
m u, = 1m |\—— = lim (— —_—= m — =

not+o ' potoo \ 3 n—+o 3" T o+ 3N

et
( -1 n+1 1
Uny1 = <?> [unsal = FTE=
—1\" _ 1
u, = (? |un| - 3_71

D’autre part, on peut écrire :

1 1 1 1 1 1

§£1 = 5-3—1131-3—71 = TS = |uprl < [ugl

Donc la série est décroissante. Par conséquent, et selon le théoréme des séries alternées, la série est convergente.



5. Utilisons le critere de d’Alembert. On a:

Upi1 % 5.5n73  2n 5 5
A =, e = i, S e i g = > ]
Donc la série est divergente. -
6. Utilisons le critére de la comparaison. On a:
{gZiiigZﬁ (2n+1)(@Bn+4) > 6n% = L !

< J—
2n+1)@Bn+4) 6n?
6 1

= < —
2n+1)@Bn+4) n?
Or, la série Y. 1/n? est une série de Riemann convergente. Donc, et selon le théoréme de la comparaison, notre série
est convergente.

7. Utilisant le critere de Cauchy :

n 1 1" 1
lim Y/u, = lim [—] = lim =0<1
no+o V" ot [|In(2n) n-+wIn(2n)
Donc la série est convergente.
8. Utilisons le critére de la comparaison. On sait que :
1 1

Inn<n =1 2) < 2 = >
nn<n nn+2)<n+ mnt2)  ntz

. 1 - L1 L. 1 . L .
La fonction 3 est équivalente a — donc la série Zm est divergente. Selon le théoreme de la comparaison, notre

série est divergente aussi.

Exercice 3
Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

fax)=x" x€R hn(x)=x(1—%) (x=0)
gn(x)=x" (0<x<1) vp(x) = nsin (%) x € [-1,1]
wy(x) = nxe™  (x = 0) Zp(x) = x — ? x€ER
Solutions
1. Ona:

e Si|x| <1alors lirp fn(x)=0.
n—->+oo
e Six=1alors lim f,(1)= lim (1)" =1.
n—-+oo n—-+oo
e Six=—1lalors lim f,(—1) = lim (—1)" = 1.
n—-+oo n—-+oo
e Si|x| > 1alors lirP fn(x) = 1.
n-+oo

Donc la suite f;,(x) ne converge pas simplement sur R, et par la suite n’est pas uniformément convergente aussi.

2. Convergence simple :

e Six =0alors lirP h,(0) =0 (=x).
n—->+oo

. . g A D 1) _
o S|x>0alorsngrfmhn(x)— lim x(l n)—x lim (1 n)—x

n—-+oo n—-+oo
Donc la suite h,, (x) est simplement convergente vers h(x) = x.



Convergence uniforme :
Calculons Sup|h, (x) — h(x)| pour tout x = 0.0na:

1 x x x
Sup|h,, (x) — h(x)| = Sup |x (1 — E) — x| = Sup |x - x| = Sup |_E| = Sup |£|

Orpourx = 0,0na:Sup |§| = Sup (g) = 400 quand x = 4o0. Par conséquent :

Jimsup (7) # 0

Donc la suite h,, (x) n’est pas uniformément convergente vers h(x) = x.

3. Convergence simple :

e Six =0alors lim gn(0) = 0.
e Si0<x< 1a|ors llm In(x) = ller x™ =0.

Donc la suite g, (x) est 5|mplement convergente vers g(x) = 0quand 0 < x < 1.

Convergence uniforme :

Sup|gn(x) — g(x)| = Sup|x™ — 0| = Sup|x"| = Sup(x™)
Or la fonction x™ est croissante et positive sur I'intervalle [0,1] et par conséquent :
Sup(x™) =1"=1 = lirP Sup(x™)=1+#0
n—-4+oo

Donc la suite g, (x) n’est pas uniformément convergente vers g(x) = 0 lorsque 0 < x < 1.

4. Convergence simple :

e six=0alors: lim 1,(0) =0 (=x),

e six=#0alors: hm vn(x) = lim nsm( )

n—-+oo

Posonsy = % > n= ; et quand n = +oo alors y — 0. Ainsi :

_ e _ sin _ siny
lim n51n(—)=hmx = x lim =x-1=x = lim v,(x)=x
n—+oo n y—-0 y y—-0 y n—-+o

Donc la suite v, (x) est simplement convergente vers v(x) = x.

Convergence uniforme :

Sup|v, (x) — v(x)| = Sup |n sin (%) — xl
Etudions la fonction : ¢(x) = nsin G) — x. Calculons la dérivée (par rapport a x) :

@' (x) = cos G) — 1 et puisque —1 < cos G) <1lalorsgp’'(x) <0

Donc la fonction @(x) est décroissante a l'intérieur de l'intervalle [—1,1], mais de signe qui peut changer. Par

conséquent :
(X (1 -
Sup |nsm (—) — x| = Sup(le(D)|, |e(—1D)]) = Sup( nsm( ) — 1| nsm( ) + 1|>
n n
1
=Sup<nsin(n>—1| |—nsm< )+1|) nsm( )—1|

Ainsi :

lim Sup |nsin(£)—x| = lim nsm( )— 1|

n—-+oo n n—-+oo

Or, on sait que (voir plus haut) :

X 1
lim nsin (—) =x = lim nsin (—) =1
n—-+oo n n—+oo n

n(;)
nsin{—|)—
n

Donc la suite v, (x) est uniformément convergente vers v(x) = 0 lorsque x € [—1,1].

donc

lim
n—-+co

=]1-1/=0 = lim Sup nsm(:;)—x|=0

n—-+oo



5. Convergence simple :

e six=0alors: lim wy,(0) =0,

e six>0alors: 11m wy(x) = lim n?xe™™ =x lim 2=,

n—->+oo n—-+oo enx

Donc la suite w, (x) est S|mplement convergente vers w(x) = 0.

Convergence uniforme :

Sup|w,, (x) — w(x)| = Sup|n®xe ™™ — 0| = Sup|n®xe™™*
etpourx =0:
Sup|n®xe ™| = Sup(n’xe™¥)
Etudions la fonction : y(x) = n®*xe™™*. La dérivée est :
v'(x) = n?(e™™ — xne ™) = n?e ™ (1 — nx)
Or,siy'(x) =0 =>x=1/n,ety’(x) > 0lorsque x < 1/n et vice versa.
Tracons le tableau des variations pour x > 0 :
x ] 1/n +oo
1 Sl n
},r{x} + ¢ - y(—) =nn :ne‘l = —
n e
n y(0) =
y(x) / ] \ lim y(x) =0
X—+00
0 0

Puisque la fonction y (x) est strictement positif quand x > 0, on a alors :
n

Sup(n®xe ™) = —
e
Par la suite :
.on
hm Sup|n®xe™™| = lim —= 4o
n-+ n—-+oo @
Donc la suite wy, (x) n’est pas uniformement convergente vers w(x) = 0 lorsque x = 0.

6. Convergence simple :

e six=0alors: hm z,(0) = 11111 (0 - Smo) =0 (=x),
e six#0alors: hm zp(x) = im (x — Sl:x) = x,

Donc la suite z,, (x) est 5|mplement convergente vers z(x) = x.

Convergence uniforme :

sinx sinx
xX———|—x = Sup |[—
n

Puisque sin x est une fonction impaire, il est clair que ces valeurs supérieures sont égales avec des signes contraires.

sinx
Sup|z,(x) — z(x)| = Sup =Sup|———

Ainsi, on peut écrire :

sinx
(Sup (T) pourx =0

= ou

Sup (—

sin x

) pourx <0

En considérant la premiére équation, on a:

S (sinx _1 I S
N

Donc la suite z, (x) est uniformément convergente vers z(x) = x, Vx € R.

1
= lim —=0
n->+oon

sinx

Exercice 4
Etudier la convergence simple des séries de fonctions suivantes :



xn
Zne‘"" x € RY z—' xeR'
n!

1 cos?(nx)
P cero Rl D xEB

Solutions

1. Utilisons le critere de D’Alembert :

. Unpyq _(n+ e (tbx . (n+1) _ _
lim = lim lim ———e*=¢™*

noto Uy notoo ne—"™x n—+oo ne—mnx noto N

S (n+1De™e™*
lim =

Or

e six>0alors: lim
n-+o Up
Unt1

u — o
—*1 = ¢™* < 1, notre série est convergente.

= e~ 9 =1, on ne peut rien dire. Cependant, on a dans ce cas :

D onem0="n

Or cette série est divergente. Donc pour x = 0 notre série est divergente.

e six=0alors: lim
n-+oco Up

2. Utilisons le critere de D’Alembert :

u xt1 o pl
lim —= lim ————= lim =0<1
no+o U, n-o+to(M+ DX n-oteon+1
Donc notre série est convergente Vx € R*.
3. Utilisons le critéere de Cauchy :
n 1 1 1

lim 7{/u_n= lim

A+xD)"  norol+22  1+12

n—+oo n—+oo
Or
e six#0alors: lim %/u, <1, notre série est convergente.

n—+oo
e six=0alors: lim %/u, =1, on ne peut rien dire. Cependant, on a dans ce cas :

Zm{ﬁ{l

Or cette série est divergente. Donc pour x = 0 notre série est divergente.

4. Onsaitque:
2
cos“(nx) 1
—1<cos(mx)<1= 0<cos’(nx)<1 = 0<s———<—
n n
.. 1 - . s . L, .
Or la série 3, — est une série de Riemann convergente. Selon le critére de comparaison, notre série est

convergente Vx € R.



