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1 

 

Introduction  

 

Cet ouvrage est dédié aux étudiants premières années pour les disciplines:  

• Sciences et technologies.  

• Sciences de la Matières 

• Math et informatique.   

 

Qui va permettre aux étudiants de construire une base très forte en 

mathématiques en qualité d’observation, d’analyse et  réflexion de calcul pour 

les réparés aux futures spécialités d’ingénieur,  qui  va couvre l 'ensemble des 

unités d 'enseignement du programme pédagogique national de premier semestre 
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Chapitre I:  

 

 

 

Théorie des Ensembles 
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Rappel de Cours 

 

 

Définitions :  

• Les objets mathématiques sont nommés éléments. Un ensemble est une collection ou 

un groupement d'éléments. 

• L'assertion " a appartient à E '' se note a∈E. L'assertion " b n'appartient pas à E '' se 

note b∉E. 

• Un ensemble est dit vide s'il n'a aucun élément et nous notons l'ensemble vide ϕ ou par {}. 

 

Exemples d'ensembles 

1. Les entiers naturels 0,1, 2, 3, ….  forment un ensemble qui se note N . 

2. Les entiers relatifs  …, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, … forment un ensemble qui se note  ℝ. 

3. Les nombres rationnels (de la forme  p/q où p Z∈ et *
q N∈ ) forment un ensemble noté Z 

4.  Les points du plan forment un ensemble. 

 

On peut trouver quelques opérations importantes dans la théorie des ensembles : 

 

Réunion : L’union entre deux sous-

ensembles A et B d'un ensemble W est l'ensemble des 

éléments de W qui appartiennent à A ou à B (ou aux 

deux). L’union de A et B est notée A∪B qui est 

schématisé par la zone verte:  

 

Intersection : L’intersection de deux sous-

ensembles A et B d'un ensemble W est l'ensemble des 

éléments de W qui appartiennent à A et à B au même 

temps. L’union de A et B est notée A∩B qui est 

schématisé par la zone verte. 
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Complément : Si A est un sous-ensemble de W, 

le complémentaire de A dans W est l'ensemble des 

éléments de W qui n'appartiennent pas à A qui est 

notée Ac ou �̅ , ce dernier est schématisé par la zone 

verte. 

 

Différence: La différence de deux sous-

ensembles A et B d'un ensemble W est l'ensemble des 

éléments de W qui appartiennent à A et pas à B, qui est 

notée par A∖B ou A-B. 

 

 

Différence symétrique: La différence symétrique de deux sous-ensembles A et B d'un 

ensemble W est l'ensemble des éléments de W qui appartiennent à A et pas à B, ou qui 

appartiennent à B et pas à A noté par AΔB. 

AΔB = (A∪B)∖(A∩B)= (A∖B)∪(B∖A). 

 

Cardinal : On dit qu'un ensemble est fini lorsqu'il existe un entier naturel n0 et une bijection de 

cet ensemble sur [1, n0]. Dans le cas contraire, il est dit infini. 

Définition. Soit A un ensemble fini, on appelle cardinal de A, et on le note Card A ou ♯A, le 

nombre n0 d'éléments de A. Si A=ϕ, alors card A=0. 

La formule fondamentale pour le calcul des cardinaux d'ensembles finis, est : 

Card (A∪B) = Card A + Card B – Card (A∩B) 

 

Dans ce qui suit A et B sont des ensembles finis. 

• Si A⊂B, alors card A≤ card B. 

• Si A⊂B, et A≠B, alors card A<card B  

• Card (A×B) = Card A × Card B. 

• Si E est un ensemble fini à n éléments c'est-à-dire Card E=n, on note: P(E) l'ensemble de 

toutes les parties (de tous les sous-ensembles) de E et on a le résultat : 

Card (P(E))=2n 
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Propriétés des opérations élémentaires 

 

• L'intersection et l’union sont idempotentes :∀�,   A ∩ A = A �� A ∪ A = A 

• L'intersection et l’union sont commutatives :  

∀�, ∀�,   A ∩ B = B ∩ A et A ∪ B = B ∪ A 

• L'intersection et l’union sont associatives : 

∀�, ∀�, ∀�   �A ∩ B�∩ C = A ∩ �B ∩ C�  

∀�, ∀�, ∀�   �A ∪ B�∪ C = A ∪ �B ∪ C�  

• L'intersection est distributive par rapport à l’union : A∩B A∪B 

∀�, ∀�, ∀�   A ∩ �B ∪ C� =�A ∩ B�∪�A ∩ C� 

• L’union est distributive par rapport à l'intersection : 

∀�, ∀�, ∀�   A ∪ �B ∩ C� =�A ∪ B�∩�A ∪ C� 
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Série de TD N°01 
 

Théorie des Ensembles  

  

Exercice 01 : Trouver ����, �⋂�, �⋃�, � − �, � ∖ �, � × �, � × �, � △ � si : 

 

1. � = !1,2,3,5& , � = !7,3& 

2. � = !2(, ( ∈ ℕ& , � = !3(, ( ∈ ℕ& 

 

Exercice 02: Soient� = *−∞, 3*, � = *−2,7*, � = *−5, +∞- trois parties de ℝ. 

 

Déterminer  �⋂�, �⋃�, �⋂�, �⋃�, � ∖ �, ℝ ∖ �, �ℝ ∖ ��⋂�ℝ ∖ ��, .ℝ ∖ ��⋃��/,

��⋂��⋃��⋂�� et �⋂��⋃�� 

 

Exercice 03: Soient X et Y deux ensembles. Démontrer les propositions suivantes: 

 

 

 

 

 

 

Exercice 04: Soient A, B et C trois ensembles. Montrer que : 

 

1. )( BAC
BA

A ∪=∩ \B                                 2. )( BAAA ∩∪=  

 

Exercice 05 : Soit 0, 1, 2 trois sous-ensembles de3.Montrer que : 

 

1. 0 = 1 ⇔ �⋃� = �⋂� 

2. �⋂��⋃�� = ��⋂1�⋃��⋂�� 

3. �⋃��⋂�� = ��⋃1�⋂��⋃�� 

4. �⋂�� ∖ �� = ��⋂1� ∖ ��⋂�� 

5. � ∖ ��⋂�� = �� ∖ 1�⋃�� ∖ �� 

6. � ∖ ��⋃�� = �� ∖ 1�⋂�� ∖ �� 

7. �� ∖ �� ∖ � = � ∖ ��⋃�� 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

)

)

) \ \

) \ \ \

a X Y X Y Y X Y X

b Z X et Z Y Z X Y

c X Y X Z X Y Z

d X Y Z X Z Y Z

⊂ ⇔ ∪ = ⇔ ∩ =
⊂ ⊂ ⇔ ⊂ ∩

∩ ∩ = ∩

∪ = ∪
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Exercice 06 : 

 

On rappelle que l’on note  � △ � = �� ∖ 1�⋃�� ∖ �� 

1) Montrer que ��⋂1�⋂��⋂��555555555 = �⋂1⋂26 

��⋂2�⋂��⋂��555555555 = �⋂2⋂16 

En déduire que ��⋂1�∆��⋂2� = �⋂�1∆2� 

2) Montrer que ��⋃1�⋂��⋃��555555555 = �̅⋂1⋂26 

��⋃2�⋂��⋃��555555555 = �̅⋂2⋂16 

En déduire que ��⋃1�∆��⋃2� = �̅⋂�1∆2� 

 

Exercice 07: Soit 0 et 1 des sous-ensembles d’un ensemble3. 

 

Démontrer les lois de Morgan : 

a. 08 ∪ 18 = �0 ∩ 1�8 

b. 08 ∩ 18 = �0 ∪ 1�8 
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1type de la  Série de TD N°0 Corrigé 

 
 

 

Exercice 01 : Trouver ����, �⋂�, �⋃�, � − �, � ∖ �, � × �, � × �, � △ � si 

 

9. � = !1,2,3,5& , � = !7,3& 

{ }
{ }

{ }
{ }
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

{ } { } { }

X Y= 3

X Y= 1, 2,3,5,7

X-Y= 1, 2,5

Y\X= 7 Ensemble de Y Sauf X

X\Y= 1,2,5 Ensemble de X Sauf Y

X×Y= 1,7 , 1,3 , 2,7 , 2,3 , 3,7 , 3,3 , 5,7 , 5,3

Y×X= 7,1 , 3,1 , 7,2 , 3, 2 , 7,3 , 3,3 , 7,5 , 3,5

X Y=(X\Y) (Y\X)= 1,2,5 7 1, 2,5,7

∩

∪

∆ ∪ ∪ =

 

 

;. � = !2(, ( ∈ ℕ& , � = !3(, ( ∈ ℕ& 

� � � � �

� � � � �

{ } { }
{ } { } { }

2 0, 2, 4,6,8,10,12,14,16,18, 20, 22,24,......

3 0,3,6,9,12,15,18, 21, 24,......

0,6,12,18,24,... 6 ,

0, 2,3, 4,6,8,9,10,12,... 1,5,7,11,13,17,19,... 6 1,

- 2, 4,8,10,14,16,,

X n

Y n

X Y n n N

X Y N N n n N

X Y

 = =  
 

 = =  
 

∩ = = ∈

∪ = = − = − ± ∈

= { }
{ }

( ){ }
( ){ }

{ }

20, 22,...

\ 3,9,15, 21,...

2 ,3

3 ,2

,  l       

Y X

X Y n n

Y X n n

X Y e est appelé la défférence symétrique

=

× =

× =

∆ = ∆
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Exercice 03: Soient X et Y deux ensembles. Démontrer les propositions suivantes : 

 

)a X Y X Y Y X Y X⊂ ⇔ ∪ = ⇔ ∩ =  

 

 

 ,   ,   ,    .  

    

 

 ,   ,   

  

 

 

  

X Y X Y Y

X Y

Si x X Y alors x Y alors x X Y par conséquent X Y Y Donc X Y Y

On a montré que X Y X Y Y

X Y Y

Si x X alors x X Y

Sup

Y Do

posons que

Supp

nc x Y

O

oson

n a montré que X Y Y X Y

Finale

s e

me

qu

⊂ ⇔ ∪ =
⊂

∈ ⊂ ∈ ∈ ∪ ∪ = ∪ ⊂
⊂ ⇔ ∪ =

∪ =
∈ ∈ ∪ = ∈

∪ = ⇔ ⊂
 nt X Y X Y Y⊂ ⇔ ∪ =

 

 

 

 ,   ,   ,    

    

 

 ,   ,   

   

 

 

 

 

X Y X Y X

X Y

Si x X Y alors x X alors x X Y par conséquent X Y X

On a montré

Suppos

que X Y X Y X

X Y X

Si x X Y alors x X

ons que

Sup

Donc X Y

On a montré que X Y X X Y

Finalement

posons q

X Y

ue

X Y X

⊂ ⇔ ∩ =
⊂

∈ ⊂ ∈ ∈ ∩ ∩ =
⊂ ⇔ ∩ =

∩ =
∈ ∩ ∈ ⊂

∩ = ⇔ ⊂
⊂ ⇔ ∩ =

 

( ) ( ))b Z X et Z Y Z X Y⊂ ⊂ ⇔ ⊂ ∩
 

( ) ( )
  

 ,   ,    

    

 

 ,   ,   

    

 

Z X et Z Y Z X Y

Z X et Z Y

Si x Z Y et x Z Y alors x X Y par conséquent x Z X Y

On a montré q

Suppo

ue Z X et Z Y Z X Y

Z X Y

Si x Z alors x Z X Y Donc Z X et Z Y

On a montré que Z X Y Z

sons qu

X e

e

Supposons que

t

⊂ ⊂ ⇔ ⊂ ∩
⊂ ⊂

∈ ⊂ ∈ ⊂ ∈ ∩ ∈ ⊂ ∩
⊂ ⊂ ⇔ ⊂ ∩

⊂ ∩
∈ ∈ ⊂ ∩ ⊂ ⊂

⊂ ∩ ⇔ ⊂
 

Z Y

Finalement Z X et Z Y Z X Y

⊂
⊂ ⊂ ⇔ ⊂ ∩
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( ) ( ) ( )) \ \c X Y X Z X Y Z∩ ∩ = ∩
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

\

                             =

                             = \

     \ \

    :

     

X Y X Z X Y X Z X Z

X Z X Z

X Z X Y Z X Y Z

Alors

X Y

X Y X Y X Y X Y

X Y X Y

X Y X Z X Y Z

ou par une autre méthode

∅

∅

∩ ∩

∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

∩ ∩ = ∩ ∩ ∩ = ∪

∪ = ∪

 
∪ = ∩ ∩ = ∩ 


∩ ∩ ∩


∩

∩ ∩ = ∩

���

�������

( ) ( )
( )

                        \

                              \

                              ,   ,    

                              

 

 

X Y X Z

X Y Z

Si x Z Y et x Z Y alors x X Y par conséquent x Z X Y

On a mon

Suppos

t

u

ré

ons q e

∩ ∩

∩
∈ ⊂ ∈ ⊂ ∈ ∩ ∈ ⊂ ∩

( ) ( )
  

                              \

                              ,   ,   

                                 

      

 

 

que Z X et Z Y Z X Y

X Y X Z

Si x Z alors x Z X Y Donc Z X et Z

Suppo

Y

On a montré qu

sons q

e Z X Y Z X e

ue

t Z Y

⊂ ⊂ ⇔ ⊂ ∩
∩ ∩

∈ ∈ ⊂ ∩ ⊂ ⊂
⊂ ∩ ⇔ ⊂ ⊂

                       Finalement Z X et Z Y Z X Y⊂ ⊂ ⇔ ⊂ ∩
 

( ) ( ) ( )) \ \ \d X Y Z X Z Y Z∪ = ∪
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                

\ \ \

\ \  

                

\

\ \ \ 

X Y X Y

X Y X Z Y Z X Y Z

Z Z Z

Z Z

Z

X Y Z

X Y X Y Z X Z Y Z X Z Y Z

∪ = ∪

∪ ∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ = ∪

∪ = ∪ ∩ = ∩ ∪ ∩ = ∪

=  

 

Exercice 06 :   On rappelle que  � △ � = �� ∖ 1�⋃�� ∖ �� 

 

3) Montrons que ��⋂1�⋂��⋂��555555555 = �⋂1⋂26 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )                              \

A B A C A B A C A B A A B C A B C

A B C

∅

∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∪ = ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ = ∩ ∩

= ∩

�������
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Et que :  ��⋂2�⋂��⋂��555555555 = �⋂2⋂16 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )                              \

A C A B A C A B A C A A C B A C B

A C B

∅

∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∪ = ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ = ∩ ∩

= ∩

�������  

 

La déduction que ��⋂1�∆��⋂2� = �⋂�1∆2� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

\ \ \

\ \ \

\ \ \ \

\ \ \ \

X Y

Y X

X Y A B A C A B A C A B C B C

Y X A C A B A C A B A C B C B

X Y X Y Y X A B A C A B C A C B

A B A C B C C B B C C

A

A

A A A B B C

A B C CAA

A

B

 = ∩ ∩ = ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ =

= ∩ ∩

∩

∩

∩ ∩

= ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ =

∆ = ∪ = ∩ ∆ ∩ = ∩ ∪ ∩

⇔ ∩ ∆ ∩ = ∪ = ∪ = ∆

 ∩

∩

∆ ∩ ∆

∩

= ∩

����� �����

����� �����

 

 

4) Montrer que ��⋃1�⋂��⋃��555555555 = �̅⋂1⋂26 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B A C A B A C A A C B A C A B C

∅

 
 ∪ ∩ ∪ = ∪ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ = ∩ ∩
 
 
�����

 

 

 ��⋃2�⋂��⋃��555555555 = �̅⋂2⋂16 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

A C A B A C A B A A B C A B

A A B C A B A C B

∅

∪ ∩ ∪ = ∪ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∪ ∩ ∩

= ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ = ∩ ∩
�����

 

� △ � = �� ∖ 1�⋃�� ∖ �� 

 

La déduction que ��⋃1�∆��⋃2� = �̅⋂�1∆2� 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

\ \

\ \

\ \

                                       

\

\

\ \

\ \                                 

X Y

Y X

A B C

A C

X Y A B A C A B A C A B C

Y X A C A B B

A B C A C B

A B

A C A B A C B

C C B

X Y X Y Y X A B A C

 = ∪ ∪ = ∪ ∩ ∪ = ∩ ∩ =

= ∪ ∪ = ∪ ∩ ∪ = ∩ ∩ =

∆ = ∪ = ∪ ∆

∩

∩

∪ =

∩

∪∩ ∩

= ∪

����� �����

����� �����

( )

( ) ( ) ( )A

A B C

AB A C B C

= ∆

 ∪ ∆ = ∩∪ ∆

∩
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Chapitre II:  

 

 

 

Raisonnement par Récurrence 
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Rappel de Cours 

 

 

Raisonnement par Récurrence 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rappel : 

Pour démontrer par récurrence qu’une proposition ( )nP  est vraie pour tout 

entier naturel supérieur ou égal à un entier naturel 0n  fixé, on procède en trois 

étapes. 
 

Avant de commencer, on note ( )nP  la proposition que l’on va démontrer. 

 

• Étape 1 : Initialisation 

On vérifier  ( )nP  est vraie, c’est-à-dire que la proposition est vraie pour 

le premier indice 0n . On dit qu’on a initialisé la récurrence. 

 

• Étape 2 : Hérédité 

On suppose que pour un entier n  quelconque 0n n> , ( )nP  est vraie, et 

sous cette hypothèse (dite de récurrence) on démontre que la proposition 

( )1nP + est vraie. On a ainsi prouvé que l’hypothèse de récurrence « ( )nP vraie 

» est héréditaire. 
 

• Étape 3 : Conclusion 

Lorsque les deux premières étapes ont été réalisées, on conclut : par 

récurrence, la proposition ( )nP est vraie pour tout entier naturel ( )0 n n n>   
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Raisonnement par L'absurde 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rappel : 

Le raisonnement par l'absurde est un raisonnement qui permet de démontrer 

qu’une affirmation est vraie en montrant que son contraire est faux.  Il s’appuie sur 

règle logique que : 

Si "non P" est fausse, alors P est vrai 

 

Le raisonnement consiste à supposer que l’affirmation contraire est vraie et à 

tirer les conséquences que cela pourrait avoir une seule conséquence absurde, 

manifestement fausse ou une contradiction permet d’affirmer que l’affirmation 

contraire est fausse et donc d’en conclure que l’affirmation initiale est vraie. 

Autrement dite : pour montrer que la proposition  � ⟹ � : on suppose à la fois que 

P est vraie et  Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi P est vraie alors Q 

doit être vraie donc � ⟹ � est vraie. 
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Série de TD N°02 

 
Raisonnement par Récurrence 

 

Exercice 01 : Démontrer par récurrence que pour tout entier � ≥ 1: 

1. 1 + 2 + 3 + ⋯ . . +� = �(���)
�

 

2. 1 + 2� + 3� + ⋯ . . +�� = �(���)(����)
�

 

3. 1 + 2� + 3� + ⋯ . . +�� = ��(���)�

�
 

4. 1 × 2 + 2 × 3 + 3 × 4 + ⋯ . . +�(� + 1) = �(���)(���)
�

 

 

Exercice 02:  � est un réel positif. 

        Démontrer que pour tout entier naturel �, (1 + �)� ≥ 1 + �� 

 

Exercice 03: On considère la suite (��) définie par �� = 1 et pour tout entier naturel�, 

���� = �
�

�� + 3. 

       Démontrer que pour tout entier naturel �, �� = � 
�! + 6. 

 

Raisonnement par L'absurde 
 

Exercice 04: Montrez en utilisant un raisonnement par l'absurde que : 

1. 2n ,n        N est pair n est pair∀ ∈   

2. 2   est un nombre irrationnel ( 2 Q∉ ) 

 

Exercice 05: Montrez en utilisant un raisonnement par l'absurde que : 

∀� ∈ ℝ∗ ∶ (1 + �� ≠  1 +
��

2
 

Exercice 06 : Montrez en utilisant un raisonnement par l'absurde que : 

 

1. ∀ *, ,, - ∈ ℝ ,* ≤  , ⇒  * + - ≤  , + - 

2. ∀ *, ,, - ∈ ℝ ,*- ≥  ,- 01 - > 0 ⇒  * ≥  , 
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Corrigé type de la  Série de TD N°02 
 

 

Raisonnement par Récurrence 

 

Exercice 01:  

Démonstration de la formule vue l’introduction, à l’aide du raisonnement par récurrence: 
Montrons que pour tout entier naturel n  
 

1. 
( ) ( )1

1 2 3 4 ...    :
2 n

n n
n Notons P la proposition

+
+ + + + + =  

 

• Étape 1 : Initialisation 
 

La proposition est vraie car ( )1P est vraie car 
( )1 1 1

1  
2

+
=   

La proposition est vraie car ( )2P est vraie car 
( )2 2 1

1 2 =3 
2

+
+ =   

 

On conçoit et on admet que si l’on sait démontrer que « ( )nP vraie » entraîne « ( )1nP +

vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier naturel 1n ≥ . 
 

 

• Étape 2 : Hérédité 

Supposons donc que ( )nP  est vraie pour un entier naturel n  , c’est-à-dire que pour 

un entier naturel n : 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1
:       1 2 3 4 ... 1

2
1 2

:     1 2 3 4 ... 1
2

n

n

n n
P n n

n n
P n n+

+
+ + + + + − + =

+ +
+ + + + + + + =

 

Comme ( )nP  est vraie, alors dans la somme ( )1 2 3 4 ... 1n n+ + + + + − +  , on peut 

remplacer les n  premiers termes par 
( )1

2

n n +
. 

On obtient alors :  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1

1
1 2 3 4 ... 1

2

1 1
                                                       

1 1

2 1

2

2

2

n

n

P

P

n n
n n

n n

n n

n n n

+

+
+ + + + + − + =

+ +

+ +

= =

+ +

+ + +

�����������

���������������  
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Alors ( ) ( ) ( )1
1 2 3 4 ...

2

2
1

n n
n

+
+ + + + +

+
=+

 
 est vraie, Donc ( )1nP + vraie 

 
 

• Étape 3 : Conclusion 

( )nP  est vraie pour tout entier naturel 0n >  , c’est-à-dire pour tout entier naturel n   

( ) ( )1
1 2 3 4 ... 1

2

n n
n n

+
+ + + + + − + =  

 

2. 
( )( ) ( )2 2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 4 ...    :
6 n

n n n
n Notons P la proposition

+ +
+ + + + + =  

 

• Étape 1 : Initialisation 
 

La proposition est vraie car ( )1P est vraie car 
( )( )1 1 1 2 1

1 =1 
6

+ +
=   

La proposition est vraie car ( )2P est vraie car 
( ) ( )2 2 2 1 4 1

1 2 =5 
6

+ +
+ =   

 

On conçoit et on admet que si l’on sait démontrer que « ( )nP vraie » entraîne « ( )1nP +

vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier naturel 1n ≥ . 
 

 

• Étape 2 : Hérédité 

Supposons donc que ( )nP  est vraie pour un entier naturel n  , c’est-à-dire que pour 

un entier naturel n : 
( )( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2 2

22 2 2 2
1

1 2 1
:       1 2 3 4 ...

6
1 2 2 3

:     1 2 3 4 ... 1
6

n

n

n n n
P n

n n n
P n+

+ +
+ + + + + =

+ + +
+ + + + + + =

 

Comme ( )nP  est vraie, alors dans la somme ( )22 2 2 2 21 2 3 4 ... 1n n+ + + + + − +  , on peut 

remplacer les n  premiers termes par 
( )( )1 2 1

6

n n n+ +
. 

On obtient alors :  

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 22 2 2 2 2

2 2

1 2 1
1 2 3 4 ... 1

6

1 2 7 61 2 1 6 1
                                                       

6 6

                               

1

  

1

n

n

P

P

n n n
n n

n n nn n

n

n n

n

+

+ +
+ + + + + − + =

+ + ++ +

+ +

+ +

+

=

+

=

���������������

�������������������

( ) ( ) ( )
                  

1 2 2 3

6
    

n n n+ + +
=
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Alors ( ) ( )( ) ( )22 2 2 2 1 2 2 3
1 2 3 4 ... 1

6

n n n
n

+ + +
+ + + + + + =

 
 est vraie, Donc ( )1nP + vraie 

 
• Étape 3 : Conclusion 

( )nP  est vraie pour tout entier naturel 0n >  , c’est-à-dire pour tout entier naturel n   

( ) ( )2 2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 4 ...

6

n n n
n

+ +
+ + + + + =  

Raisonnement par L'absurde 

 

Exercice 04 : Montrez en utilisant un raisonnement par l'absurde que: 

 

1. Montrons 2n , n        N est pair n est pair∀ ∈   

Raisonnement par l'absurde, 2n ,         N n est impair n est pair∀ ∈ 
 
 

Supposons que :  

( ) ( )22 2

Nombre impa

2

ir

 

2. 1 est     2. 1 4 4. 1 +1 

   

4

  

nombre pair

n k impair n k k k

La proposition est fausse Une cont

k k

radiction

= + = + + +



+= =
�����

�����

 

Alors la formule : 2n , n        N est pair n est pair∀ ∈  est vraie 

2. 2   est un nombre irrationnel ( )2 Q∉  

Raisonnement par l'absurde, Supposons 2
 
est un nombre rationnel ( )2 Q∈

 
 

On sait que les nombres de l’ensemble Q s’écrivent a b
 

Telle que le gcd( , ) 1p a b =  (i.e. : a et b sont premiers entre eux), 2,a b N∈
 

Donc 2 a b=  avec
 

gcd( , ) 1p a b =  
 

( ) ( )
2 2 2 22 2.aa bb  ==

 

        Donc 2
a  est un nombre pair 

 
 

Puisque a  est un nombre pair  2.a k=
 

 

    Donc ( )22 22. 4.a k k= =   
 

 

    ...............(2)a pair 

2 24. ...............(3)a k=

2 22. ...............(1)a b=
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( ) ( ) 2 2 2 3   1 2. 4.dans a b k = =
 

2 2 2   2.      b k b est pair b est pair⇔ =  ⇔  

 

 

( ) ( ) 2   4   ,     ,     

   ,    gcd( , ) 1  2 Q

De et Les nombres a b se divisent par deux ce qui nous ramène

à une contradiction puisque p a b Alors



=  ∈  

 

Donc : 2       est un nombre irrationnel  est vraie. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    ...............(4)b pair 
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Chapitre III:  

 

 

 

Applications et Relations binaires 
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Rappel de Cours 

 

Les Applications 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les Relations binaires 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Définition : 

Soient E et F deux ensembles quelconques et  :  E Ff →  une application 

• Application Injective : Nous disons que f est une application injective ou est 

une injection si deux éléments quelconques de E ayant même image par f sont 

nécessairement égaux, c'est-à-dire:  , ' , ( ) ( ') 'x x E f x f x x x∀ ∈ =  =  

• Application Surjective: Nous disons que f est une application surjective ou est 

une surjection si tout élément y de F possède au moins un antécédent par f, 

c'est-à-dire : 

1

     ,  ,  ( )

                                          (

  

)

On peut écrire x en fonction de yy F x E y f x

x f y−

∀ ∈ ∃ ∈ = 

 =
 

Application Bijective : Nous disons que f est une application bijective ou est 
une bijection si elle est à la fois injective et surjective. 

Relation d’équivalence: Pour que la relation soit une Relation d’équivalence, il faut 

satisfaire les conditions suivantes :  

• Réfléxive            :   x E x x∀ ∈ ℜ    

• Symétrique         2, :     x y E x y y x∀ ∈ ℜ  ℜ  

• Transitive            3   
,   :   

  

x y
x y et z E x z

y z

ℜ
∀ ∈  ℜ ℜ

 

Relation d’ordre : Pour que la relation soit une Relation d’équivalence, il faut 

satisfaire les conditions suivantes :  

• Réfléxive              :   x E x x∀ ∈ ℜ  

• Anti- Symétrique 2, :       x y E x y et y x x y∀ ∈ ℜ ℜ  =                 

• Transitive             3   
,   :   

  

x y
x y et z E x z

y z

ℜ
∀ ∈  ℜ ℜ
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Série de TD N°03 

 

Les Applications 

  

Exercice 01 : Soient f et g deux applications définie de IN dans IN par : 










−
==

impairestxsi
x

pairestxsi
x

xgxxf

2

1
2)(,2)(  

a) Est-ce que  gf ,  sont surjectives ? Injectives ? 

b) Calculer fggf �� ,  

 

Exercice 02: Soient f et g deux applications définie de IR dans IR par : 

53)( += xxf   ,  1
2

1
)( −= xxg  

a) Montrer que gf , sont des applications bijectives. 

b) Calculer les applications suivantes : )(),(,, 111111 −−−−−−
fggfgf ��  

c) Montrer que gf � et fg � sont des applications bijectives. 

d) Vérifier que : 111)( −−− = fggf ��  et 111)( −−− = gffg ��  

 

Exercice 03: Soit f une application définie par :   

xxxfx

IRIRf

2)(

:

+=
→
֏

 

1. Montrer que f est bijective. 

2. Déterminer l'application réciproque 1−
f .  
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Les Relations binaires 

 

Exercice 04: Soit ℜ une relation définie dans Z par : 

( ) )(:, 2
yxyxZyx −⇔ℜ∈∀  est un multiple de 5. 

a) Montrer que ℜ est une relation d’équivalence. 

b) Trouver l’ensemble quotient ZZ 5/ .  

 

Exercice 05 : On définit surℝ�la relation  � , 

��, �����′, �′� ⟺ � + � = �
 + �′ 

1) Montrer que  �   est une relation d’équivalence. 

2) Trouver la classe d’équivalence du couple�0,0� . 

 

Exercice 06 : 

   1.  Soit ℜ une relation dans ∗IR  définie par : 

0. >⇔ℜ yxyx  

     a) Montrer que  ℜ est une relation d’équivalence. 

     b) Calculer l’ensemble des classes d’équivalence. 

2. Soit ℜ′ une autre relation dans IR  définie par : 

0. >⇔ℜ′ yxyx  

      Montrer que ℜ′ n’est pas une relation d’équivalence. 

 

Exercice 07 : Soit  �: ℝ ⟶ ℝdéfinie par ���� = �� − �� + � et soit � la relation dans ℝ définie 

par :  � � � ⟺ ���� = ���� 

Montrer que � est une relation d’équivalence. 
 

Exercice 08: Soit ℜ une relation dans IR  définie comme suit : 

033 ≥−⇔ℜ baba  

a) Montrer que  ℜ est une relation d’ordre. 

b) Cette relation, est-elle d’ordre total ? 
 

Exercice 09: Soit dans ℝ�la relation définie par  

��, �� � ��
, �′� ⟺ � ≤ �
et� ≤ �
. 

Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total ? 

 



Mathématiques I_ Exercices et solutions                                          
 

Dr REZAOUI .M.M et M
r
 ELBAR .M 32 

Corrigé type de la  Série de TD N°03 

 

Les Applications 

 

Exercice 01 : Soient f et g deux applications définie de IN dans IN par : 










−
==

impairestxsi
x

pairestxsi
x

xgxxf

2

1
2)(,2)(

 

a) La surjectivité de gf , :    ,  , ( )y N x N y h x∀ ∈ ∃ ∈ =  

           

*    ( ) 2 / 2y f x x x y N= =  = ∉   (Donc  f(x) n’est pas surjective). 

 

          

22*    ( )
1 2 1

2

x
si x est pair

y
y g x x N

x y
si x est impair


 = =  = ∈ − +


 

                  Alors g(x) est surjective. 

 

L’injectivité de gf , :       2, ' , ( ) ( ') 'x x N h x h x x x∀ ∈ =  =  

 

            

*    ( ) ( ') 2 2 ' 'f x f x x x x x= ⇔ =  = :   f(x) est une fonction Injective. 

2*   ( )
1

2

x
si x est pair

g x
x

si x est impair


=  −


:   g(x) n’est pas une fonction Injective. 

            Puisque si : x=4, x’=5 et  ��� = 4� = ��� = 5� = 2 «ℎ��� = ℎ��
� ���   � ≠ �′ » 
 

b) Calcul de ,f g g f� �   

( ) ( )

( ) ( )

( )
1

( ) 2 1

2

x si x est pair
fog x f g x

x si x est impair

x si x est pair

gof x g f x x
si x est impair


= =    −


= =   − 


 

 



Mathématiques I_ Exercices et solutions                                          
 

Dr REZAOUI .M.M et M
r
 ELBAR .M 33 

Les Relations binaires 
 

Exercice 04: Soit ℜ une relation définie dans Z par : 

( ) )(:, 2
yxyxZyx −⇔ℜ∈∀ est un multiple de 5. 

a) Montrons que ℜ est une relation d’équivalence. 

2

            - 5  0 5        

  ,  :

            :

Relation d'équivalenc

 - 5 ,    -1 - 5 '

e

      

  :  - 5 ......

:

:

:

:Réfléxive

symétriq

Soit x Z x x k k Donc x x

Soitent x y Z

x y x y k multiplions par y x k Donc y x

ue

Transitive
x y x y k

∈ = ⇔ = ℜ
∈

ℜ =  = ℜ
ℜ = ........(1) 

  :  - 5 '..............(2

(1) (

) 

- 5 "            2  )

y z y z k

x z k Donc x z

ℜ =
=



+  ℜ




 

b) L’ensemble quotient ZZ 5/ .  

{ } ( )

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

*

*

*

*

*

*

* * * * * * * * * *

  5 5  

0   0 0 5 5

1   1 1 5 5 1

2   2 2 5 5 2

3   3 0 5 5 3

4   4 0 5 5 4

0 5 10 ...,  1 6 11 ...,  2 7 12 11 ...,

x y Z y x x y k y k x k Z

y Z y y k y k

y Z y y k y k

y Z y y k y k

y Z y y k y k

y Z y y k y k

= ∈ ℜ  − =  = + ∈

= ∈ ℜ  − =  =

= ∈ ℜ  − =  = +

= ∈ ℜ  − =  = +

= ∈ ℜ  − =  = +

= ∈ ℜ  − =  = +

= = = = = = = = = =
* * * * * * * *

 3 8 13 11 ...,  4 9 14 11 ...,  = = = = = = = =
 

Exercice 05 : On définit surℝ�la relation � , ��, �����′, �′� ⟺ � + � = �
 + �′ 

1) Montrons que � est une relation d’équivalence. 

2

Re  ' :

( , ) ( ', ') ' '

                   

  ,  :

          ( , ) ( ', ') :  ' ' ' '     ( ', ') (

:

, )

:

Réfléxive

symét

lation

x y x y x y x y

Soit x R x y x y Donc x y

Soitent x y R

x y x y x

rique

Tran

y x y x y x

d équiv

y Donc

alence

x y x

i

y

s toire

ρ ⇔ + = +

∈ + = + ℜ

∈
ℜ + = + ⇔ + = + ℜ

( , ) ( ', ') ' '..............(1) 

( ', ') ( , ) ' ' ..............(2) 

          ( , ) ( ,

:

(1) (2 ))

x y x y x y x y

x y z u x y z u

x y z u Donc x y z u

ℜ ⇔ + = +
ℜ ⇔ + = +





+  + = + ℜ

 

2) La classe d’équivalence du couple �0,0� . 
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35 

 

Chapitre IV:  

 

 

 

Les Fonctions réelles à une variable 

réelle 
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Rappel de Cours 

 

Domaine de définition:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Les limites: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

) [ ]
[ ]

)

( )2

1 sin( )                -1,1            

2) cos( )                -1,1

3 ( )                 - ,   
2 2

4) ( ) ln 1                            

5

Arc x définie sur

Arc x définie sur

Arctg x définie sur

Argsh x x x définie sur

π π 
  

= + + ℜ

( ) [ [

] [

2) ( ) ln 1                  1,

1
6) ( ) ln                        1,1

1

7) ( )         ( )         ( )       
2 2

x x x x x x

x x

Argch x x x définie sur

x
Argth x définie sur

x

e e e e e e
Sh x Ch x Th x

e e

− − −

−

= + − +∞

 += −  − 

− + −= = =
+

 

) ) ( ) )

) ) )

x
1/x

0 0

0 0 0

1 sin( )
1 lim 1 =e                          2 lim 1 =e                          3 lim =1

( ) cos( ) 1 1
4 lim =1                              5 lim =1                       6 lim

x x x

x

x x x

x
x

x x

tg x x e

x x

→∞ → →

→ → →

 + + 
 

− −

) ) )

) )

00

=1    

7 lim =1                                  8 lim =+                                9 lim ln( )=0

  

ln( )
10 lim =0                            11 lim =0                         

x
x

x xx

x

x x

x

e
x x x

x

x
xe

x

+ →+∞ → +→

→−∞ →+∞

∞

)
1

ln( )
   12 lim =1 

1x

x

x→ −
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La  continuité d’une fonction
 
 
 
 
 
 
 
 
La  dérivabilité d’une fonction
 

 

 

 

 

Note : 

 

 

 

 

 

 
Règle de l’Hôpital : 
 
 
 
 
 
 
 
 
Théorème des accroissements finis

 
 
 
 
 
 

 
 
 

lim ( ) ( )
x a→

 lim '( )
x a→

Rappel :  

Si f(x) est dérivable 

La réciproque n’est pas toujours valable.

Soit une application de l'intervalle 
suivantes : 

1. est continue sur 
2. est dérivable sur 

Alors il existe  
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La  continuité d’une fonction :  

La  dérivabilité d’une fonction :  

Théorème des accroissements finis 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
>
<→

=

( ) ( )
 lim '( )
x a

f x f a
f a

x a→

− =
−  

Si f(x) est dérivable f(x) est continue 

La réciproque n’est pas toujours valable. 

0 0

( ) '( )
 lim  lim

( ) '( )x x x x

f x f x

g x g x→ →
=

une application de l'intervalle dans vérifiant les conditions 

est continue sur , 
est dérivable sur . 

tel que 

38 

vérifiant les conditions 
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Développement de Maclaurin 
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Série de TD N°04 

 
 

FonctionsLes  

 

Exercice 01 : Donner le domaine de définition des fonctions suivantes :  

 

) ( ) ( )21ln1 xxf −=  ) ( )
xx

xf
−+

=
2

1
2  ) ( ) xxxf =3  

) ( ) ( )21sin4 xArcxf −=  ) ( )
x

xxf
−

+−=
1

1
5  

) ( ) )2cos(6 xxf =  

) ( ) ( )xtgxf =7  ) ( ) 








−
+=

x

x
xf

3

1
log8  ) ( ) 









+
−=

1

1
9

2

2

x

x
thxf  

) ( ) 










+
−=

1

1
10

x

x
arctgxf  

 

) ( ) )23(arg11 += xshxf  ) ( ) 








−
=

21

2
arg12

x

x
thxf  

 

Exercice 02 : calculer les limites suivantes : 
 1) ����→� 	1 − 	   2) ����→� 	1 − 	 − 31 − 	� 3) ����→�� 	�2	� − 1 − 	�2	 + 1 

 4) ����→� 1	�	 − 2)� − 1	� − 3	 + 2 5) ����→� ���2	)	  6) ����→��
1 − ����	)��� − 	 �     

 7) ����→� √	� + #� − #√	� + $� − $ 8) ����→� √	 + 1 − 1√	 + 1& − 1 9) ����→� 1	 �(� �)� − 1)	  

 
 10) ����→� 	����	)1 − cos�	)     11) ����→�

.	 + /	 + √	√	 + 1      12) ����→� ����	) − ����2	)	�         
   13) ����→� 1 − )0�sin�	)  

 

14) ����→� √1 + 	� − 1|	|    15) ����→� ����2	)/1 − 4(� �	) 

16) ����→� �(� �)� − 1)	  
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Exercice 03 : Etudier la continuité des fonctions suivantes : 
 

01) 5�	) = 7	� − 1 ��   	 ≤ 25 − 	   ��  	 > 2 :                                                02)5�	) = ; −2	 − 3  �� 	 ≤ −1	        �� − 1 < 	 ≤ 1−3	                ��  	 > 1: 
 

03)5�	) = = 0                                   �� 	 <  0	                            �� 0 ≤ 	 < 1−	� + 4	 − 2     �� 1 ≤ 	 < 34 − 	                             �� 	 ≥ 3:                             04) 5�	) = ?|�|�  ��   	 ≠ 00   ��  	 = 0 : 
 

05) 5�	) = ; 	� − 	 − 2	 − 2    ��   	 ≠ 23                        ��  	 = 2:                                         06) 5�	) = 7	� − 1   �� 	 < 0	 − 1     �� 	 ≥ 0: 
 

Exercice 04 :Peut-on prolonger par la continuité (au point 00 =x ) les fonctions suivantes : 

 

• 
1

1
( )

1 x

f x

e

=
+

 • 
sin( )

( )
x

f x
x

=  

• 
1

( ) .sinf x x
x

 =  
 

 • 
1 1

( ) .sinf x
x x

 =  
 

 

• 
2

1

2

1
( )  xf x e

x

− 
 
 =  • ( )

1

( ) 1 xf x x= +  

 
Exercice 05 : Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes 
 

( )
22 1

1
1

x
x e si x

f x
si x

e

− ≤
= 

>


 ( )
( )sin cos 2

0

0 0

x xe x
si x

f x x

si x

 −
≠= 

 =  
 

( )
2

1
1

  -1 1

x x
si x

f x x

si x

 +
 ≠ −=  +
 = −

 

 

 

   

 
Exercice 06 : Soit f(x) une fonction définie sur ℝpar : 
 

5�	) = ;	���� �1	)   �� 	 ≠ 00              ��  	 = 0 : 
 

1. Montrer que 5est dérivable sur ℝ et calculer sa fonction dérivée. 
2. Ecrire 5B�	) sous sa forme prolongée. 
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Exercice 07 : En utilisant la Règle d’Hôpital, calculer les limites suivantes : 
 

• 30

cos sin
lim
x

x x x

x→

− 
 
 

 • 
2

1

1 log
lim

xx

x x

e e→

− +
−

 
• 

3

sin
3

lim
1 2cosx

x

xπ

π

→

 − 
 

−
 

 

• 
( ) ( )

20

cos cos
lim
x

x x

x

α β
→

−
 • lim

x

px

e

x→+∞
 • 

1

ln( ) 1
lim

( 1) ln( )x

x x x

x x→

 − +
 − 

 

 
• ( )

0
lim 1 cos( ) ctan( )
x

x x
→

−    

  
Exercice 08 : 

 
1- En utilisant le théorème accroissement fini, montrer que :  
 

( )

( )

( )
( )

( )

1 1

1

1 1

2

*      , ; sin sin

*      ; 0 log 1

*      : 1

*      lim 1 . . 1

*        0 1,   :  1

*      ;   
1

  

*  

i

  

1

 

x

x x

x

x y IR x y x y

x IR x x

x IR e x

x e x e

Pour tout et i IN i i

x
x IR Arctg x

i

x
x

α α
α α

α αα

+

+
→+∞

− −

+

∀ ∈ − ≤ −

∀ ∈ ≤ + <

∀ ∈ > +

 
+ − = 

 

< < ∈ + −≤
+

≤
+

≤

∀ ∈ ≤

( ) ( )
2 2

 0 1 ; sin      tq: sin
1 1

x x
x x Arc x Arc x

x x
≤ < ≤ ≤

− −  

( ) ( )

( ) ( )

1
*      ; log 1 log

1

*      : sin( )

*      : 0 1 1

x IR x x x
x

x IR x x

x IR Arctg x Arctg x

+∀ ∈ < + − <
+

∀ ∈ ≤

∀ ∈ ≤ + − ≤
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2- a) En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires monter que l’équation xxe
x cossin =  

         Admet au moins une solution dans 






2
,0
π

 

    b) Par le théorème de Rolle, montrer que cette solution est unique  
 
Exercice 09 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition et 
calculer la dérivée : 

 5��	) = �� �/	� + 1) 5��	) = /1 + 	�4(���	) 5��	) = )	C ��� − 1√	� + 1  

 5D�	) = �� �1 + ��� �	)1 − ��� �	)) 5E�	) = 	√	� + 1 5F�	) = ��� �	� + 1)4(� �2	 + 1) 

 

 

 

Exercice 10 : 

 
1-Calculer les dérivées nièmes des fonctions : 
 

( ) x
f x xe=  ( ) 1

1
f x

x
=

−  

( ) 2 sinf x x x=  

 
2-Montrer que la dérivée nième de la fonction f(x) : 
 

] [ IRf →− 1,1:  définie par ( )
21

1

x
xf

−
=

 
 

( )( ) ( )
( )

] [ ( ) nrédepolynomeleestxPoux

x

xP
xfécrits n

n

nn deg1,1,
1

'
2

1
2

−∈∀
−

=
+

 

 

Exercice 11 : 

 

1- En utilisant le Développement de Mac Laurin, donner le développement des fonctions 
suivantes : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x
exf

x
xfxxfxxf =

+
===

21

1
cossin

 
 

2- Calculer e avec 3 chiffres exacts en utilisant le D de Mac Laurin 
 

En utilisant le développement limité quand 0→x . Calculer les fonctions suivantes  
 

( ) 2 5

sin sin
( ) ( ) ( )

sin cos 1 3

x x x
e e x tgx e x x

f x h x g x
x x x x x

−− − −= = =
− + 
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Série de TD N°04type de la   igéCorr 
 

 

Exercice 01: Domaine de définition:  

) ( ) ( ) ] [221 ln 1 ,11 0 1f x x x x − ⇔ ∈ −>= −
 

) ( ) [ ]1
2

2

0
0

2 0

2

0
2

0

, 2

x
x

x
x

x x

f x
x

x
x

 ≥
≥

 − ≥  ⇔  ≤ + − ≠
+

∈=
−



 

) ( ) ( ) ( ) ] [ln  ln 0 0,3
xxx x x

f x x e e xx= =  > ⇔ ∈= +∞
 

) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1 2,1 1 0s 2in 24 1f x Arc xx x x x − ≤ − ≤ ⇔ − ≤ − ≤= ⇔ ≤− −≤ ⇔  ∈  
 

) ( ) ] ]0 0

1 0
5

1
0

1

1
,xf x

x

x

x
x

x x

− ≥ ≤ 
  ⇔ −

= ∈
> 

−
<

−∞+
−

 

) ( )6 cos(2 ) cos(2 ) 0 2
2

,
2 4 4 44

x kx kf x x x x
π ππ π ππ π π− − −=  ≥  ≤ ≤ ⇔ ≤ − ∈ + + 




≤

 

) ( ) ( )

[ [ [ [

               

sin( ) 0  cos(
sin( ).cos( ) 0s

 

                          

) 0

sin(

in( )

cos

   0, / 2 ,3

) 0  cos( )
( ) 0cos(

0

/

)

2

7 Ou

x et

f x
x xx

xx
tg x

x

x

x et x

π π π

≥




≥
=  =

≠

 ∈ ∪

>

≤ <

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0,
2

x
π ∈   ,

2
x

π π ∈   

3
,

2
x

ππ ∈   

3
,2

2
x

π π ∈   
 

Alors le domaine de définition est 
3

0, ,
2 2

x
π ππ   

 ∈ ∪      
 

 

Une autre méthode pour trouver le domaine de définition : 

sin( ).cos( ) 0
 

cos( ) 0

x x
Puisque

x

≥
 ≠

 

 

     

 
Cos(x) 

 

 

+ 

 

- 

 

- 

 

+ 

 
Sin(x) 

 

 

+ 

 

+ 

 

- 

 

- 

 

sin( ).cos( ) 0x x >  

 

+ 

 

- 

 

+ 

 

- 

 

Alors le domaine de définition est 
3

0, ,
2 2

x
π ππ   

 ∈ ∪      
 

 

/ 2π 0 π 3 / 2π 2 π 
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) ( ) ( ) ( ) ] [

) ( )

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

2 2

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
2

1

2

2

1

1 3 0

0  

1

1
8 log

3

1
9

1
0

           

1,3

x x
x x

x x
x x

x x

x x

x x

e e e e

x

x
f x

x

x
f x

e e

les deux con

th
x

x

   − −
   −    − −    −   + +       + +   

   − −−      + +   

+ =  − 

 −=

+ − > 


−  + ≠=  

 + ≠+


∈

 +

 −



                 ditions sont toujours conclues x ∈ℜ
 

 

 

 
Exercice 03 : Etude de la continuité des fonctions suivantes :  

 
lim ( ) ( )

x a

f x f a
>
<

→
=  

 

) ( )
2

                       ,  

                              '   la regle de continuité,   :

                                        lim

1 2
1

5 2

Domaine de définition

Par l application de on trouve q

x si x
f x

x si x

ue

 − ≤
= 

>

ℜ
−

( )

( )
( )

22

2

2 2
2

2

0
2

lim ( ) lim 5

( ) (2) lim ( ) lim 2 1

(2) 2 1

                          lim ( ) (2) 3,      (

3

)    x

3

=

3

2

xx

x x
x

x

f x x

f x f f x

f

Donc f x f Alors f x est continue au

>

<

→→

→ → →

→

=

=

=

 = −


= ⇔ = −

 = −

= =

 

 

) ( )

                   

2 3 1

2       1 1

3

    ,

1

 

x si x

f x

Domaine

x si x

x si x

de définition

− − ≤ −
= − < ≤
− >

ℜ
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( )
( )

0

1 1

1

          '      ,    :

                  

lim ( ) lim
                    lim ( )

 -1:

( 1)
( 1) 2( 1) 3

                  

1

1

  

x x

x

Par l application de la regle de continuité on trouve que

P

f x

o

x
x f

ur x

f
f

→− →−

→−

== − ⇔ 
− = − − −

= −

= −

=



( )
( )

01

1

0

1

1

       lim ( ) ( 1),      ( )    -1

                  

lim ( ) lim 3
                    lim ( ) ( 1)

( 1) 1

                    

 1:

3

1

     

x

x x

x

Donc f x f Alors f x est continue au x

f x x
f x f

f

Donc

Pour x

→−

→+ →+

→+

= − =

== + ⇔ 

= +

=

= ++ = +

1
1

  lim ( ) ( 1),      ( ) '     1
x

f x f Alors f x n est pas continue au x
→+

≠ + = +

 

 
 

Exercice 11 : 

 

Rappel : 
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1- En utilisant le Développement de Mac Laurin, donner le développement des fonctions suivantes :  

( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

(1) (1)

( )
(2) (2)

0
(3) (3)

(4) (4)

(0) (1
0

 

sin( )      0 0      

cos( ) 0 1
0

         sin( ) 0 0 sin( )
!

cos( ) 0 1

sin( ) 0 0

0

0!

 

1)   sin(

    

)

    

kn
k

k

f x x f

f x x f
f

f x x f f

f x x

x x x
k

f x x f

f x x f

f f
f x x

=

= = 
 

= + = + 
 = −  =  = = 
 = − = − 
 = + = 

= +

=



( ) ( ) ( )

( )

) (2) (3)
1 2 3

3

0 0 0
...

1! 2! 3!
1

sin( ) ...
3!

 

f f
x x x

f x x x x


+ + +


 = = − +





 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1) (1)

( )
(2) (2)

0
(3) (3)

(4) (4)

(0) (1)
0

 

cos( )      0 1      

sin( ) 0 0
0

         cos( ) 0 1 cos( )
!

sin( ) 0 0

cos( ) 0 1

0

2)   

0

0! 1!

 

co

 

s )

 

(

 

kn
k

k

f x x f

f x x f
f

f x x f f x x x
k

f x x f

f x x f

f f
f x x

f x x

=

= = + 
 

= − = 
 = −  = −  = = 
 = + = 
 = + =

+



=



=



( ) ( )

( )

(2) (3)
1 2 3

2 4

0 0
...

2! 3!
1 1

cos( ) 1 ...
2! 4!

 

f f
x x x

f x x x x


+ + +


 = = − +



  
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Annexe:  

 

 

 

Lois Algébriques 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



�

�����������	
�����
��
�
����	�

�� � ��
�

��
�
��

��
�����

��

��
��
�
����

�

 !" � ��
�#

$�
�����

�����

%����&�
��
�
����#

�

'!" � ��
��

��
�
�(

)�
�����

���

%��&�
��
�
�����

�

 *+" � �,
�#

$�
�����%,�&�

�����

%����&�
��
�
����#

�

'- " � �,
��

��
�
�(

)�
�����%,�&�

���

%��&�
��
�
�����

�

./0"12 � ��3��
3%3,�&

��
�������

3%3,�&���%3,���&

��
����

�
����

�

/

/4"
� ��������#���������

�
����

�

5+./4"1� ,�,
��

�
,
�#

$
,
�(

)
,���,

��

�
��
�
����

�

/

/0"
� �,����,�#�����%,�&�����

�
����

�

5+./0"1� �,
��

�
�
�#

$
,
�(

)
�����%,�&�6�

��

�
��
�
����

�

7
/0" � ��

�

�
,
��

8
�����%,�&�6�

�9$9���9%��,$&

�9)9���9��
����

�
����

�

/
7
/0"

� �,
�

�
�
$

8
��,����%,�&�

�9$9���9%��,�&

�9)9���9��
����

�
����

�

:;'<=+"� �,
�#

$
�����%,�&�

�����

����
��
�
����#

�

:;><!" � ��
�#

$
�����

�����

����
��
�
����#

�

:;' *+"� ��
�

�

�#

$
�����

�9$9���%��,�&

�9)9���9��

�����

����
��
�
����#

�

:;> !" � �,
�

�

�#

$
�����%,�&�

�9$9���%��,�&

�9)9���9��

�����

����
��
�
����#

�

<!" � �,
�#

$
�
�

�?
�@,

�A

$�?
�B��

�
�C
�

<=+" � ��
�

$
�#�

�

�?
�@�

�A

$�?
�B��

�
�C
�



�

�����������	
��	���
��	

���������

��� �
��

���

��

��
�� ������ 

!"# �
��

���

$

%&�'$(�
�)�*+ �� 

,"# �
��

���

$

%&�(�
�)� �� 

!-.# �
��

���

%/$(�

%&�'$(�
�)�*+ �� 

,0!# �
��

���

%/$(�

%&�(�
�)� �� 

123#45 � $'
��

��+

6%6/$(777%6/�'$(

��
�� %6� ( ��8/$9$:

2

;<#
�

��

���

$

��*+
�� %���=( ��8/>�>9>�>:

2

1;<#4?
�

��

���

�'$

��*)
�� %���=( ��8/>�>9>�>:

2

1;<#4@
�

��

���

ABC+�*BC+

��*B
�� %���=( ��8/>�>9>�>:

D.12<#4 � /
��

��+

$

�
�� ��:/$9$:

D.123#4 �
��

��+

%/$(�C+

�
�� ��8/$9$8

E
23# � $'

�

&
'
��

��)
%/$(�C+

$FGF777F%&�/G(

&FHF777F%&�(
�� ��8/$9$:

2
E
23#

� $'
��

��+
%/$(�

$FGF777F%&�/$(

&FHF777F%&�(
�� ��8/$9$:

IJ,KL.# �
��

���

%/$(�

&�'$
�)�*+ ��:/$9$8

IJMK"# �
��

���

$

&�'$
�)�*+ ��8/$9$:

IJ,!-.# � �'
��

��+

$FGF777F%&�/$(

&FHF777F%&�(

�)�*+

&�'$
��8/$9$:

IJM!"# � �'
��

��+
%/$(�

$FGF777F%&�/$(

&FHF777F%&�(

�)�*+

&�'$
��8/$9$:



�

������������		��


��
���� ������� ������������

�� ��� ����� � 

�! "�� "�!�� � #

$!% "�& "$!% �

'% '�� # '%()' �

()*�*
+

�
� 

(,-.� '�� #/0+1
+

�()'
� 

2,3� 435)� �

35)� 2,3� �

67)� +867)9�:
+

2,39�
�/
;<

=
8><

?
?
?>��

@

2,67)� 4+42,67)9�:
4+

35)9�
�/<�

2A� 3A� �

3A� 2A� �

6A� +46A9�:
+

2A9�
�

2,6A� +42,6A9�:
4+

3A9�
� 

BC235)�
+

D
+4�9

E4+F+G

BC22,3�
4+

D
+4�9

E4+F+G

BC267)�
+

+8�9
�

BC-3A�
+

D
�98+

�

BC-2A�
+

D
�94+

E+F#HG

BC-6A�
+

+4�9
E4+F+G



�

����������	�	�

��

� ��

��������������������
��

�������� ��������� ������ !!�"

#$%$&'
( $&)*
+),-.%/0

#$%$&'
(12

+3/

+)4 5$)*

+),-#46.%/0'5

$)789:$&;<7$&:=9;

#$%$&'
> $&)*
?)@-.%/0

#$%$&'
>12

?3/
7$&:=9;

#$%A&'
( A&)@-*
+),-.%/0

#$%A&'
(12

+3/
*

/

$%B
B)* CDE$%BE 789:B;<7B:=9;

/

$%#B3FG'
B)*<G)*H

/

I
CD
J
#$%B'K3GK

L

3FMNOPQD
$%B

G

*

�� R��������	�	�

��
�������� ��������� ������ !!�"

CD$ $#CD$%/' 7S:=9;

T>U ?)@H
/

?
T>U *

VFD$ %OWV$ *

OWV$ VFD$ *

PQD$ %CDEOWV$E
X
%
Y

I
3ZY:

Y

I
3ZY

[

OWPQD$ CDEVFD$E 7ZY:#Z3/'Y;

V\$ O\$ *

O\$ V\$ *

P\$ CD#O\$' *

OWP\$ CDEV\$E 789:S;<7S:=9;



��������������		�� 


��� �
�����������������������������
�
�����

����� �� !" # � $% &��%"$'((%)

*+,-.
.

/
0
*+,/.

1
2

34*-.
.

/
5
*+,/.

1
2

67,-. 67,.0.
8
0
9

/
5:9;

9

/
5:9

<

3467,-. 03467,.0. =:9;>:5?@9A

*B-.
*B/.

1
0
.

/
2

3B-.
*B/.

1
5
.

/
2

6B-. .06B. 2

346B-. .0346B. =CD;EAF=E;GDA

?

*+,.
H,
I
I
I67,

.

/

I
I
I =:9;>:5?@9A

?

34*.
H,
I
I
I67,
J.

/
5
9

1

KI
I
I

8
0
9

/
5:9;

9

/
5:9

<

?

*B.
H,
I
I
I6B
.

/

I
I
I =CD;EAF=E;GDA

?

3B.
/LM367,NO 2

?

*+,-.
P?53467,-. 03467,. =:9;>:5?@9A

?

34*-.
P?567,-. 67,.

8
0
9

/
5:9;

9

/
5:9

<

?

*B-.
P346B-.0? 0346B. =CD;EAF=E;GDA

?

3B-.
P?06B-. 6B. 2

?

*+,Q.
03467,.0

3467,R.

S
=:9;>:5?@9A

?

34*Q.
67,.5

67,R.

S

8
0
9

/
5:9;

9

/
5:9

<



� ����������	�	�

��

�� 
��������������������������������������

��� !"�� #$"%"!"&' (�!'$&)**'+

,

,-./
012345. 6

,

7/-./
7869

,

7
012345

.

7
6

,

,:./

;
<=

<>

01?3@.

,

A
B5

C
C
C
C
,-.

,:.

C
C
C
C

;
<=

<>

D:,E,F

DGHE:,FI
D:,E,FID,EJHF

,

7/:./
7869

;
<<=

<<>

,

7
01?3@

.

7
,

A7
B5

C
C
C
C
7-.

7:.

C
C
C
C

;
<<=

<<>

D:K7KEK7KF

DGHE:K7KFI
D:K7KEK7KFIDK7KEJHF

,
L
,:./

012MN5. D:,E,F

,
L
7/:./

7869 012MN5
.

K7K
D:K7KEK7KF

,
L
./-,

01?M@.O

B5
P
.-
L
./-,

Q 6

,
L
./:,

;
<=

<>

01?2@.

:01?2@R:.S

B5K.-
L
./:,K

;
<=

<>

D,EJHF

DGHE:,F

DGHE:,F�TD,EJHF

,
L
./-7

7869 B5
C
C.-

L
./-7

C
C

;
<<=

<<>

7UVW6

7XVWY
GHE:

L
:7
Z

�TD
L
7EJHF

,

R./-,S/
,

A
012345.-

.

AR./-,S
6

./

R./-,S/
,

A
012345.:

.

AR./-,S
6



�

���������	��


� ���
	����
��
�����
�

� �������������������

�� ! "#�! $% ! "#$% !

&'()*+,)-)
-./'0102'

3 3 34
56

7
896

:
:
:9;<

=
346<

>.?02-) 76 76 6 6

>@?01. 0*A@0?) A@0?) 0*A@0?) 0*A@0?)

BC6D!E �� ! D"#�! D$% ! D"#$% !

BC68!E D�� ! D"#�! $% ! "#$% !

B
F6

7
D!
G

"#�! �� ! "#$% ! $% !

B
F6

7
8!
G

"#�! D�� ! D"#$% ! D$% !

&'()*+,)-)
-.?0H@+0,01.

3 3 34
56

7
896

:
:
:9;<

=
346<

I.?0H.) "#�! D�� ! J8$% K!L
J

"#�K!

DJD"#$% K!

L
DJ

�� K!

M NOP�Q�����O�RQOSP��

6

T

6

U

6

V

W

X

Y
X

X

Y
V

X

W

X

Z

6

X 6

7

[

$% !

"#�!

"#$% !

�� !



� ���������	��


� �
� �
� �
� �
�

���� �
�
�
�

�
�
�

�
�
� �

���� �
�
�
�

�
�
�

�
�
� �

���� � �

�
� �

�
� ���� ��

������ ���� ��
�
� � �


�
� �

!! "#$%&'#$()*%'+)#,-.(/.(0#$%&'#$(%')%-12').(

3 4567898:7

;<=>�?�@��A�B�=<BC<==DE�B?�<=�<=F@�AB�@�=B?�G@�@E�B?�HI<=��B?@�I�=<�BI�<
��JAICB�>@I??�=@I�?<C<=�HIKB�@�=�IBD><����LMNOK?<P<E>C<Q�
�QR�
�<B
�
�S��@�BB@I=CKETE<�EKG<>K?CKF@�AB�@�=��I=N;<=UF@�AB�@�=A�?AICK�?<=
?�A�>?@HI<=VWX����QWX����QWX����<BWX�����<=@�B>K=�<Y?K�<=?�A�>?@HI<=Q
>I�=HI<C<=F@�AB�@�=�<��>K?B�<=@�B>K=�<=Z�[<AB�@�=\K[@IB@�=HI]<CC<=�<=@�B
_̂̀ >�?�@��HI<=NaCFKIBC<=A@EZ��<?KY<ACK>�?�@��A�B�<BQ>@I?=��I=<BA@=��I=QKY<A
C<==DE�B?�<=>K??K>>@?BbC]KP<�<=@?�@���<=<BC]KP<�<=KZ=A�==<=?<=><AB�Y<E<�BN

cd�����LMefg�h�iQKC@?=�LWX����Mj�k��
@I�L�gWX����Mj�k��

cd�����LMefg�h�iQKC@?=�LWX����Mj�k��
@I�LgWX����Mj�k��

cd�����LMelQKC@?=�LWX����Mj�k�

cd�������LMelQKC@?=�LWX����Mj�k�

;<>?@ZCmE<?�A�>?@HI<<=BQCI�Q=K�=��JAICB�n=��LWX����MQKC@?=����LMN

o pq:rq8595s

WX����� WX����� WX����� WX�����

t�=<EZC<�<
�� ��B�@�

fg�h�i fg�h�i l l

t�=<EZC<
�EKG<

fg�
�h�
�i f�h�i ig�
�h�
�f i�h�f

O�?�@�< KIAI�< KIAI�< KIAI�< KIAI�<

OK?�B� �E>K�?< KIAI�< �E>K�?< KIAI�<

t�=<EZC<�<
��?�YKZ�C�B�

ig�h�f ig�h�f l l

u�?�Y�<
�

�
�g�v

g�
�
�g�v

�

�S�v
g�

�S�v



������������	 


� �
�������

����������������� !

���"#������"#�$����"#�
��$

%&�$
�'� ()'�

*
++,

++-

./0�$1%

%/0�$2%34�5$6.

&%/0�$2%34�5$7.

���"#��������"��� !

�����"��

8
���"#�% � /0�2.

�����"#�% � /0�1.

���"#������"#�% ��/09:;�<=� !

>>> ?@ABCDEF

G H�I�����I
�JK�LM�INO
J
PQ�L�R�I


���S�����S��%

���S��
%

%�"#�S�

���S��
%

%���"S�
�

"#�S�

%�"#�S�

T UJJ�����J
��IV�

���;W�X<����W���X&���W���X ���Y����Z�!���
Y�Z

!
���
Y&Z

!

���;W�X<����W���X����X���W ���Y����Z�!���
Y�Z

!
���
Y&Z

!

"#�;W�X<�
"#�W�"#�X

%&"#�W"#�X
"#�Y�"#�Z�

���;Y�Z<

���Y���Z

���;W&X<����W���X����W���X ���Y&���Z�!���
Y&Z

!
���
Y�Z

!

���;W&X<����W���X&���X���W ���Y&���Z�&!���
Y�Z

!
���
Y&Z

!

"#�;W&X<�
"#�W&"#�X

%�"#�W"#�X
"#�Y&"#�Z�

���;Y&Z<

���Y���Z

� UIVJ�K[�
\�IVO����M

���!�����S�&���S� ���S��
%����!�

!
�!���S�&%
�%&!���S�

���!��!�������� ���S��
%&���!�

!

"#�!��
!"#��

%&"#�S�
"#���

���!�

%����!�
�
%&���!�

���!�



�� ��������	
���

�

���
������
�

�
�������
������ �����!"��#�$�
�%

&'���
��

()�*
+,&��

(-�*

()�*

. /01234565708915

:+,&;)'&'�;<=�+,&>;)'&'�>;

�?�@ +,&A;�+,&B;-A+,&;&'�*;
�C+,&B;-A+,&;

&'�A;�A+,&*;&'�;-&'�B;
�A&'�;-C&'�B;

���A;�
A���;-���B;

(-A���*;

D E1FG5HI10J15GG80HK18LM2NL8O35

=P

QRS

&'�T��
&'�
>�

�
&'�
:>)(<�

�

&'�
�

�

=P

QRS

+,&T��
+,&
>�

�
&'�
:>)(<�

�

&'�
�

�

UV WXYZ[\[] _̂XỲabc̀Xd[eYfg̀
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