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Introduction

Cet ouvrage est dédié¢ aux étudiants premieres

années pour les disciplines:
e Sciences et technologies.
e Sciences de la Matieres

e Maths et informatique.

Ce support va permettre aux ¢étudiants de
construire une base tres forte en mathématiques en
qualité d’observation, d’analyse et réflexion de
calcul pour les réparés aux futures spécialités
d’ingénieur, qui couvre Il'ensemble des unités
d'enseignement du programme pédagogique national

de premier semestre.

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 7







Chapitre I:

Théorie des Ensembles
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Rappel de Cours

Définitions :

e Les objets mathématiques sont ~ nomm¢es éléments.

Un ensemble est une collection ou un groupement d'éléments.

o L'assertion "aappartient aE" se notea€E. L'assertion

"'b n'appartient pas a E " se note b&E.

e Un ensemble est dit vide s'il n'a aucun élément et nous notons

I'ensemble vide ¢ ou par {}.

Exemples d'ensembles

1. Les entiers naturels 0,1, 2, 3, .... forment un ensemble qui se

note N .

2. Les entiers relatifs ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... forment un

ensemble qui se note R .

3. Les nombres rationnels (de la forme p/q ouqeZ et qe N )

forment un ensemble noté Z
4. Les points du plan forment un ensemble.
On peut trouver quelques opérations importantes dans la théorie des

ensembles :

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 11
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Réunion : Laréunionde  deux  sous-

ensembles A et B d'un ensemble W est

l'ensemble des éléments de W qui

appartiennent aAou aB(ou aux
deux). La réunion de A et B est notée
AU B qui est schématisé par la zone

verte.

Intersection : L’Intersection de deux

sous-ensembles A et B d'un ensemble W

est l'ensemble des éléments de W qui

appartiennent a A et a B au méme temps.
La réunion de A et Best notée ANB

qui est schématis¢ par la zone verte.

Complément : Si A est un sous-ensemble
de W, le complémentaire de A dans W est

l'ensemble des éléments de W qui

n'appartiennent pas aE qui est

notée 4“ou A, ce dernier est schématisé

par la zone verte.

Mr REZAOUI .M.M & M" ELBAR .M 12
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Différence: La différence de deux sous-

ensembles A et B d'un ensemble W est { () D

l'ensemble des éléments de W qui

appartiennent a A et pas a B, qui est notée

par A\B ou A-B.

Différence symétrique: La différence symétrique de deux sous-
ensembles A et B dun ensemble W est I'ensemble des ¢éléments
de W qui appartiennent a A et pas a B, ou qui appartiennent a B et
pas a A noté par AAB.

AAB = (AUB)\(ANB)= (A\B)U(B\A).

Cardinal : On dit qu'un ensemble est fini lorsqu'il existe un

entier naturel n, et une bijection de cet ensemble sur [1, ny]. Dans

le cas contraire, il est dit infini.

Définition. Soit A un ensemble fini, on appelle cardinal de A, et on
le note Card A ou #A, le nombre n, d'éléments de A. Si A=¢, alors
card A=0.

La formule fondamentale pour le calcul des cardinaux d'ensembles

finis, est :
Card (AUB) = Card A + Card B — Card (ANB)

Dans ce qui suit A et B sont des ensembles finis.

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 13
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e Si AcB, alors card A<card F.
e SiAcB, et A#B, alors card A<card B
e Card (AxB) = Card A x Card B.

e SiE est un ensemble fini a n éléments c'est-a-dire Card E=n, on
note: P(E) l'ensemble de toutes les parties (de tous les sous-

ensembles) de E et on a le résultat :
Card (P(E))=2"

Propriétés des opérations élémentaires

o L'intersection et la réunion sont idempotentes :
VAL ANA=A4A et AVA=A
o L'intersection et la réunion sont commutatives :

VANB,ANB=BMNA et AB=BUA
e ['intersection et la réunion sont associatives :

VA, VB, VC,(ANB)NC=AN(BNC)
VA, VB, VC, (AUB)UC=4U(BUC)

e L'intersection est distributive par rapport a la réunion :
VA4, VB, VC, AnN(BUC)=(ANB)u(ANC)
e Laréunion est distributive par rapport a l'intersection :

VA, VB, VC, AU(BNC)=(AUB)N(A4UC)

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 14




Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

Série de TD N°O1

Théorie des Ensembles

Exercice 01 : Trouver

XAY, XUY, XY, Y\X, X\Y, XxY, YXX,XAY

si: 1. Xz{l, 2, 3, 5},Y={3, 7},
2. X={2n, neN}, Y={3n, neN},

Exercice 02: Soient A =]-,3], B=]-2,7],C =]-5,+

trois parties de ‘R, Déterminer

ANB, AUB, CNB, CUB, (R\4)n (R\B),(R\(4UB)),
(ANB)U (ANC) et An(CUB)

Exercice 03: Soient X et Y deux ensembles. Démontrer les

propositions suivantes:

a) XcrYreXur=YreXntY=X
b) (ZchthY)@Zc(XﬁY)
) (XnY\(XNnZ)=Xn(Y\Z)
d) (XUY)N\Z=(X\Z)u(Y\Z)

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 15
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Exercice 04: Soient A, B et C trois ensembles. Montrer que :

1. C{™" =(4UB)\B

2. A= AU(AN B)

Exercice 05 : Soit A, B, C trois sous-ensembles de E. Montrer

que :

7.

. A=B=AUB=AMNB

AN(BUC) = (ANBYU(ANC)
AUBNC) = (AUB)N(AUC)
AN(BN\C) = (ANB)\ (ANC)
AN(BNC) = (A\NB)U(ANC)
AN(BUC) = (A\B)N(ANC)

(ANB)\C=A\(BUC)

Exercice 06 :

On rappelle que 'onnote 4 & B = (A B)U(B\ A)

1) Montrer que (ANBIN{ANC) = ANBMNC

(ANCIN(ANEB) = ANENEB

En déduire que (ANBIA(ANEC) = AN(BAC)

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M
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2) Montrer que (AlUB) NCAUC) = ANEBNC

(4UCN(AUB) = ANCNB

En déduire que (A1UB)A(AUC) = AN(BAC)

Exercice 07: Soit A et B des sous-ensembles d’un ensembleE.

Démontrer les lois de Morgan :

a. AUB*=(ANB)*°

b. A*NB*=(AUB)*

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 17
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Corrige type de la Série de TD N°O1

Exercice 01 :

XNY, XuY, X-Y, Y\X, X\Y, XxY, YxX,XAY si

L X={,235},Y={37,

XN Y={3]

XuY={1,2,3,57}

X-Y={1,2,5}

Y\X={7}Ensemble de Y Sauf X
X\Y={1,2,5} Ensemble de X Sauf Y

XxY={(1,7),(1,3),(2.7),(2.3).(3.7),(3,3).(5,7).(5.3)}

YxX={(7,1),(3,1),(7,2),(3,2).(7.3),(3,3).(7.5).(3,5)}
XAY=(X\Y) U (Y\X)={1,2,5} {7} ={1,2,5,7}

N— N

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 18
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2. X={2n, ne N}, Y={3n, ne N},

XNY={0,6,12,18,24,..} ={6n,ne N|
XuY={0,2,3,4,6,89,10,12,..}
=N-{1,5,7,11,13,17,19,..} =N —{6nt1,ne N}
={2,4,8,10,14,16,,20,22,...
Y\X={39,1521,..}

XxY= { 2n 3n }
YxX = { 3n,2n }
XAY = { } Le A est appelé la défférence symétrique

Exercice 02: Soient A=]-0,3],B=]-2,7],C =]-5,+od[ trois

parties de .

A:]'0073]93:]‘2,7],C=]—5,+OO[
ANB=]-2,3]
AUB=]—w0,-2[U]-2,7]

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 19
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BN C=]-2,7]

BuUC=]-5,-2[U]-2,+o[

ANC =]-5,3]

R\ A4 =]3,+00]

R\ B =]—00,—-2[U]7,+oq

A\ B =]—0,-2]

(R\ A) N (R\ B) =13, +oo[ (] -0, —2[\U]7,+00[ ) =]7, +0[
(R\(AUB) ) =]7,+o
(ANB)U(ANC)=]-2,3]U]-5,3]1=]-5,3]
AN(BUC)=]-0,3]N(]-5,-2[U]-2,+[ ) =]-5,-2[U] - 2,3]

Exercice 03: Soient X et Y deux ensembles. Démonstration des

propositions suivantes :

a) XcrYreXuY=reXnr=X
XcYeoXuY=Y
Supposons que X Y
SixeXcY,alorsxeY, alors xe X UY,

par conséquent X VY =Y. Donc X Y Y

On a montré que X cY < XuY =Y
Supposons que X UY =Y
SixeX, alorsxe XY =Y, DoncxeY
On a montré que X WY =Y & X Y
Finalement X cY © X Y =Y

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 20
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XcYe XuY=Y
Supposons que X Y
SixeXcY,alorsxeY, alors xe X UY,
par conséquent X VY =Y. Donc X Y CY
On a montré que X cY < XuY =Y
Supposons que X WY =Y
SixeX, alorsxe XY =Y, DoncxeY
On a montré que X VY =Y & X Y
Finalement X cY © X Y =Y

XcYeoXnY=X

Supposons que X Y

SixeXcY, alorsxe X, alors xe X NY,
par conséquent X NY =X

On amontré que X cY ©XNY =X

Supposons que X NY =X

SixeXNY, alorsxe X, Donc X cY

On a montré que XNY =X << XY

Finalement X cY < X NnY =X

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 21
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b) (ZCXBZ‘ZCY)@ZC(XF\Y)

Supposons que Zc X et Z Y
SixeZcYetxeZcY, alorsxe XNY,

par conséquent xe Z C X NY
Onamontrée queZc XetZcY < ZcXnNnY
Supposons que Z < X NY
SixeZ,alorsxeZcXNnY,DoncZcXetZcCY
Onamontré que Lc XNY&ZcXetZCY
Finalement Zc XetZcY <& ZcXNY

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 22



Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

¢) (XnY)\(XNZ)=XN(Y\Z)

(XAY\N(XNZ)=(XY)n (X Z)=(X nY)n(XuZ)
:((XmY)mf)u((XmY)mf)

:(XmYm})u(Xmme)

:LXm)_(iju(Xmme)
%)

Q4

=X(YNZ)=XN(1\2)
Alors (XmY)\(XmZ):Xm(Y\Z)

Ou par une autre méthode :
(XNY)\(XNZ)
Supposons que X m(Y \Z )
SixeZcYetxeZcY, alorsxe XNY,

par conséquent xe Z C X NY
Onamontré que ZCc XetZcY<<ZcXNY
Supposons que (XmY)\(XmZ)
SixeZ,alorsxeZcXNnY,DoncZcXetZcCY

Onamontré que Zc XNY&&ZcXetZCY
Finalement Zc XetZcY & ZcXNY

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 23
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d) (X\Z)u(Y\Z)=(XUY)\Z

(XUYN\Z=(X\Z)u(Y\Z)
H(X\2)u(1\z)=(xnZ)u(rnZ)
=(XuY)nZ=(XUY)\Z
HXOYNZ=(XUY)NZ=(XnZ)u(YnZ)
- (X\Z)u(r\Z)

Exercice 04: Soient A, B et C trois ensembles. Montre que :

1. C4"? =(4UB)\B

C4" =(4UB)\B=(ANB)U(BNB)=(ANB)=A\B
—

)

2. A=AU(ANB)
A=AU(ANB)=AN(AUB)=

Exercice 05 : Soit A, B, € trois sous-ensembles deE .Montre que :

1. A=B=AUEBE=ANEB

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 24
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A=B&< AnB=A4AUB

SiA=1B:
ANA=A ANB=A=RB
, Puisque A=B =
AuAd=A4 AUB=A=RB

—>A=B< ANB=AUB
On a montré que A=B< ANB=AUB

SiANB=AUB:
SixeAnB&s xe AUB

Alors (xe Aet xe B) < (xe AouxeB)
Et finalement ANB=AUB<< A=B

2. AN(BUC) = (ANB)U{ANC)

SixeAn(BuUC(C)

Alors (xeA etxe(BuC))

Alors (xeAet (xeBouxeC))

Alors (xeAetxeB) ou (xeAez‘xeC)
Alorsxe(A mB) ouxe(A mC)

Alorsxe(A mB) U(A mC)

On a montré que A ﬁ(BuC) C(A mB)u(A mC)

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 25



Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

Sixe(A NnB)u(4 NnC)

Alorsxe(A mB) ouxe(A mC)

Alors (xeAetxeB) ou (xeruxeC)
Alors (xeruxeA) ou (xeruxeC)

et
(xeBouxeAd)et (xeBouxeC)
Alors x € A etxe(AuC)

et
xe(BuA) etxe(BuC)

Comme x € A etxe(AuC) etxe(B UA)
entainequexeA,xe(A mB) u(AmC): xe A
etxe(BUC) = xed n(B UC)

On a montré que (A mB)u(A mC)CA m(BuC)
Et finalement A m(BuC):(A mB)u(A mC)

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 26
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3. AU(BNC) = (AUBIN(AUC)

SixeAu(BNC)
Alors (xeA etxe(BmC))

Alors (xeru (xeB etxeC))
SixeAalorsxe(AuB) etxe(AuC),

par conséquentxe(AuB)m(BuC)
Si (xeB et xeC ) alorsxe(AuB) etxe(AuC)

Donc si (xeru (xeB et xeC ) )
alors xe(AUB) et xe(AUC)

Sixe(AuB) etxe(AuC)
alors (xe (AuB)etxe(AuC))
xe(AuB) etxe(AuC)
= ((xe AouxeB) et (xeruxeC))
S1 (xeAet (xe AouxeC))
alorsxe(ANA)ouxe(4d NC)
Si (xe B et (xe AouxeC))
alorsxe(BmA) ouxe(B mC)
Alors x e A ouxe(A mC) ouxe(BmA)
ouxe(A mC)
Alorsxeruxe(A mC) c A

ou
xe(BmA) c A ou xe(B mC)

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 27
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Alors xe Aou xe(B NC)

Alors x € A U(B r\C)

On a montré que (A WB)N(4 WC)c 4 U(BNC)
Et finalement A U(BNC)=(4 UB)n(4 uC)

4. AN(B\C) = (ANB)\ (ANC).
AN(B\C)=(ANB)\(ANC)
(AmB)\(AmC):(AmB)m(AmC):(AmB)m(ZuE)
ANB) mA) ((AmB)mE)

(
(AmBmA) (AmBmE)
(AmAmB) (AmBmE):Qu(AmBmE)

:AmBmC:AmB\CzAm(B\C)
5. AN(BNC) =(A\BYU(A\ C)

(A\B)U(A\C)=(ANB)U(ANC)=AN(BUC)
=AN(BNC)=A\(BNC)
AN(BNC)=AN(BUC)=AN(BNC)
=AmAm(Z_3r\E):(AmZ_3)m(Am(_?)
=(A\B)N(4\0)
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6. AN(BUC) =(A\B)N{A\C)

A\(BUC):Am(BuC):Am(EmE‘):AmAm(EmE)
=(Am§)m(AmE)=(A\B)m(A\C)
(A\B)N(A\C)=(ANB)N(ANC)=ANBNC
:Am(ﬁmz’):A(w(BuC):A\(BuC)
7. (A\B)\C=A\(BUC)
A\(B\C)=(ANB)\C=(4nB)nC=4n(BNC)

:Am(m):A\(BuC)

Exercice 06 : Onrappelle que A A B = (AN B)U(B\ 4)

1) Montre que (AMNBIN(ANC) = ANEBNC

(AmB)m(m’) (AmB)m(ZuE)

:((AmB)mZ)u((AmB)m(_?)

. v

'

%)

:(AmB)mE:(AmB)\C

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 29
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Etque: (ANCIN(ANB) = ANCNB

(AmC)m(ﬁ) (AmC)m(ZuE)

:((AmC)mZ)u((AmC)mE)

'

%)

=(ANC)nB=(ANC)\B

La déduction que (ANBJA(ANC) = AN{BAC)

X\Y=(4nB)\(4NC)

X Y

N(B\C)

(ANB)N (AmC):(AmB)mE

Y\X =(4NC)\(4NB)=(4NC)n (4N B)

'
Y X

:(AmC)mE:Am(C\B)

XAY =(X\Y)U(Y\X)=(ANB)A(ANC)
=((4nB)\C)u((4nC)\B)
= (AN B)A(ANC)=(4n(B\C))u(4n(C\B))
N((B\C)u(C\B))=A4N(BAC)

= (AN B)A(ANC)=AN(BAC)

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 30
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2) Montre que (AUB)N{AUC) = ANBINC

(AUB)dCZjE):@MJByﬂCLﬂE)

'

%)

—@AmAmC%%BmAmCﬂ—AmBmC

(AUCIN(AUB) = ANCNB

(AuCﬁm(ZGE):@MJCyiﬂmE
:AF«ZmE%K%%ZmE)

:%AmZmE%%CmZmE)

A S

%)

—ANCAB

AAB=(A\B)U(B\ 4)
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La déduction que (AUBIA(AUC) = AN{BAC)

= X\Y=(4UB)\(4UC) (AuB)m(M)

. v A s

' '

X Y
=ANBNC=4n(B\C)
Y\X =(4UC)\(4UB)=(4UC)N(4UB)

'

Y X

=ANCNB=4Nn(C\B)

XAY =(X\Y)U(Y\X)=(4UB)A(AUC)
:(Zm(B\C))u(Zm(C\B))
=An((B\C))u((C\B))=A4N(BAC)

= (AUB)A(AUC)=AN(BAC)

Exercice 07: Soit A et B des sous-ensembles d’un ensembleE.

C c — C
Démontrer les lois de Morgan :""'1 UB®=(ANB)

Soit xe A UB® = xe A ou xe B¢
= xg A
*sixe A° :>x§£(AmB)

=>xe€ANB c c ——
: s—=>A  UB-" c ANB
=x¢B

* i x € B¢ :>x9£(AmB)

=xe€ANB
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Soitxe(AmB):xn'estpas élément commun a A et B
*sixe A, xeBC:xeBC:xe<ACuBc)
*sixeB, x¢g A :>xeAC:>xe(ACuBC)
*sixeg A, xgB =xeA° et xeB°

:xe(ACuBC)

:>Ach(AC uBC)

:>AmB:(AC uBC)

N\

A UB© :ZUE:AmB:(AmB)C
AN B ={AUB)*

A N B€ :ZmE:AuB:(AuB)C
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Rappel de Cours

Raisonnement par Récurrence

Rappel :
Pour démontrer par récurrence qu’une proposition (Pn ) est

vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a un entier naturel

n, fixé, on procéde en trois €tapes.

Avant de commencer, on note (Pn ) la proposition que I’on

va démontrer.

° Etape 1 : Initialisation

On vérifier (Pn) est vraie, c’est-a-dire que la proposition

est vraie pour le premier indice 77,. On dit qu’on a initialis¢ la

récurrence.

° Etape 2 : Hérédité

On suppose que pour un entier 7 quelconque #2 > 1, , (P )

n

est vraie, et sous cette hypothese (dite de récurrence) on démontre que

la proposition (P )est vraie. On a ainsi prouvé que I’hypothese de

n+l

récurrence « (Pn ) vraie» est héréditaire.

e Etape 3 : Conclusion
Lorsque les deux premieres étapes ont été réalisées, on

conclut : par récurrence, la proposition (Pn ) est vraie pour tout

entier naturel 7 (n > nO)
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Raisonnement par L'absurde

Rappel :

Le raisonnement par Il'absurde est un
raisonnement qui permet de démontrer qu’une
affirmation est vraie en montrant que son contraire est

faux. Il s’appuie sur regle logique que :

Si "non P" est fausse, alors P est vrai

Le raisonnement consiste a supposer que
I’affirmation contraire est vraie et a tirer les
conséquences que cela pourrait avoir une seule
conséquence absurde, manifestement fausse ou une
contradiction permet d’affirmer que [’affirmation
contraire est fausse et donc d’en conclure que

I’affirmation initiale est vraie.
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Série de TD N°02

Raisonnement par Récurrence

Exercice 01 : Démontrer par récurrence que pour tout entier

n=1;

nin+l)

-
=

1. 1+24+3+-..4n=

3 1422432 4. 4p? - REihiEn+l)
. h B 6

nin+1)?

3. 1+23+33+.....+n? .

nin+l)int2)

4, 1x2+2x3+3 x4+ . +nn+1)= -

Exercice 02: x est un réel positif.

Démontrer que pour tout entier naturel n, (1 + x)™ = 1+ nx

Exercice 03: On considére la suite {1, ) définie par g = 1 et pour

tout entier naturel,

1
Upeqy = E'la[n + 3.

. : -5
Démontrer que pour tout entier naturel 1, u,, = —+ 6.
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Raisonnement par L'absurde

Exercice 04: Montrez en utilisant un raisonnement par 1'absurde

que :

1. VneNn® est pair =>n est pair

2. /2 estun nombre irrationnel (\ﬁ zQ)

Exercice 05: Montrez en utilisant un raisonnement par 1'absurde

que :

|

VreR:y1l+x % 1+

Exercice 06 : Montrez en utilisant un raisonnement par 1'absurde

que :

1. VabceERag=b=a+c= b+c

2. Vabc ERac>= becetc>0=a=b
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Corrige type de la Série de TD N°02

Raisonnement par Récurrence

Exercice 01:

Démonstration de la formule vue I’introduction, a I’aide du

raisonnement par récurrence: Montre que pour tout entier naturel n

n(n+1)
1. P:1+2+3+4+..+n=——=

° Etape 1 : Initialisation

1(1+1)

La proposition est vraie car (Pl ) est vraie car 1 =

La proposition est vraie car (Pz) est vraie car
2(2+1
1+2= % =3

On congoit et on admet que si I’on sait démontrer que « (Pn ) vraie »

il )Vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier

entraine « (P

naturel n>1.
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e Etape 2 : Hérédité

Supposons donc que (P ) est vraie pour un entier naturel »n , c’est-

n

a-dire que pour un entier naturel # :

n(n+1)
2
(n+1)(n+2)

P:  1+4243+4+..+(n-1)+n=

P

n+l *

142+3+4+..+n+(n+1)=
Comme (Pn) est vraie, alors dans la somme
1—I—2—I—3+4—|—...+(n—1)—|—n , on peut remplacer les n premiers
n(n+1)

termes par

On obtient alors :

1+2+3+4+.+(n=1)+n+(n+1)=

£

Pn+l

n(n+1)+2(n+1) _ (n+l)(n+2)

2 2

(n+1)(n+2)

Alors 1+2+3+4—|—...+(n—|—1)= est vraie, Donc

(P

- ) vraie
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e Etape 3 : Conclusion

(P) est vraie pour tout entier naturel n >0 , c’est-a-dire

n

pour tout entier naturel »

n(n+1)

14+2+43+4+..+(n—-1)+n= 5

n(n+1)(2n+1)
6

2. P:P+22 43 +4 +..4n" =

° Etape 1 : Initialisation

La proposition est vraie car <P1 ) est vraie car

1(1+1)(2+1)
6

La proposition est vraie car (Pz) est vraie car

192 2(2+16)(4+1) <

On concoit et on admet que si I’on sait démontrer que
« (Pn ) vraie » entraine « (Pn " )Vraie », alors la proposition est

vraie pour tout entier naturel n > 1.
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e EBtape 2 : Hérédité

Supposons donc que (P ) est vraie pour un entier naturel »

n

c’est-a-dire que pour un entier naturel # :

P: P42 4324424 4 :I’l(n+1)6(2n+1)
» (n+1)(n+2)(2n+3)

P .

n+l *

P+22 43 +4 +.+(n+1)

6

Comme (P ) est vraie, alors dans la somme

n

1P +2°+3°+4° +...+(n—1)2 +n° , on peut remplacer les n

n(n+1)(2n+l) |

premiers termes par p

On obtient:

n(n+1)(2n+1) +(n+1)2

P422 4.+ (n=1) +n* +(n+1) =

L

v
Pn+l

_n(n+1)(2n+1)+6(n+1)" _(n+1)(20 +7n+6)

6 6
B (n+1)(n+2)(2n+3)

B 6
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Alors

n+1)(n+2)(2n+3)

12+22+32+42+...+(n+1)2=( 7

est vraie, Donc (P ) est vraie

n+l

° Etape 3 : Conclusion

(P) est vraie pour tout entier naturel n >0 , c’est-a-dire

n

pour tout entier naturel n

P42t e84 gt = D2t ])
6

n’ (n+1)2

3. PP+ +3+4 +..+n' = ;

° Etape 1 : Initialisation

1(1+1) :1

La proposition est vraie car (P1 ) est vraie car 1 =
La proposition est vraie car (Pz) est vraie car

) 2
1+2° _2 ) (22+1) =9
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On concoit et on admet que si I’on sait démontrer que

« (Pn ) vraie » entraine « (P )Vraie », alors la proposition est

n+l

vraie pour tout entier naturel n >1.

° Etape 2 : Hérédité

Supposons donc que (Bl) est vraie pour un entier naturel n , ¢’est-

a-dire que pour un entier naturel # :

P 13+23+33+43+ +I’l3=n2(n+1)2
P..: 13+23+33+43+m+(n+1)3:(n+1)2(n+2)2

Comme (Pn) est vraie, alors dans la somme :

P+2°+3°+4° +...4+n° , on peut remplacer les n premiers

) 2
termes par k (n+1) .

On obtient alors :

2 2
13+23+33+43+...+(n—1)3+n3+(n+1)3 =M

£,

+(n+1)3

~~

P

n+l

(n+1)2[n2 +4n+4] (n+1)2(n+2)2

4 4
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s _ (n+1) (n+2)

Alors 1°+2°+3°+4° +...+(n+1) est

vraie, Donc (P

- )Vrale

° Etape 3 : Conclusion

(P) est vraie pour tout entier naturel n >0 , c’est-a-dire

n

pour tout entier naturel »

n’ (n +1)2
4

P+2+3 +4 +. . +n’ =

n(n+l)(n+2)

4. P: (1x2)+(2x 3)+...+(n X (n+1)):

e FEtape 1 : Initialisation

La proposition est vraie car (ID1 ) est vraie car :

1(1+1)(1+2)

(1X2):

La proposition est vraie car (Pz) est vraie car :

(Ix2)+(2x3)= 2(2+1g(2+2) =8
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On congoit et on admet que si I’on sait démontrer que « (Pn ) vraie »

entraine « (P )Vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier

n+l

naturel n>1.

° Etape 2 : Hérédité

n

Supposons donc que (P ) est vraie pour un entier naturel n , ¢’est-

a-dire que pour un entier naturel # :

n(n +1)(n +2)

3

n +1)(n + 2)(11 -|-3)
3

P (1x2)+(2x 3)+...+(n X (n—l—l)):

P..: (1 X2)+(2 X 3)+...+((n+1) X (n+2)):(

Comme (Pn) est vraie, alors dans la somme

(1 X 2)+(2 X 3)+(3 X 4)+...+(n X (n-l—l)) , on peut remplacer

n(n+1)(n+2) |
3

les n premiers termes par

On obtient alors :
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(1 x2)+...+(n X (n+1)2+<(n+1) X (n+2))

.

>
b

~/

- n(n+1§(n+2) +((n+1)(n+2))
n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
n(n+1)(n+2)(n+3)
3

n+1)(n+2)(n+3)
3

est

Alors (lx2)+(2X3)+(3X4)+...+((n+1)(n+2)):(

vraie, Donc (P )Vraie.

n+l

e Etape 3 : Conclusion

(P) est vraie pour tout entier naturel n >0 , c’est-a-dire

n

pour tout entier naturel n

n(n+l)(n+2)

(1x2)+(2x3)+(3 X4)+...+(n X (n+1)):
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Exercice 02: x est un réel positif.

Démontrons que pour tout entier naturel 1,

La proposition (Pn) (1+x)n > 1+nx

Méthode 01 : Raisonnement par récurrence

° Etape 1 : Initialisation

La proposition est vraie car (Po ) est vraie car :

(1+x) > 1+0x=1>1
La proposition est vraie car (ID1 ) est vraie car : (1 + x)1 >1+x

La proposition est vraie car (Pz) est vraie car :

(1+x)2 =x*+2x+1>1+42x

On congoit et on admet que si 1’on sait démontrer que « (f; ) vraie »

entraine « (P )Vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier

n+l

naturel n>0.

° Etape 2 : Hérédité

Supposons donc que (P ) est vraie pour un entier naturel »n , c’est-

n

a-dire que pour un entier naturel 7 :
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P (1+x)n21+nx

P

n+l °

(ler)n+1 21+(n+l)x

Comme (Pn) est vraie, alors dans I’inégalité (Pn) en multiplier les

n+l

deux cotés par (1 +x) pour avoir le terme (1 +x)
On obtient alors :

M.(Hx)Z(an).(Hx)

~~

Pn+1

<::>(1+x)n+1 > nx’ +(n+1)x+1:nx2 +(n-|—1)x+12(n+1)x-|—1

n+l

> (l+x)" 2(n+1)x+1

1

o~ ) vraie.

Alors (1+)c)n+ 21+(n+1)x est vraie, Donc (P

° Etape 3 : Conclusion

(P) est vraie pour tout entier naturel >0 , c’'est-a-dire

n

pour tout entier naturel n

(1+x)n >1+nx
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Méthode 02 : Triangle magique

(1+x)n=1+nx+ ........................ +nx"" +1x
(1+x)n=1+nx+ ........................ +nx""
Alors (1+x)" =1

+
Donc: (1+x)n >1+nx

Exercice 03: On consideére la suite {1, ) définie par g = 1 et pour

tout entier naturel 1,

=—u +3.

n+l n

Montre que pour tout entier naturel n, u = ;—n +6
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e FEtape 1 : Initialisation

La proposition est vraie car (Po ) est vraie car :

M0:F+6:1:>Z/l0:1

On concoit et on admet que si I’on sait démontrer que « (Pn ) vraie »

entraine « (P )Vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier

n+l

naturel n>0.

° Etape 2 : Hérédité

Supposons donc que #, est vraie pour un entier naturel n , et

montre que u, , estvraie:

P u = > +6
2n
. -5
n+l ° un+1 - 2n+l

Comme (P) est vraie, alors on va introduire la formule

n

n n

=
u, =—+6 dans la formuleu, ,, = Eun +3,
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On obtient alors :

n+l1 2 n 2 n
-5
=>u,, = +6
n+l 2n+l
Alors u,,, =——+6 est vraie, Donc (Bq +1)Vraie

° Etape 3 : Conclusion

(P) est vraie pour tout entier naturel >0 , c’est-a-dire

n

pour tout entier naturel n

Raisonnement par L'absurde

Exercice 04 : En utilisant un raisonnement par 1'absurde que:

1. Montre que Vne N, n’ est pair =>n est pair

Raisonnement par I'absurde,

VneN, n est impair = n’ est pair
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Supposons que :

n=2k+1estimpair = n = (2.k+1)2 =4k +4k+1= 4(1{2 +k)+1

—
nombre pair
N

Nombre impair

:>Une contradiction

n=2k+1estimpair = n’=(2k+1) =4k> +4k+1=4(k> +k)+1
%/_/

nombre pair
.

P
Nombre impair

— Une contradiction

Alors la formule : Ve N, n’ est pair =>n est pair est vraie
2. /2 estun nombre irrationnel (\/5 Z Q)

Raisonnement par |'absurde, Supposons \/5 est un nombre

rationnel (\/5 € Q)

On sait que les nombres de I’ensemble Q s’écrivent a/b
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Telle que le pgcd(a,b) =1 (i.e.: a et b sont premiers entre

eux), a,b e N°

Donc V2 =a/b avec pged(a,b) =1
(2) =(afp) = a* =20

= Donc a’ est un nombre pair=>

Sans oublier la proposition déja montrée,

vneN,n’ est pair =n est pair

Donc VneN, a’ est pair =>a est pair

Puisque ¢ est un nombre pair ¥ a=2k = d pair......... (2)

= Donc a’ =(2.k)2 =4k > a’ =2k (3)
(3) dans (1) =a’ =2b" =4k
< b* =2k donc b* est pair =b est pair b pair..... (4)

De (2) et (4) = Les nombres a,b se divisent par deux,

ce qui nous ramene a une contradiction, puisque p gcd(a,b) =1

= Alors \EEQ

Donc : \J2 est un nombre irrationnel est vraie.
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Exercice 05 : En utilisant un raisonnement par 1'absurde que :

2

VreR l1+x° ¢1+"7

Raisonnement par l'absurde, Montre que :

2

VxeR Jl1+x° ¢1+%

2 2

2
1+ x° =1+x7:>(x/1+x2) =[1+%

4
= 1+x° =(1+x2+%

4 4
X

X
S+ =1+ + < 0="—
4 4
= Contradiction puisque x € ‘R *

2

3k x
Donc: VxeR :Al1+x° ¢1+7 est vraie.
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Exercice 06 : En utilisant le raisonnement par 1'absurde :

Va, bceR, a<b=>a+c<b+c

a+c>b+c, soustraire le c des deux cotés

=a> b( mais nous avons a < b)

—>Alors une contradiction.

Donc: Va, b, ceR, a<b=a+c<b+c estvraie.

Y a, b, ceR, (a.ch.c etc>0):>a2b

a < b, multiplions les deux cotés de l'inégalité par c

et ( puisque ¢>0) = a.c <b.c( mais nous avons a.c > b.c)

Alors une contradiction.

Donc: V a, b, ceR, (a.ch.c et c>0):>a2b est vraie.
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Rappel de Cours

Les Applications

Définition :
Soient E et F' deux ensembles quelconques et f: E—F
une application

e Application Injective : Nous disons quefest une

application injective ou  est  une injection si  deux
¢léments quelconques de £ ayant méme image par f'sont
nécessairement ¢gaux, c'est-a-dire:

Vx,x'eE, f(x)=f(x")=>x=Xx"

Application Surjective: Nous disons que fest une

application surjective ou est une surjection si  tout
¢lément y de F possede au moins un antécédent par f,

c'est-a-dire :

en fonction de y

VyeF, 3er,y=f(x):><

()
x=1"(»)

On peut ecrire x >

Application _ Bijective : Nous  disons que fest une

application bijective ou est une bijection si elle est a la fois

injective et surjective.
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Les Relations binaires

Relation d’équivalence: Pour que la relation soit une

Relation d’équivalence, il faut satisfaire les conditions

suivantes :

e Réféxive
e Symétrique

e Transitive

Relation _d’ordre : Pour que la relation soit une

Relation d’équivalence, il faut satisfaire les conditions

suivantes :
e Réféxive
e Anti- Symétrique

e Transitive
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Série de TD N°03

Les Applications

Exercice 01 : Voir si les fonctions suivantes sont des fonctions

bijectives ?

. {f:‘R—>SR, . fiRoR, {f:ﬂ%—)iﬁ,
f(x)=x" f(x)=x J(x)=x

. {f:iW—ﬂR, . {f:fﬁ"—ﬂﬁ, £ R {14},
f(x) =2x f(X) =8x+354 f(X) —14

iR 5N,
C =t
X
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Exercice 02 : Soient f et g deux applications définie de IN dans IN

par :

Si x est pair

J=2x , gx)=;

=N =

—1

T Si Xx est impair

a) Est-ce que [, g sont surjectives ? Injectives ?

b) Calculer fog,go f

Exercice 03: Soient f et g deux applications définie de IR dans IR

par :
1
f(x)=3x+5, g(x)zzx—l

a) Montrer que f , g sontdes applications bijectives.
b) Calculer les applications suivantes :

She (g (g o fT)
c) Montrer que f o get go f sontdes applications

bijectives.

d) Vérifierque: (fog) ' =g o f et

(gof) ' =f"°g"
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Exercice 04: Soit f une application définie par :

f:IR—IR

X Hf(x):‘x‘+2x
1. Montrer que f est bijective.
2. Déterminer l'application réciproque f_l.

Les Relations binaires

Exercice 05: Soit ‘R une relation définie dans Z par :

‘v’(x,y)e 77 xRy < (x—y) estun multiple de 5.
a) Montrer que ‘R est une relation d’équivalence.
b) Trouver 'ensemble quotient Z /57 .

Exercice 06 : On définit surR?1a relation g,

(x,y)plx'y)=x+y=x"+¥
1) Montrer que @ est une relation d’équivalence.

2) Trouver la classe d’équivalence du couple(0,0) .
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Exercice 07 :

1. Soit R une relation dans /R" définie par :
xRye=x.y>0
a) Montrer que ‘R est une relation d’équivalence.
b) Calculer 'ensemble des classes d’équivalence.
2. Soit R’ une autre relation dans /R définie par:
xR yexy>0
Montrer que R’ n’est pas une relation d’équivalence.

Exercice 08 : Soit f: B — Rdéfinie par f(x) = 23 — 3x + 2et

soit & la relation dans R définie par :
xSye=flx)=f)
Montrer que & est une relation d’équivalence.

Exercice 09: Soit ‘R une relation dans /R définie comme suit :

aRb=a’ —b> >0
a) Montrer que ‘R est une relation d’ordre.

b) Cette relation, est-elle d’ordre total ?
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Exercice 10: Soit dans R?1a relation définie par

(xy)Sx'y)ieox=xy =y

Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total ?
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Corrige type de la Série de TD N°03

Les Applications

Exercice 01 : Voir si les fonctions suivantes sont des fonctions

bijectives ?

1 {f: ‘R — R,
L f) =X

La Surjectivité : Vy e R,IxeR, y = f(x)

2
y=f@)=x'=x=ty
Le domaine de définitiondey: ye [O, +oo[

Mais d’apres I’énoncé de I'exercice vy est définie dans R, alors

y n’est pas définie dans SR~ ce qui nous rameéne a dire que

f(x) n’est pas surjective.

Linjectivité Vx,x'eR, f(x)=f(x")=>x=x'

f(X)=f(xYex*=x"=x==%x": Donc il existe
deux valeurs de x, Ce qui nous raméne a dire que f(x)

n’est pas Injective.

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 68




Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

Alors f(x) : ni surjective ni injective>f(x) n'est

pas bijective

5 {f: R — R,
=2

La Surjectivité : Vye R ,Ixe R, y= f(x)

2
y=f(x)=x :x:i\/;
Le domaine de définitiondey: y €0, +oof

Le méme domaine de définition de I'’énoncé de I'exercice y est

définie dans M", ce qui nous raméne a dire que f(x) est

surjective.

L'injectivité Vx,x'eR, f(x)=f(x)=>x=x'

f(x)=f(xYe=x*=x"=x=%x": Donc il existe deux
valeurs de x

Ce qui nous rameéne a dire que f(x) n’est pas Injective.

Alors f(x) : est surjective et non injective->f(x)

n’est pas bijective
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3. f:R->MR,
f(x)=x

La Surjectivité: VyeR,IxeR,y= f(x)

y=f(x)=x=>x=y

Il existe une valeur de y définie dans R, ce qui nous rameéne

a dire que f(x) est surjective.

L'injectivité Vx,x'eR, f(x)=f(x)=>x=x'

JO=fx)=x=x".

Ce qui est identique a la définition, en peut dire que f(x) est

Injective.
Alors f(x) : est surjective et injective>f(x) est
bijective
: R
4. / %,
J(x)=2x

La Surjectivité : Vy eR,IxeR",y = f(x)

y:f(x):2x:>x=§
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Si y=0, alors le x prend la valeur de zéro, mais le xeR", ce

qui nous ramene a dire que f(x) n’est pas surjective.

L'injectivité Vx,x'e®R, f(x)=f(x)=>x=x'

fO)=f(xN=2x=2x"=>x=x'

Ce qui est identique a la définition, en peut dire que f(x) est

Injective.

Alors f(x) : n’est pas surjective et injective>f(x)

n’est pas bijective

5 i R-oR,
. f(x)=8x+354

La Surjectivité : VyeR,Ixe R,y = f(x)

y:f(x):8x+354:>x=y_—354

Il existe une valeur de y définie dans ‘R, ce qui nous raméne

a dire que f(x) est surjective.

L'injectivité Vx,x'eR, f(x)=f(x)=>x=x'
f(xX)=f(x")<=8x+354=8x+354=>x=x'

Ce qui est identique a la définition, en peut dire que f(x) est

Injective.
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Alors f(x) : est surjective et injective>f(x) est
bijective
[ R->{14},
| (=14

La_Surjectivité : y =14, Ix e R,y = f(x)
y=f(x)=14d=y=14

Identique au domaine de définition y=14, ce qui nous rameéne

a dire que f(x) est surjective.

Uinjectivité : Vx,x'e R, f(x)=f(x)=>x=x'

SO =f(x)=14=14

En peut pas écrire f(x) en fonction de x, en peut dire que f(x)

n’est pas Injective.

Alors f(x) : est surjective et non pas

injective>f(x) n’est pas bijective
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f: R >R,
7. 1
f)==
X

La_Surjectivité : Vy e R, Ix R,y = f(x)

y=f)=r=x=—
X y

Domaine de définition: x e R, y e R

Avec x=1/y ; sa domaine de définition est )y € R probléme
de y=0, ce qui nous raméne a dire que f(x) n’est pas

surjective.

Uinjectivité : Vx,x'€e R", f(x)= f(x)=>x=x'

1

f(x)zf(x')<:>l=—':>x=x'
X X

En peut dire que f(x) est Injective.

Alors f(x) : injective et n'est pas surjective >f(x)

n’'est pas bijective
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Exercice 02 : Soient f et g deux applications définie de IN dans IN

par :

Si x est pair
f)=2x , g(x)=;

Si x est impair

a) 1% partie :

Pour la fonction 7' (x)=2x

e La Surjectivité :

Vye N,dxe N,y = f(x)
y=f(x)=2x=>x=y/2

Donc il existe une solution, mais si y prend une valeur
impaire implique que le prend des valeurs non naturelle. ce

qui n’est pas logique puisque x /N Alors f(x) n’est pas
surjective.

e Llinjectivité: Vx,x'e N, f(xX)=f(x")=>x=x'
) =f(x")Y=2x=2x"=>x=x": flx)estune
Fonction Injective.

Alors f(x) : injective et n'est pas surjective >f(x)

n’est pas bijective
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si x est pair

Pour la fonction y = g(x) =+

= N =

—1

Y S1 x est impair

e La Surjectivité :

Vye N,d3xe N,y =g(x)

-

X

— SI x est pair

2 P 2y
= X =

x_

= X) =X
y=g(x) 241

1

Y SI x est impair
"

Deux valeur de x en fonction de y sans condition. Alors

f(x) n’est pas surjective.
e Llinjectivité: Vx,x'e N,g(x)=g(x)=>x=x"'
g(x) est une Fonction Injective.

Alors g(x) : injective et n'est pas surjective

>g(x) n’est pas bijective

b) Calculer feog,g°f

x SI x est pair
(fog)(x) = . o
x—1 SI X est impair
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X SI Xx est pair

(gof)(x) =3 2x—1
2

Si x est impair

Exercice 03: Soient f et g deux applications définie de IR dans IR

par :
1
f(x)=3x+5, g(x)zzx—l

a) Montre que f , g sont des applications bijectives. ok

b) Calculons les applications suivantes :

Fheg (feg(g o fh

f(x)=3x+5, g(x):%x—l

y=f<x>=3x+5:»x—75—f )

1 x—2
= x:—x—l:
. y=g(x) 5 5

=>x=g (y)=2y+2
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(Fog ) =(gef)’ <y>=(3x2+ ’ j S (gof) (y):?
(g of1>(x)=<fog)1(y>=(3"2+ 4) :»<fog)*<y>=¥

c) Montre que f o get g o f sontdes applications bijectives.

(gof)<x>=(3x2+3j
(fog)(X)=(3x2+ 4]

Vérifionsque: (fog) ' =g o f' et

(gof) ' =f"°g"

(fog)' =g of"
d
L (3x+4)" 2y-4
(f°8) —( 5 J =3

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 77




Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

(gof)' =f"og"
L 3x+3)1_2y—3
(g f) ( 5 3
-1
g =2y+2 (2y+2)-5
- o -3 2y-3
1o 1:} _ j— 1o 1: y =
foeg f_1:y35 /g 3 3

Exercice 04: Soit f une application définie par :

f:IR—>IR
3x si x>0

X six<0

X Hf(x)z‘x‘+2x={

a. Montre que f est bijective.

Application Surjective

VyeF,I3x e E,y = f(x)

{3x six>0 Y six>0
V= . =X=13
X six<0 y

si x<0

Donc il existe une solution, Alors f(x) est surjective.
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Application Injectives

Vx,x'eE, f(X)=f(x)=>x=x'

'

x=x' six<0

3x=3x" six>0 x=x' six>0
' Sy
X=X six<0

f(X)=f(X')C>{ ,

f(x) est une Fonction Injective.

Alors la fonction est bijective

b. Déterminons l'application réciproque f_l.

:>x=§y—§\y\

{3x six=>0 Y si x>0 2 2
y= . = Xx=33
X si x<0 y

six<0
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Les Relations binaires

Exercice 05: Soit ‘R une relation définie dans Z par :

‘v’(x,y)e Z? : xRy < (x— y)est un multiple de 5.
a) Montre que R est une relation d’équivalence.

Relation d'équivalence :
Réféxive : Soit x e Z x-x=5% << 0=5k DoncxRx
symétrique : Soitent x, y € Z :

xR y: x-y=>5k, multiplions par -1= y-x=>5k"

Donc y R x
o XRy: x-y=5ke... (1)
Transitive :
yRz:y-z=5k"cu. (2)
DH+2)=>x-z=5k" Donc x R z

b) L’ensemble quotientde Z /57 .

=

0={yeZ| yRO}=y-0=5k=y=>5k
={yez| YRl}=y-1=5k=y="5k-1

iz{yez\ YR2} = y-2=5k=y="5k-2

3= {yeZz| yR3}=y-0=5k= y=5k-3
=

yeZ‘ yiR4}:>y 0=5%=y=5k—-4
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Exercice 06 : On définit surB*1a relation g ,

(x,y)px,y)Yeox+ty=x+y'

1) Montre que @ est une relation d’équivalence.
(5, y)p(x',y) = x+y=x'+y'

Relation d'équivalence:

Réféxive: Soit x € R x+y=x+y DoncxRy
symétrique : Soitent x, y € ‘R:
)RSy x+y=x+y'ox+y'=x+y
Donc (x',y")R(x,y)
T YR YIS xty=xt Y e (1)
ransitoire :
(x,y"YR(z,u) = x+y'=z+u............ (2)
H+R2)=x+y=z+u Donc (x,y)R(z,u)

2) Trouver la classe d’équivalence du couple (0,0) .

C(x,y)z{(x',y') efR|x+y=x'—|—y'}
Clx,y)={(x",y)eR| f(x,y) = f(x', )}

J(x,y)=x+y
Alors £(0,0)=x+y=x+y'=0=>x+y'=0=x'=—)'

Ensemble = {(1, -1),(2,-2),(3,-3), }
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Exercice 07 :

1. Soit R une relation dans IR" définie par :
xRye=x.y>0

a) Montre que ‘R est une relation d’équivalence.

Relation d'équivalence : xRy < x.y >0

Réféxive: Soit x e R xx=x">0 DoncxRx

symétrique . Soitent x, y € R :

XxXRy: xy>0=y.x>0 Donc y Rx

o XRy:x.y>0........... (1)
Transitive:
YRz yz>0... (2)
2
(1)*(2):>x.y2.z> 02 < xz>0 Doncx Rz
y

b) L'ensemble des classes d’équivalence.
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Cx)={(») eR|x Ry}
C(x):{(y)eﬁ%\x.y>0}

x>0 e py>0
Alors f(x,y)=xy>0= ou

x<0 e y<0

xel0,40] et ye]0,+o
— ou
X e ]—OO,O[ et ye ]—00, O[

L'esnemble = {...,(—2,—2),(—1,—1),(1,1),(2,2),...}
2. Soit R’ une autre relation dans /R définie par :
xR yoxy>0

‘R’ n’est pas une relation d’équivalence puisque nous
travaillons sur /R (Donc c’est possible que x et y prend la valeur

Zéro).

Exercice 08 : Soit f: R—Rdéfinie par f(x)=x"—3x+2 et

soit S la relation dans R définiepar: x Sy < f(x)= f(v)
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e Montre que S est une relation d’équivalence.

Relation d'équivalence : xRy < f(x)= f(y)=>x" =3x=y" -3y
Réféxive : Soit x e R x’=3x=x"=3x DoncxRx

symétrique : Soitent x, y,z € R:

xRy: x =3x=y"-3y=7y"-3y=x"-3x Donc y R x

. {xmy:x3—3x=y3—3y .............. )
Transitive :

D+2)=>x"-3x=2"-3z Doncx Rz

Puisque les trois conditions sont satisfait, donc on peut dire

que xRy est uneRelation d'équivalence

Exercice 09: Soit ‘R une relation dans /R définie comme suit :

aRb<=a’> -b>>0

a) Montre que ‘R est une relation d’ordre.
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Relation d'équivalence:aRb<>a’ —b> >0
Réféxive: Soit a e R a—a >0 DoncaRa

Anti —symétrique ;. Soitent a, b,c e ‘R:
aRbsa -b>20=>a’ >b <a>bh
bRa=bh —a’>0=>b>a’ < b>a

= a =b = Relation Anti — symétrique

aRb=a’>—b>>0............ (D)
bRc=b —c>=20.c...... (2)
MH+R)=a’—-c>=0 Donc a R c

Transitive : {

b) Cette relation, est-elle d’ordre total ?
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Exercice 10: Soit dans R*]a relation définie par

(x,y) S (x',y') Sx<x'et y<y'
Montre qu’il s’agit d’une relation d’ordre. L’ordre est-il total :

Relation d'ordre:

Réféxive : Soit x € R (x, )S(x,y) & x<xety<y
Donc x Ry

Anti — symétrique : Soitent X, y € ‘R

a(x,y)S(x,y): x<x'ety<y'
(x,y)S(x,y): x'<xety'<y
= x=Xx"'et y=y'= Relation Anti — symétrique

Transitoire: X, y,zeRet X, y,z'eR:

a(x,y)S(x,y): x<x'ety<y'.......... (1)
a(x,y"S(z,z"): x'<zety'<z'.............. (2)
H*QR)=x<Lzety<z" Donc (x,y)R(z,z)
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Chapitre 1V:

Les Fonctions réelles a

une variable réelle






Rappel de Cours

Domaine de définition:

1) Arcsin(x)
2)Arccos(x)

3) Arctg(x)
4)Argsh(x) =

5)Argch(x) =

6)Argth(x) =

7y Sh(x) =

-

X

1n(
In(x
s

+
+
1
1-

définie sur [—1,1]
définie sur [-1,1]

~

définie sur }—Z,z[
2 2

NEE ) définie sur [1,+oo[
Vx? —1) définie sur ‘R
il x) définie sur |-L1[
X
Ch(x)=2"¢ Th(x) ==
2 e +e”

/
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Les limites:

o

X—>0 x

4)1im 8%

x—0 X

7)lim x"=1 8) lim —=+ao 9) lim x In(x)=0

x—0" x40 X X0+

10) lim xe*=0 1) lim 1) _g 12)lim 220

X—>—00 x40y -1 x—1

- /

La continuité d’une fonction :

=1

Hm 70 = 1 (a)
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La dérivabilité d’une fonction :

=/ '(a)

Iim

X—>a

ACIVAC)
xX—a

"%

appel :

Si f(x) est dérivable =»f(x) est continue

La réciprogue n’est pas toujours valable.

\ J

Regle de I’Hopital :

N
S ')

Iim

o g'(x)
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Théoréeme des accroissements finis

SR vérifiant les conditions suivantes :

1. f est continue sur [a, b],
2. [ estdérivable sur ]a, b[.

Alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que

\f(b)—f(a) =(a—b)f'(c)

/Soit f une application de l'intervalle [a, b] dah

/
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Kl'héoréme de Rolle

sur ]a, b[ telleque f(b)= f(a)

Alors, il existe un point ¢ detelque f'(c)=0

\_

\

Soit f  une fonction numérique sur [a, b] et dérévable

/
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Développement de Maclaurin

Définition : On appelle Polynome de Maclaurin d’une
fonction f (x) qui admet des dérivées de tous ordres en

x=0, I’expression :

ou  fY(0) exprime la k™ dérivée de la
fonction f (x) en x=0.
Définition : On appelle Polyndme de Taylor d’une

fonction f (x) qui admet des dérivées de tous ordres en

x=a, [’expression

Ou f (k)(a) exprime la K™ dérivée de la

fonction f (x) en x=a.
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Série de TD N°04

Les Fonctions

Exercice 01 : Donner le domaine de définition des fonctions

suivantes :

l)f(x)z ]n(\/ 1—x° )

2) 10)= e

4) f (x): Arc sin(l —x’ )
6) f (x): \/COS(2x)
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11) f(x)=arg sh(3x +2) 12) f(x)zargth(l 2x2)

Exercice 02 : calculer les limites suivantes :

3
13 1i ) _
}xlf}rili—x E}Exflﬂi—x 1 — 3
x3 x? 1 1
. - 4 E o "
E}IEE}TEE;.;E —1 2v+1 :rﬁrzlx(x—z}* ¥2—3x+2
1—sinlx
=0 X SN 5~ :![.':]
Vvxc+a‘t—a Yxr+1—1
N ilim———— 8) lim-
x=04/x=+ b=—bh #==03x +1—1
1 (e —1) xsin{x)
1L — - 100 lim————
%) lim _log— R p———
I r— . .
*.,Il x+/x +vx 12) Iimsm(x} — sin(2x)
11) lim Pt e

x—+oo Yxr+1
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1—e™= Yvi+x?i—-1
13) i ]
) bl sin{x) 14) fﬂ% | x|
sin(2x) (e* —1)
15) lim mlog——o
*=0 /1 — cos(x) 16) linglos

Exercice 03 : Etudier la continuité des fonctions suivantes :

—2x-3 si x<-—1

2 .
l)f(x)z{x boosixs2 2) f(x)=1x si—1<x<1
5—x ST x>2 ,
—3x st x>1
0 si x<0 N
X
X si 0<x<l — x#0
3)]F()C)_4—9c2+4)c—2 si 1<x<3 )f(x)— ~
0 x=0
4-x si x=>3
M ST xX#2 x* =1 si x<0
R e 01/~ |
3 G x=? x-1 si x>0

Exercice 04: Peut-on prolonger par la continuité (au

point X, = 0) les fonctions suivantes :

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 96




Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

o f(x)= 1 . . Fla)= sin(x)
1+e* X
A =X-Sin(lj . f()= l.sin[lj
X X X
° f(x)=i2 e(;ZJ o f(x)=(1+x)
x

Exercice 05 : Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions

suivantes
2 —x? .
x‘e Y ‘x‘ <1

l Si ‘x‘>1
e

£(x)= si x#0
= X
0 si x=0
‘x2+x‘ _
f(x)— x+1 sixz -l
-1 si x=-1
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Exercice 06 : Soit f(x) une fonction définie sur I par :

X sin(lj six#0
f(x)= X
0 si x=0

1. Montrer que fest dérivable sur R et calculer sa fonction
dérivée.

2. Ecrire f'(x) sous sa forme prolongée.

Exercice 07 : En utilisant la Régle d’Hépital, calculer les limites

suivantes :
. xcosx—sinx . x"—1+logx
1) lm 3 2) lim
x—0 X x—1 ex —e
. COSaXx—cCos
sin (x—ﬁj 4) lim u 3 b
3) lim *
Hg 1-—2cosx
, ¥ . In(x)—x+1
5) lim S 6) lim xin(x) —x
x—+0 yP x—l (.X — 1) ln(x)

7) lim(1—cos(x))ctan(x)

x—0
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Exercice 08 :

1- En utilisant le théoréeme accroissement fini, montrer que :

* Vx,yelR ;

sinx—siny|£|x—y|
*  VxelR" ; 0<log(l+x)<x

* VxelR :e">1+x

1 1
* lim |:(x+1).ex+‘ —x.ex:|:1

X—>+00

*  Pour tout 0<a <1, eti € IN :Ll_a S(i+1)a—i“£_10_la
(i+1) :

* VxelR " ; x2+1SArctg(x)Sx

* 0<x<l1; xSArcsin(x)S = tq Arcsin(x) * =
—X 1—x
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*  VxelR' ;%<log(l+x)—log(x)<x
X+

*  VxelR |sin(x)| < |x|

* VxelR :0< Arctg(x+1)—Arctg(x) <1

2- a) En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires monter

sinx

que |’équation xe’™"* =cosx

T
Admet au moins une solution dans {0, —}

2

b) Par le théoreme de Rolle, montrer que cette solution est

unique

Exercice 09 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le

domaine de définition et calculer la dérivée :

filx) = In(yx2+1) folx) = 1+ x%cos?(x)
1y _ 1+ sin(x)
1 _
falx) = EIT:(f:—) falx) = En(i sm{:r]}
Vvxe+1
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sin{x*+1)
cos(2x + 1)

folx) =

f2 fe 'r-ﬂ =

+1

Exercice 10 :

1-Calculer les dérivées n"“™* des fonctions :

f(x) = xe’ f(x) :L f(x) = x"sinx
1-x

2-Montrer que la dérivée n“™ de la fonction f(x) :

fz]‘lal[—>[R définie par f(x):

l—x
s'écrit f(”)(x)zix)l,‘v’xe]—l,l[ ou P, (x)
(l—xz)n+2

est le polynome de degré n

Exercice 11 :

1- En utilisant le Développement de Mac Laurin, donner le

développement des fonctions suivantes :

flx)=sinx  flx)=cosx  flx)= flx)=e"
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2- Calculer \/gavec 3 chiffres exacts en utilisant le D de Mac

Laurin

En utilisant le développement limité quand x —> 0. Calculer les

fonctions suivantes

X —X

e —e SIn x —1ox e sinx—x
f)=—"—  h(x)= & g=2
sin x 3x“+x

x(cosx—1)
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Corrige type de la Série de TD N°04

Exercice 01: Domaine de définition:

)/ (x)=In(V1-¥ | =21-¢ >0 xe]-1]]

(x>0
1 x2>0
2) f(x): —=>42-x20 — <:>xe[(),2]
\ﬁ+x/2—x {x£2
\/;+\/2—x =0

3) f(x)=x"= L O R P 10, +o0]

4) f(x)=drcsin(1-x* )= -1<1-x* <l -1<x’ - 1<1

:>O£x2S2<:>xe[— 2, E]
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= /cos(2x) = cos(2x) 2 0= 1 <ox<Z

2
:>—<x<—ﬂ:>xe T
4 4 4 4

y: sin(x) sin(x).cos(x) >0
cos(x) {cos(x) =0
sin(x) >0 et cos(x)>0
= Ou
sin(x) <0 et cos(x) <0

:>xe[0,7r/2[u[7r,37r/2[

Sin(x)>0 et .
Cos(x)<0 Sin(x)>0 et

Cos(x)>0 :| ﬂ.:l
xe [0,—

Xe|—,r ’
[2 ’

Cos(x)

Sin(x)<0 et
Cos(x)>0 Sin(x)<0 et
Cos(x)>0| 3
X e xe|—.,2x
) 2
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. fpe e T RY/4
Alors le domaine de définitionest = x € }0,5} U|:7Z', 7{

Une autre méthode pour trouver le domaine de définition :

. sin(x).cos(x) >0
Puisque
cos(x) =0
0] /2 7r 3x/2 27
Cos(x) + ¢ - - Q +
Sin(x) Q + Q - -
sin(x).cos(x) >0 + - + -

: fpe e T RY/4
Alors le domaine de définitionest = x € }O, 5} U{E’T{
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8)f(x)zlog(H—x):(ler)(S—x)>O:>xe]—1,3[

3—x

o) (= S e Ja) 5L

x2-1 B x> -1
ex2+1 +e x2+1 x2+1¢0

les deux conditions sont toujours conclues — xR

Exercice 02 : Calcul des limites:

2)lim—— - 33=Iim( 2 jzhm‘_l(x_;j

x—1 x*-1 x>l x—1 xt+x+1
—1 x3+x2+x—3]

oo x -1 x° +x+1

i -1 (x—l)(x2 +2x+3)]

1 x—1 x> +x+1

Hm[—(x2+2x+3)J2

x—1 xP+x+1
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3 2

: X X : x4+ x° 1
3)11m — = =lim —; - _
oo dx” =1 2x+1 e 4x" +2x"-2x-1 4
1 1 1 1 1
41 - :1. . J—
)xlglx(x_z)z x> =3x+2 xlilg(x—2){ (x—2) x—1]
_ im 1 X2 43x—1 |
2 (x=-2) | x(x-1)(x-2)
1 —x*+3x-1
=lim 5 — 400
e e
. 1 1
Alors lim ~—— — +o0
2yx(x—2) X —3x+2
S)IimM:Iimsm(zx). 2
=0 X =0 2x  cos(2x)
6)lim1_81n(x2);0nposeyzz—x:xzz—y,
xﬁz /A 2 2
2| ——X
2

, T
Szx—>5:>y—>0,
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10 Vv 1+cos(y)
. 2
I LLIE0 ) DS S
=0y I+cos(y) 2
ﬁfl_J
l—sin(x) 1

Alors lIm——= =—

7)lim NP +a’ -a x/x +a’ —a \/x +b> +b

HO\/ _b =i b —b b +h
X xix +b? +b_b
X

2
=lim—. =—
x>0 x> / 2 4%4aq @
2 2
. ANx*+a’-a b
Alors Iim = —
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Pl (F1) -

8)£i§3m_1 - 933(362 o on pose que :
(0 = (x2 +1)
y :(x2 +1)é =y = (x2 +1)l/2, six——>0= y——1,
y’ =(x2 +1)1/3
et e

7

DO | W

dlors Tim XX =1

011

X _ x 0
ot o -t o 5t ()

i ) o)

X—00 X X—00 X
=1

Alors limllog[e -l
x—)oox X

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 109




Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

10} xsin(x) ’ xsm(x) 1+cos(x)
im
Hol—cos(x) Hol cos(x) 1+cos(x)
xsin(x)
_ygol () (1+cos(x))
—thSI (%) ( +cos(x))
x>0 gin? x)
:1}28 sin(x).(1+cos(x))
_ !}E} (o) .(1+cos(x)) =2
H‘)IC,_/
Alors limmz2

0 | —cos(x)

X X
- Jm/ﬁ L J sz* °
e xgl wa J1+1/x
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12)hmsin()c)—sin(2x) . sin(x)—2sin(x).cos(x)

x—0 x2 :!CIE}(} xz
. sin(x) 1-2cos(x) .
x—0 X ' X *
1
X *—1)/e" x_
13) lim 1—% :nnfe, )/e _im& 1
=0sin(x) 0 sin(x) =0 x  sin(x) €'

. Jx2+1—1 . Jx2+1—1 Jx2+1+1
14)lim~—————— =1lim .
x—0 ‘x‘ x—0 ‘x‘ ¢x2+1+1

1

5 —limx=0
:hmx 1 _ 2x—>0+
=0 ‘X‘ \/)C2+1+1 llim_x:o
\23(—)0—
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. . "
15)lim sin (2x) . sm(2x) +cos(x)

Hoafl—cos(x HO\/I cos \/1+cos (x)

.. 2sin(x).cos(x)
—}CI_I)I;)I «/1+cos

sm(x)
= 11m2 cos(X)4 fl + cos =24/

Alors  lim Sin(zx)

0 [1-cos (x)

16)hmlog[ ¢ lj hmlogKex_f)Oj hnglog( )' hmlog( ) 1
X X—>

x—0 x—0 X — x—0
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Exercice 03 : Etude de la continuité des fonctions suivantes :

lim £(x) = f(a)

x* =1 st x<2
1 —
)f(x) {S—x ST x>2

Domaine de définition ‘R,

Par ['application de la regle de continuité, on trouve que:
lim f(x) = lim(S—x) =3

lim f(x)=f(2) 1" .
2 f@=(2"-1)=3

Donc lirrzl f(x)=f(2), Alorsf(x) est continue au x,=2

—2x—-3 si x<—1
Z)f(x)z X si —1<x<1
—3x si x> 1

Domaine de définition ‘R,
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Par ['application de la regle de continuité, on trouve que:

Pour x, =-1:

{lim f(x)=lim(x)=-1
lim f(x)= f(-D) 1
o SED=(-2(-D~-3)=-1

Donc lim1 f(x)=f(-1), Alors f(x) est continue au x, =-1

Pour x, =+1:

{lim f(x)=1lim(3x)=3
llm f(X) — f(+1) P x—>+1 x—>+1
Xt fED =(+1)=+1
Donc h_>n31 f(x)# f(+1),

Alors f(x) n'est pas continue au x, =+1
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Exercice 04 : Prolongement par la continuité (au point x, = 0)

des fonctions suivantes:

1) f(x)=——

l+e*

Domaine de définition R,

[ 1 1
lIim - = - =0
1 X—>>01 T l+e
lim f(x) = lim —— = te
x—0 x—0 - . 1 1
1+e* lim - = — =1
x—50 - l+e
L 1+e*

Alors, on ne peut pas prolonger la continuité de la
f(x)aux,=0

sin(x)

2) f(x)=

X

sin(x) _

Domaine de définition ‘R*,lin(} f(x)=Ilm 1;

sin(x)
J)=4 x

1 six=0

six#0
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3) f(x)= x.sin(lj
X

—lésin(ljélc —X Sx.sin(ljﬁx
X X

. : (1 :
= —limx Shmx.sm(—jﬁhmx

x—0 x—0 X x—0
0 0

) \ x sin| — | six#0
Domaine de définition R ; f(x) = (xj
0 six=0

el

_1

X
1 1 1
—1<sin| — |[£1< —— <x.sIn <—
X X X

| A | |

= —lim— <lim—.sin| — |<lim—

x—)O_x x—)Ox X x—)Ox
—

— +00

On ne peut pas prolonger la continuité de cette fonction
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SNCEEE

: 1
changement de variable y = —, Alors si x - 0= y — 4o,

X
) !
. 2 . — .
Donc lim— ¢’ = limye”’ =lim —=0
x>0 x X—>+00 x—>+0 @Y
y

Domaine de définition R ,; f(x) =1 x?
0 six=0

1
1 ln((l+x)x] In(l-+)

6)(x)=(1+x)=e =e
In(1+x)
lime = =e
x—0

1

Domaine de définition x e R'; [ (x) = (1 N x)x six #0
e six=0
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Exercice 05 : Etude da la continuité et la dérivabilité des

fonctions suivantes :

xle ™ Si ‘x‘ﬁl
f(x)=11
—  Si ‘x‘>1
e
e Si xe[—1,+1]
< fx)=
(%) 1 si xe]-o,—1[U]L,+o0]
e

Domaine de définition est *R;

La continuité :

e si xe[—1,+1]

f(x)z 1 lim f(x)=a

— si. xel|-o,—-1[U]l, 4] ¢

x,=-1:  limf(x)= lirn(x2e_x2 ) :é

x—-—1 x—-1
S
x,'=—1:  lim f(x)= lim(xze_xz ) .
x—l1 x—l1 e

Alors f(x) est continue au -1et +1
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La dérivabilité : On revient a la définition, et on cherche si le taux

d'accroissement admet une limite en X,,.

S )~ f(@)
X—d

Iim

xX—>a

=/ (a)

f)-f(=n T T,

x, ==x1: lim = lim
x—>t1 X _T_ 1 x—*1 X $ 1

( 2 —x? ljv

X e -

. e . 2

- xl—lgll ()C—T—l)' B xl_1)1i1112x.(1—x2).e =0

Lorsque x—X,. La fonction est donc dérivable en x,, de
dérivée 0

2 —x? .
2x.(1—x ).e Y/ |x|£1

£ )=

0 si |x|>1

xsinx
e cos(2x ) i r 0

0 si x =0

Domaine de définition est R’

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 119




Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

La continuité :

limf (x)=a
™" —cos(2x) 0
[ x
f(x)z X
0 six=0

e —cos(2x)

. (e”i“x —cos(2x))'
By

= lim((sin (x) + X COS (x))e"smx + 2sin(2x)) =0

x—0

0 =0 lip /()= lim

Alors f(x) est continue au 0

La dérivabilité : On revient a la définition, et on cherche si le taux

d'accroissement admet une limite en X,,.

""" —cos(2x) .
f(x)z , six#0 limf(x)z—a!(a):f,(a)

xXx—>a
0 si x=0

f'(x) :(sin(x)+xcos(x))e”i“x +2sin(2x)= f'(0)=0
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[e —cos(2x) —O]
X
= lim

x—0 x_()
_ lim(e“m—cos(2x))'

x—0 (x2)v

y (sin(x)+xcos(x))e”i“ +2sin(2x)
= lim

x—0 2x

x,=0: 1imf(x)_0f(0)

x—*l X—

= lim +cos(x) Mm(zx)
x—0 * ;T_, 1 $
! 4

sin(x)

Lorsque x—0. La fonction n’est pas dérivable en x,=0

Exercice 06 : f(x) une fonction définie sur B par :

1
x3.cos(—j six#0
X

0 six=0

/(%)=

1. Montre la dérivabilité de la fonction f(x) sur X:
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x3.cos(—j si x#0
0 si x=0

Domaine de définition est R’

La continuité :

limf (x)=a
o)
X .cos| — si x#0
S (x)= x
0 six=0
x,=0: lim f(x)= limx3.cos(l)=0
x—0 x—0 X

! ; P
a cause que: -1<cos| — |<1=-x"<cos| — |<x
X X

x—0 x—0 X x—0

0 0

On se dérige vers les limites: => lim-x" < limx’ .cos(— < limx’

Alors f(x) est continue au 0

La dérivabilité : Si f(x) est dérivable =»f(x) est continue

Alors, du moment ou f{x) est continue=>»f(x) est

dérivable au x,=0
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2. Ecriture de la fonction f'(x) sous sa forme prolongée au point

X():-l.
5 1 (1 :
3.x°.cos| — [+ x.sIn| — si x#0
f'(x)= X X
0 six=0

Exercice 07 : Calcul des limites par I'utilisation de la Régle de

I’Hopital :
TPACINRSTINGA )
XX, g(X) X%, g '(x)
A= lin(}(xcos i 3_ St xj = 9 Cas indéterminée
X—> x

Par ['application de la regle d ' Hopital on trouve que:

A=1lim

x—0

XCOS X —sin x . (xcosx—sinx)'
5 =lim

X
x—0

. COSX—XSINX—COSX . —sinx
=lim =lim
x—0 X

x—0

= lim
x—0
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2
.o x =1+logx O . .,
B =1im ex_2 Cas indéterminée
-l et —e 0

Par ['application de la regle d' Hopital on trouve que:

1
>~1+logx (2x+j
B =1lim> EX im~— Y/

x—l1 ex —e x—1 ex e

(5]
sin x—g
C =lim

H% 1-2cosx

0 . .,
=— (Cas indéterminée

Par ['application de la regle d' Hopital on trouve que:

c:hm““(x—?) | (sin(x_;fjj.

= lim
wZ 1-2cosx % (1-2cosx)'
3 3

. cosax—cosfx O ., .,
D =1lim 5 p = — C(Cas indéterminée
x—0 X O

Par ['application de la régle d' Hopital on trouve que:

D —lm cos(ax) zcos(ﬁx) b (cos(ax)—cos(Bx))'
x—0 X x—0 (xz),
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B.sin(fx)—a.sin(ax) 0

= 6 Cas indéterminée

D =1lim
x—0 2x

Par ['application de la régle d' Hopital une deuxieme fois,

on trouve que .

f.sin(px)—a.sin(ax) . (B.sin(Bx)—a.sin(ax))'

D =1lim =lim
x—0 2x x—0 (Zx)'
. B.cos( fx)—a.cos(ax) _p-a
x—0 2 2
. e Hoo ., .,
E = lim =—— C(Cas indéterminée

x—+0 P +00
Par ['application de la régle d' Hopital on trouve que:
x x| x
. e : (e ) : e 400 ey .
E =lim —= lim = lim - = Cas indétermince
x40 P x40 (XP )' X—>+00 p'xp_ 400

Par ['application de la régle d' Hopital plusieur fois,

puisque a chaque fois on trouve que la limmite reste toujours
indéterminée:
e e’ (ex ) "

X m
E:11m—=11m—1:11m = lim —~— =
x40 P x40 p.xl’_ X—>+00 (xp ) " x4 (xp ) m

X

- lim c —
X—>+00 p(p—l)(p—Z) ..... 1.x
= lim € = lim < = 400

= p(p—1D.(p—2).....1 x>+ pl
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(x—1)In(x) 0
Par ['application de la regle d' Hopital on trouve que:

F = lirrll(x In(x) —x+1 j = 9 Cas indéterminée

b lim(xm(x)_erlj . (xIn(x)—x+1)'
=1 (x—1)In(x) x—1 ((x —1) ln(x)) '
= lim In(x) =5 Cas indéterminée
@+ ()
X

Par ['application de la regle d'Hopital une deuxieme fois,

on trouve que:

b lirrll(xln(x) —x+1j - In(x)

(x—1)In(x) ! 1n(x)+(x_1)
X
1
:1in’11 (ln(x)) " zlin} 1 xl :l
(ln(x)+1—j' ) IR
x X X
cos(x)

G= lim(l — cos(x)) ctg(x) = £1_r)13(1 — cos(x)).

x—0 sin(x)

0 ., .,
:6 Cas indéterminée
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Par ['application de la regle d' Hopital on trouve que:

cos(x)

G =1lim(1-cos(x))ctg(x) =lim (1 —cos(x)).— =
x—0 x—0 S1n( x

. ((1 — cos(x)).cos(x))'
st (sin(x))"

sin(x)cos(x) +sin(x) + cos(x) sin(x)

=lim
x>0 cos(x)
. sin(x)(1+2cos(x))
= lim =
x>0 cos(x)

Exercice 08 : En utilisant le théoréme des accroissements finis,

) Vx,yeR ; sinx—siny|£|x—y|
vx.yeR : f continue dans |x, y]
f dérivable dans |x, y|

dce ]x, y[ tel que /()= F () = f(c)
X—y
Supposons f(x) =sin(x); f (c)=cos(c)
f@-SG) _ 0 o S0 -sinGy)
XY A=Y
sin(x) -sin( )
A

= cos(c)

<1

Avec |cos(c)| <l1,alors

< [sin(x) -sin(y)| < |x -y
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2) VxeR" ; 0<log(l+x)<x
f continue dans [0, x]
f dérivable dans ]O, x[
VACIENAS)
X=y

VxeR" ; {

=f(c)

Supposons f(x)=log(l+x); f(c)= 1

dce ]O, x[ tel que

c+1
x) - , log(1+x)-0 1
SC)S ) _ oy e 080X)-0
X—y x—0 c+1
Avec 0<c<x & lI<c+l<x+]1 & ! < 1 <1,

x+1 c+1

s ] <log(1+x)-0<1:> 1 <10g(1+x)
x+1 x—0 x+1 X

<1

:O£ﬁ<log(l+x)<x

On obtient : 0 < log(l + x) <X

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M 128



Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

3) VxeR e >1+x
f continue dans [O, x]

VxeR ;
{ f derivable dans ]O, x[

EIce]O, x[ tel que f(x)_f(y)zf'(c)
X—Y
Supposons f(x)=e"; f (c)=¢e"
f(x)_f(y):f'(c)de _lzec
X—y x—0
*-1
Avec 0<c<x < l<ef<e’ o 1< O<e",
x_
alors 1<——<e" = x<e' -l<xe’ = x+1<e’ <xe+1
X

On obtient :¢* > x+1

X—>+00

1 1
4) lim {(x+l).ex” —x.ex} =0

f continue dans [x, x+1]

f deérivable dans ]x, x+1[
f(x)-f ()
X=y

VxeR-{-10} ; {

3 ce]x, x+l[ tel que =1 (¢)

Supposons f(x) = x.ei; f(x)= (1 _ lj_ei
X

:>f'(c)=(1—l).ei
c
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1 1

SO SO) _ iy (3t -t :(1_1);
X—y (x+1)—x

1 1 1
R (x+1).ex+1 -x.e* = (l—lj.ec....(l)
c

Avec x<c<x+1 & L<l<l

x+1 ¢ x

(=)
o (1D 2 et

11 1 - L
Avec x<c<x+]l & —<—<— el <e’ <e*...(3)
x+1 ¢ x

x—-1 - 1) ! x
2Q)*B)=>—e<|1-— | e <——.e"
X c x+1
1 1 1
= x—l.e’f+1 < 1—l et <X e (4)
X c x+1
Remplagons (1) dans (4):
1 1 1
x_

1 — — = X -
— el <« (x+1).e’“+1 -x.et <——e*
X x+1

E n applique la limite a tout l'ensemble:

1 1 1 [ 1
) x—1 — ) — = ) X -
lim [—.ex“ } < lim {(erl).e“‘ —x.ex} <| lim — ex}
X—>+0

x X—>+00

1 1

1 1]
On obtient : lim {(anl).e‘“ —xe* |=1
X—>+00
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5) Pour tout 0O<a<l, etie€lN :

l-a

(i+1) i
[ £ continue dans [i, i+l]
|/ dérivable dans ]i, i+1[
S (x)-f ()
xX=y

VxeR" ;<

=1 (c)

= ce[i, i+1: tel que

Supposons f(i)=i*; f(c)=a ¢
S-S _ oy (iﬂ)a S

xX—y i+1-1i

Avec i<c<i+]l & a (i+1)a

(Puisque a—1<0),

. a g
alors o (i+1)a_1g(l+1) Lo it
i+1-i
. 10‘_-05
= On obtient : al_a g(H__) -l Sfa
(i+1) i+1—i 1

2- a) Par l'utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires, on va

sinx

montrer que I’équation xe™" =cosx

2

T
admet au moins une solution dans {O,—}
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sin(x)

Supposons f(x)=xe™™" —cos(x)

f(0)=-1 _
r. x = f0).f(7)<0
f(z)—ge 2

Ona ;

f continue sur [O, %} = d'apres le théoreme de VI

EIce}O, %{ tq f(c)=0

b) Par le théoreme de Rolle, montre que cette solution est unique

Supposons que f(x) admet deux solutions c,,c, € }O, %{

= f(e)= /() =0
( f continue dans [cl, cz]

On a | f dérivable dans ]cl,cz[
fe)=1()

Donc d'aprés Rolle: dc' e ]cl,cz[ tg f'(c")=0
£'(x) =" +x cos(x)e™ +sin(x) > 0= f'(x) %0

Contradiction = La solution proposé est juste
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Exercice 09 : Détermination du domaine de définition et calcul de

la dérivée :

fl(x)zln(\/xz +1):>1+x2 >0 xeR= xe |-, +0|
et son derive est :

2x
2

fu<x>=( ) ol

x*+1 Jxt+1 (xz +1)Z

f(x)= \/I+x2 cos’(x) = 1+x” cos’(x) >0

SxeR=>xe ]—OO, +OO[ et son derivé est :

(1 +x”.cos’ (x))' _ 2.x.c08”(x) —2x”.cos(x).sin(x)

fz(X)=2\/1+x2.cosz(x) . 2\/1+x2,cosz(x)

X cos(x).(cos(x) — X. sin(x))

\/l+x2.cos2(x)
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1
er—1 _ Jx#0
fi(x)= =3 = x € R* et son derivé est :
x°+1>0

1

KoL )
( x2+1)2
0 i ) ¥

2
(x2 +1)
L ! . 3, .2 3
_xzeX_eX_x3eX +x3 _ex ()C +x +1)+x
x* (x2 +1)2 x* (x2 4—1)2
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1

fin ==L :»{”O

[ x*+1>0

= xeR* et son derive est :

[ei—l}(m)—(le—lj(m)'

f'3(x) = 2
(\/xz +1)
(_zlel](\/xz +1)—[el —1][ al J
_\Y x> +1
(x2 +1)2
_ xzei ei _x3e§ i —e* (x3 +x7 1)+’
X (x2 + 1); X (x2 + 1)2
. 1+ sin(x)
£.(x) :11{1”?&}: I—sin(x) 0
~SI) ) i) %0
(1 + sin(x))(l - sin(x)) >0

< : : T
I-sin(x) #0 < sin(x) #1 < x = —

, _ 0<1+sin(x)<2
Puisque -1<sin(x) <1< ,
0<1-sin(x)<2

pour que l'inégalité sera toujours # 0, Il faut éviter que

I+ 5in(x) = 0 = sin(x) % +1 = x = = A x = 2

Généralement,On peut dire que pour satissfaire toutes

les conditions il faut que  x # (2k +1).§

Mr REZAOUI .MM & M"ELBAR.M

135



Exercices et solutions en Mathématiques -Tome 1 —

et son dérivé est :
( 1+ sin(x) j ,
, 1 —sin(x)
)= (1+sin(x)j
1 —sin(x)
(1 + sin(x)) '.(1 — sin(x)) — (1 — sin(x)) " (1 + sin(x))
~ (1- sin(x))2
(1 + sin(x)j
1 —sin(x)
_ cos(x).(1-sin(x))+cos(x).(1+sin(x))
(1 - sin(x)) (1 + sin(x))
2.cos(x) B 2.cos(x)
(1-sin(x))(1+sin(x)) (1-sin(x))(1+sin(x))

_2.cos(x)  2.cos(x) 2
- (1—sin2(x)) ~cos?(x)  cos(x)

J@(X)ZL:>1+)C2>O<Z>X€§R:>xe]—oo,+oo[
Jxt+1
et son derivé est :
2 1 X
(\/x2+1)—x(\/x2 1)' ( Xt )—x >
f's(x): =

( x2+1)2 (x* +1)
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_sin(x’ +1)
S = sty

:>cos(2x+1);«r&0:>2x+1;t(2k+1)z

<:>x¢(2k+l)%—% et keR

(sin(x’ +1))".(cos(2x+1)) - (cos(2x+1))'.(sin(x* +1))
(cos(2x+ 1))2

32 (cos(x +1)). (cos(2x +1)) +2(sin(2x +1)).(sin(x’ +1))
(cos(2x+ 1))2

(?)x2 - 2).(cos(x3 + 1)).(cos(2x +1))

(cos(2x+ 1))2
2.(cos(x’ +1)).(cos(2x+1))+2(sin(2x +1)).sin(x +1)
. (cos(2x+ 1))2
£ )= sin(x® +1) _ (3>x2 —2).(cos(x3 + 1)).(Cos(2x -|—21))+2.(cos(x3 —2x))
cos(2x+1) (cos(2x+1))

S ()=

Exercice 10 :

1-Calcul des dérivées n"“™* des fonctions :

fW)=xe'  f()=——  f(x)=x sinx

l—x
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Alors JaR (x) =
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3) f(x)=x"sin(x) = f'(x)= £ (x)=2xsin(x) +x.cos(x)
(2-x*).sin(x) +4.x.cos(x)

=(6-x").cos(x)—6.x.sin(x)

12 - x*).sin(x) - 8.x.cos(x)

(
f(5) ) =— (20 —x? ) .cos(x) +10x.sin(x)

Alors
Si n pair :
*n=2,6,10,..., (4n+2)
= [ (x)= +(n(n ~1)-x ).sin(x) +2.n.x.cos(x)
*n=4,.38,12,..., 4n
= [ (x) =—(n(n ~1)-x ).sin(x) —2.n.x.cos(x)

Si n impair :
*n=15,9,..., (4n+1)
= f" (x) = +(x2 —n(n —1)).cos(x) + 2.n.x.s1n(x)
*n=3,7,11,..., (4n+3)
= f"(x) :—(x2 —n(n- 1)).c0s(x) —2.n.x.sin(x)
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3) f(x)=x"sin(x) = f'(x)= £ (x)=2xsin(x) +x.cos(x)
(2-x*).sin(x) +4.x.cos(x)

=(6-x").cos(x)—6.x.sin(x)

12 - x*).sin(x) - 8.x.cos(x)

(
f(5) ) =— (20 —x? ) .cos(x) +10x.sin(x)

Alors
Si n pair :
*n=2,6,10,..., (4n+2)
= [ (x)= +(n(n ~1)-x ).sin(x) +2.n.x.cos(x)
*n=4,.38,12,..., 4n
= [ (x) =—(n(n ~1)-x ).sin(x) —2.n.x.cos(x)

Si n impair :
*n=15,9,..., (4n+1)
= f" (x) = +(x2 —n(n —1)).cos(x) + 2.n.x.s1n(x)
*n=3,7,11,..., (4n+3)
= f"(x) :—(x2 —n(n- 1)).c0s(x) —2.n.x.sin(x)
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2-Montre par récurrence que la dérivées n“™ de la fonction

f:]~1,l[—)]R définie par

/Rappel : \

Pour démontrer par récurrence la propriété P(n)

ou n un entier naturel, on procede en trois étapes :

1. Initialisation
2. Hérédité
3. Conclusion

Vxe]—l,l[ ou Pn(x) est le polynome de degré n

1. Initialisation :

Pour n=0,0na:
R(x) _ R(x)

_(l_xz)‘“i (1-x)
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Par ailleurs, on a :

On peut dire que P, (x) =1

La propriété est bien vérifiée au rang 1.

Pour n=1,0na: f(l)(x):f'(x): (x)

Par ailleurs, on a :

f'(x) =[ 1 - j’= ((l—xz);] '=%.2.x.(1—x2)_21_1 __ X

1—x

On peut dire que £, (x) =X

La propriété est bien vérifiée au rang 1.
2. Hérédité :
Soit n entier naturel quelconque, Supposons que " (x)est

vraie et montre que f (n+1) (x) est vraie:
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Intéressons-nous alors a :
- B (x B (x
e
(1-x)"72 (1-x7)2

Pour cela, on va dériver £ (x) pour trouver £ (x) :

f(n+1)(x):(f(n+1)(x))' { b, (xz+1 }
=k

P a1 - (x)-((1 - )“;J
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o (x) = P '(x).(l —x’ ) —(2n3+1).x.Pn (x)
(l—x2 )n+2

On peut dire que

-~ (x) =P '(x).(l —xz)—(2n +1).x.Pn (x)

La propriété est donc vraie au rang n+1. Elle est donc
héréditaire.

3. Conclusions générale :

La propriété est vraie pour n = 0 est héréditaire a partir de ce
rang. D’apres le principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier

naturel n, soit :

(1 . x2 )I’l+2

Vxe]—l,l[ ou Pn(x) est le polynome de degré n
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Exercice 11 :

1- En  utilisant le  Développement de Mac Llaurin,

1) f(x)=sin(x)
[ £ (x)=sin(x)

~
>
=
1
I
2z
=
~
=
p——g
~
>

= 1 f(x) =sin(x) =x—%x3 +...
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2) f(x)=cos(x)

~

»
o

[l

|
o
(@)
wn
~
)
——
~

>

:><f(x)—cos(x)—1 2—!x +4—!x
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1 ; D" (n+1)!
3 — (n) —
) f(X) (x+1)2 = f (X) (x+1)n+2
( 1
f(x)_(x+1)2
1) —2! (7(0)=+1
J (x) (x—l-l)3 f(l)(o):_2'
LO()=—" =17 (0)=3
(x+1) )
D=
O (x)=— “(0)=5:
(x—kl)5 / ()
@ () O
/ (x) (x+1)6
( R B f(k>(0) .
f(X)_(x—l—l)z_k:o k! *
S0 0, S0 0, SO o SO s
= 0! 1! 2! 3!
f(x): : 2=1—2x+3x2—4x3+5x4+...
x+1
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4) f(x)zex:> f(”)(x)zex
f(x):ex f O)zl
D () = M(0)=1
f(2)(X) ex f(Z)( ) X < f(k)(o) k
s f (x)ze =< f (O)=1 :>f(x)=e =kz_(:) Py X
)= | f9(0)=1 ‘
row=e o=
_SU0) o fU0) 4 SP0) L SP0) s
f(x)— o X+ 0 X + Y X+ 3 x+8(x)
i 2 x3 4 ;
<f(x)=e :1+ﬁ 5+; o (x)

2. Calculer +/ e avec 3 chiffres exacts en utilisant le D de Mac Laurin

f(x):ex:1+1ﬁ!+;_!+§_!+g(x3)
! 1 1/2) (172 (1/2) .
fzeZ:f(Ej:1+({!)+(/2!) +(/3!) +g(x)

Par contre vJe ~1.648721270 = Alors vous pouvez voir
l'insertitude a trois chiffres
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En utilisant le développement limité quand x —> 0. Calculer les

fonctions suivantes

e*—e” SIn X —1gx e’ sinx—x
sin x x(cosx—1) 3x? +x°
et —e”
1 X)=
) f( ) sin x
( x X
e =l+—+—+"—+ (x3)
I 2! 3
Puisuge:+ ‘x—1—£+x—2—x—3+ ( 3)
uisuqe:qe ' = TRETIEY elx
: B 1 | ;
sm(x)—x—ax +8(x)
etque f(x)= c ¢
sin x
x x X x x X
I ST
£(x)- :
3
X——X
3!
2
1+L 2 4
=2. 62+g(x3):2 1+—+—+5(x3)
X 18
6 0+5‘(x3)
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lim f (x) = lim——= :lim2.{l+%+g(x3)}:2

x—0 x—0 Sin X x—0

Vérifions la limite par la regle d'Hopital :

lim £ (x)=lim*—%— =% = lim (e )
x—0 -0 SInx 0 x—0 (sm X)'
i (ex +e‘x)' _ 1+1 5

x>0 (cosx)' 1
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| . sin(x) —1g(x)
2) }\g}f(ﬂ‘%gg x(cos(x)—1)

rsin(x) = x—%f +8(x3)
Jtg(x) =x—§x3 +8(x3) =

cos(x)—1= ;—}xz +8(x3)

\

1 5 1 ;5 1 ;
_sin(x)—tg(x)_[x_éx H“ﬂ j_‘z" (s
f(x)_x(cos(x)—l) 1o X’ _1+g(x)

Il
[E—

limf(x) =lim

x—0 x—0

{sin(X) - fg(x)} - lim[l +e (x3 )]

x(cos(x) — 1) x>0
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Vérifions la limite par une autre méthode :

: _posin(x)—zg(x) 0 . sin(x)—#g(x) 1

£§Igf(x)—£1§3 x(cos(x)—1) 0 g X (cos(x)-1)
sin(x)

lim f (x) im sin(x)  cos(x) 1 cos(x)+1

x>0 =0l x x | cos(x)—1 cos(x)-1
sin(x)

: | sin(x)  cos(x) | cos(x)+1

lglgf(x) _Eilg X X “cos?(x)—1
sin(x)

lim sin(x)  cos(x) | cos(x)+1
=0l x x | sin’(x)

limf(x):liml{l_ 1 ]ocos(x)+1

cos(x) ) sin(x)

_ iml.(cos(x)—l).cos(x)+1

cos(x) sin(x)

1imf(x)=lim1.(smz(x)) L i (Sin(x)jﬂ

cos(x) ) sin(x) 0 cos(x) \ x

1
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Ou par la regle d' Hopital :

lim / (x) = lim sin(x)—1g(x) _0 _ . (sin(x) —1g(x))"

x—0 x>0 X(COS(X)_I) 0 x—0 (x(COS(X)—l))!
1
. c0s(x) - cos’(x) 0
= lim ==
0 cos(x)—1-xsin(x) 0

)

limf(x) =lim

x>0 x>0 (cos(x)—l—xsin(x))’
sin(x)+ 2si§1(x)
, cos’(x) 3
= lim =—=1
0 2sin(x)+cos(x) 3

3 lim f(x) = lim 30—

x—0 x—0 3x2 + xS

Puisque:+

x x xX X’
I+ =+—+"— || x—= |-x
e’ sinx—x 1 2t 3! 3! 3
_ _ ve(x)

3xt+x° 3x“+x

= /(%)
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e _r
T3 12 36, ()
3x2(1+xJ
3
X .x3 x4
173 12 36
=3 5 +g(x3)
1+ —
3
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Vous pouvez vérifier la limite par la regle d'Hopital :

: . e'sinx—x 0 , (exsinx—x)'
£1£13f(x):£123 3x° +x° :6Z>£123 (3x2+x5)'
zlime (smx+00jx)—1:9
x>0 6x+5x 0

'

(ex (sinx +cosx) —1)

Ii =1
xlilgf(x) xl—r’lg (6x+5x4)'

. 2e'cosx 2 1
:hm—3 =—=—
=0 64+ 20x 6 3
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