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Préface Cours de module : Calcul des structures

PREFACE

Ce module constitué une premiére approche de I'équilibre des structures, désignée souvent
par RDM, est la science du dimensionnement. Ce dimensionnement fait appel a des calculs qui
prévoient le comportement de l'objet dont la conception doit réunir les meilleures conditions
de stabilité, sécurité, d'économie. Ensuite il permet d étude la stabilité interne d'ouvrage
c'est a dire la détermination des efforts et déformations a I'intérieur de la structure et les
déplacements des lignes moyennes des structures générés (batiment en génie civil, des
ouvrages d'art).

Ce polycopié s'adresse aux étudiants de troisieme année LMD en Génie Civil et Travaux
publics. Il est rédigé de maniére que l'attention du lecteur se concentre sur les applications
pratiques du calcul des structures. Des problémes sont accompagnés de leurs solutions. En fin
de chaque chapitre des exercices sans solutions sont laissés a la réflexion des étudiants et
pourront faire l'objet de travaux dirigés.

Le polycopié est divisé en cing chapitres. Il est structuré de maniére a fournir a I'étudiant les
basesde la statique pour déterminer I'équilibre des nceuds d'un systeme articulé et
rechercher les efforts intérieurs dans ses barres et du calculer les efforts des systémes et
structures hyperstatiques, calculer les sollicitations et les déplacements d'une structure

isostatique ou hyperstatique.
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Les Treillis Articules
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CHAPITRE 1 : LES TREILLIS ARTICULES

1.1 Définitions

On appelle systeme en treillis articulé un ensemble de piéces droites ou courbes, appelées barres, liées les

unes aux autres par des articulations. Les points d'assemblage des barres sont appelés neeuds (figure 1.1):

4&5 treillis dans I espace

’Q’! systéme Howe rﬁr A s:,rstéme Pratt

systeme Warren cantilever systéme Mansard

Figure 1.1. Différents types de systemes en treillis articules.
a) Barres
Dans le cas des treillis, ce sont des poutres en acier ou en bois (le béton armé est tres peu utilisé a cause de la

fissuration). Selon leur position elles portent des noms différents (Figure 1.2) :

Poingon

. diagonale
Membrure supérieure

arbalétrier

__.-— montant

“.'l Mambrure inférieure

entrait

Figure 1.2. Dénomination des barres.

On utilise souvent des barres asymétriques ; des sections symétriques doubles ou des sections symétriques
simples (Figure 1.3) :

I @A = df OQa [

Ay / N 7
s

v
SECTIONS SYMETRIQUES DOUBLES SEATIAKNE SVMETDIAIIES SIMDBI B
Figure 1.3. Exemples de section des barres.

b) Neeuds :sont constitués par :

» Clous, boulons, connecteurs pour les treillis en bois ;

> Rivets, boulons, soudure (tubes) pour les treillis en acier.
1.2. Hypothéses

v le poids des barres est négligé devant les autres forces ;

v"les noeuds sont considérés comme étant des articulations ;




Chapitre 1 : Les treillis articulés Cours de module : Calcul des Structures

v’ les efforts extérieurs appliqués au systeme réticulé sont contenus dans le plan du systeme et
exclusivement appliqués aux nceuds de la structure (il n’y a donc que des forces ponctuelles) ;
> Les lignes moyennes des barres sont supposées étre dans un méme plan etconcourantes aux nceuds.
1.3. Compression ou traction dans une barre :
On peut déduire des hypothéses précédentes qu’une barre quelconque de la structure est en équilibre sous
I’effet des seuls efforts qui lui sont transmis par I’intermédiaire des nceuds. Ainsi, elle ne peut étre soumise
qu’a deux efforts opposés, portés par I’axe de la barre :

Deux cas sont possibles :

Fléches vers les nceuds (-) Compression simple
Signe négatif( -
F_ . A B . gne négatif( - )
Fleches vers le centre (+) Traction simple
Signe positif(+)
F < A B . F

1.4.  Condition d'isostaticité

Les barres n'étant soumises qu'a des efforts normaux, en chaque neeud du treillis il y a un systéme de forces
en équilibre. L'équilibre d'un systéme agissant sur une particule, un nceud par exemple, est vérifié si la
résultante est nulle ou si les

projections suivant 2 ‘?<I I\IL

directions perpendiculaires " e

Figure 1.4 : Systeme vérifiant la condition 1.1 mais
(x et y par exemple), sont inetahln

nulles (2Fx= 0, 2F,= 0).
Si n désigne le nombre de nceuds (les appuis sont aussi des neeuds, n= 10 pour le systéme de la figure 1.4),
le nombre d'équations d’équilibre de la statique qu'on peut écrire est égal a 2n.

Soient b le nombre de barres et Ile nombre de liaisons dans les appuis. La condition d'isostaticité s'écrit :

Il faut cependant préciser que la condition (1.1) peut s'avérer insuffisante a prouver l'isostaticité d'un treillis
:le systeme doit en outre étre géométriqguement invariable.Une régle simple dite regle de la maille
triangulaire permet de Vérifier si le systéme est isostatique et stable. Cette régle s'‘énonce comme sulit : si,
partant d'une maille triangulaire, on arrive a reconstituer le systeme en ajoutant 2 barres a la fois, alors le

systéme est isostatique stable.
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1.5.  Méthodes de calcul
On peut diviser les méthodes de calcul des systemes en treillis articulés isostatiques en deux catégories :

> Les méthodes analytiques ;

> Les méthodes graphiques.
La méthode graphique la plus répandue est celle de Cremona (tracé de Cremona). Elle consiste a construire
le polygone des forces en chaque nceud. Les méthodes analytiques les plus usuelles sont la méthode des
neeuds et la méthode des sections. Les trois méthodes citées seront présentées.
Il faut souligner que, indépendamment de la méthode utilisée, on doit toujours commencer par le calcul des
réactions.
1.5.1. Méthode des nceuds

La méthode consiste a isoler le nceud considéré par des coupures libérant les efforts dans les barres et a

P/2 f/Z
c 4 E l 8 F f y
hI 1 5 9 | X

G KRR
] N | N |

A

AN
~N

Figure 1.6. Poutre isostatique
projeter toutes les forces, efforts normaux et forces extérieures, agissant sur le nceud suivant deux axes

perpendiculaires. On doit obligatoirement entamer les calculs par un nceud auquel n'aboutissent que deux

barres (2 inconnues, 2 équations). Puis on passe a un nceud qui ne présente pas plus de deux inconnues.

Exemple d'application
e Noeud A

Le choix du sens des efforts dans les barres est arbitraire. Le sens choisi correspond a la traction ; le calcul

montrera pour chaque barre la nature exacte de I'effort qu'elle porte.

N; \ SFx=0=>N2=0
“< E’ 2Fy = 0 =N1 = -P (le signe "-" indique que la barre 1 est soumise a une
A ﬂ=_Ni T N: compression).
Ra=P Ni=P
e Nceeud C

>Fx=0= Nscosa+Ns=0

EFy=0=P-Nzsina =0

d'ou : NS:_L (traction) et N, :—i(compression)
sina tga
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e Neeud D
Ns=P/sina TN5
2F, =0= Ng =Njzcosa=
N,=0 a = P (traction)
R ] D —_— NG t
= —P (compression)
e Neeud E
JF =0 P Ng + N =0
lplz = @tg—a+ g+ N;cosa=
N4=P/tga E N P
||\§a JF,=0=N, = s (traction)
Y\
T \‘N7 = Ng = 3P (compression)
Ns=P 2 tga
e Neeud F
P SF,=0= Ny =S P (compression)
X 8 2 tga

Ni=(/2)Pligg Ny
F 3F, =0 = Ny =—P (compression)

v

Ng

La figure 1.7 ci-aprés montre la nature de I'effort dans les barres étudiees.

. R lLP/ZA . lp JLP/Z Convention :
t i - . ! A . I - Fleches vers les nceuds = compression
Tp i - ) PWI - Fleches vers le centre = traction
Figure 1.7. Représentation de la nature des efforts - 0 = effort nul

1.5.2. Méthode des sections (ou de Ritter)

La méthode consiste a pratiquer dans le systéme une coupe ne rencontrant pas plus de 3 barres (sauf dans

des cas précis) non concourantes, de facon a séparer le treillis en deux parties. Pour trouver I'effort dans une

des barres, on écrit I'équation d'équilibre de rotation de l'une des deux parties par rapport au point

d'intersection des autres barres

(Figure 1.8).

SM/IA=0= Ns=...

SMIB=0= Ns=... ©
2M/C =0 = Ng = ... (partie de e Figure 1.8
droite)
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NB : Le point d'intersection des barres par rapport auquel on calcule les moments n'est pas nécessairement
un neeud du systeme (d'ou l'intérét a travailler graphiquement).
Cas particuliers
a) Deux barres coupées sont paralleles (point d'intersection rejeté a I'infini) (Figure 1.9)

K L H
1
i
A !
L ool
) 1 oA

Figure 1.9 : Poutreen N

L'effort Nkn est obtenu a partir de I'équation 2M/J = 0 et I'effort N dans la barre LJ s'obtient a partir de :
2M/K = 0. Pour calculer N3, on utilise une équation d'équilibre de translation, 2F, = 0 par exemple ; ou
bien une equation d'équilibre de rotation par rapport a un appui, XM/A = 0 par exemple.

b) Plus de trois barres coupées : la méthode de Ritter peur étre appliquée a condition que les barres

coupées soient toutes convergentes sauf une.

I ;
6 rJ(a) 9 |

3 ) -

2 8

1 n o
ERRRR Wa) ! !

Figure 1.10. Poutre en K

La coupe a-a (Figure 1.10) présente trois barres concourantes 4-5, 5-6 et 6-9 en 6 et I'équation 2M/6=0
donne I'effort N47. L'effort N47 connu, on fait la coupe I-1 et il n'y a plus que trois efforts inconnus.

Intérét de la méthode des sections : elle permet de calculer directement I'effort de n'importe quelle barre et

Figure 1.11
constitue de ce fait un excellent moyen de Vérification des résultats obtenus par les autres méthodes.Exemple

d'application

Réactions : R, =Rg =§t=4t

TM/i=0 < 2Ra—Ns =0 = Ns = 81 (traction) T

SM/A=0 < 2x3t + ZNs = 0, avec 1 Z = ——m
J5
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XM/j=0< Z'Ng—2x3t +4Rg =0 = Z'Ng = -10tm

. 1z .
sina=—==,dolU: Z=4/5m et: N, =-559t
J5 4 6

Nature des efforts

Pour calculer les efforts dans les barres 1, 2 et 3 on écrit les équations d'équilibre de translation en A et C.
On peut également appliquer la méthode de Ritter.

Remarque : Dans la pratique, les bras de leviers peuvent étre mesurés graphiquement ce qui présente
l'avantage de faciliter le travail.

1.5.3. Méthode de Cremona (tracé de Cremona)
La méthode consiste a tracer le polygone d'équilibre des forces appliquées a chaque nceud. Tous les nceuds
étant en équilibre, les polygones sont nécessairement fermés.
Pour pouvoir appliquer la méthode, il est nécessaire que le systéme posséde au moins un nceud auquel
n‘aboutissent que deux barres.
Les etapes de la méthode :
1) On représente le systeme dans une échelle des longueurs.
2) On calcule les réactions puis on numérote :
a) Les intervalles entre les forces extérieures en tournant dans un sens, le sens horlogique par exemple.
b) Les intervalles du réseau (domaines intérieurs délimités par les barres).
Ainsi, chague barre se trouve caractérisée par deux chiffres désignant les intervalles (domaines) adjacents.
3) On construit le polygone des forces extérieures, dans une échelle des forces choisie ; ce polygone est
fermé puisque les forces extérieures sont equilibrées par les réactions (équilibre global). On précise le sens
des forces par des fleches.
4) On trace ensuite le polygone des forces agissant sur chaque nceud (forces extérieures et efforts dans les
barres) en commengant par un nceud auquel aboutissent seulement deux barres puis on passe a un nceud
n'ayant que deux efforts inconnus.
N.B. : Les directions des efforts sont connues (orientations des barres) et leurs sens et intensité sont obtenus

en fermant chaque polygone.
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Exemple d'application

Soit a calculer les efforts dans les barres de la poutre représentée a la figure 6.24 déja calculée par la

Figure 1.12

meéthode de Ritter.
La résolution du probleme se fait selon les étapes ci-apreés.
0- On représente la structure dans une échelle des longueurs (Figure 1.12).
1- Numeérotation des domaines extérieurs (delimités par les forces appliquées et les réactions) : 1, 2, 3, 4
et 5 (sens horlogique, Figure 6.24).
2- Numérotation des domaines intérieurs (mailles) : 6, 7, 8, 9, 10, 11 (de gauche a droite). On pouvait
choisir des lettres a la place des chiffres (Figure 1.12).
On peut maintenant numéroter chaque effort (extérieur ou interne), avant de passer a I'étape suivante.

Chaque effort est caractérisé par les deux chiffres des domaines qui sont adjacents a sa direction. Les efforts

Fs1=4t R Fis=4t
Figure 1.13

internes agissant sur les nceuds sont numérotés en tournant dans le sens horlogique (Figure 1.13).
3- On trace le polygone des forces extérieures (forces appliquées et réactions). Ce polygone est
représenté par le segment vertical : 1-2-3-4-5-1 (Figure 1.14).
4- Construction des polygones des forces agissant sur chaque nceud.
a) Nceud A : Les efforts intervenant sont : N1s, Nes et Fs1. Cette derniére force étant connue et

représentée sur le polygone des forces extérieures. Notons que seul le point 6 est indétermine.
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3)

®) f
:
1
1

@ —~z

<l

@ 7 !
1

1

()] |

) /

Figure 1.14

A partir du point 1 on trace une parallele a la barre AC (N1g) et a partir de 5 on méne une paralléle a AD
(Nes). L'intersection des deux paralleles détermine le point 6 cherché. Pour connaitre le sens des efforts Nis
et Nes, on ferme le polygone en partant de I'effort connu, Fs1 (schémas ci-dessous).

(compresion)
Nig

A (traction)
Nes

Fs1

6 > 5

Les fléches obtenues en fermant le polygone (des efforts agissant sur le nceud A) indiquent la nature de
chaque effort.

b) On passe ensuite au nceud D ou seuls les efforts dans les barres DF et DC sont inconnus.
Efforts intervenant : Nse (connu puisque Nes est connu), Ne7 et N7s. Dans ce cas egalement, seul le point 7 est
indéterminé.
A partir de 6 on mene une parallele a DC (Ne7) et a partir de 5 on trace une paralléle & DF (horizontale)
(N7s). L'intersection des deux paralléles se fait au point 6, donc le point 7 est confondu avec 6. Le polygone

des forces en D (Nsg, Ne7 et N7s5) se limite au segment 5-7 ; donc I'effort Ne7 = 0 (voir schémas ci-dessous).

5

6 _ Nss Nsg (traction) %
7 N7s h D

D I\LS (traction)

Point C : Efforts intervenant : Ne1, F12, N2g, Ng7 et N7s (Ns7 = N7s = 0). Seul le point 8 reste a trouver.
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A partir du point 2 on trace une parallele a CE (Nzs) ; puis a partir de 7 on méne une paralléle & CF (Ng7).

L'intersection des deux paralléles détermine la position du point 8. On ferme ensuite le polygone pour

déterminer le sens des efforts inconnus (Ng7 et N2g) (Ns1—F12—>N2s—>Ns7 et Nzg)(schémas ci-apres).

Remarqgues :
1) Utilisation combinée du tracé de Cremona et de la méthode de Ritter

Lors d'un tracé de Cremona, on ne peut pas franchir les nceuds auxquels aboutissent plus de deux barres dont
les efforts sont inconnus. La méthode de Ritter permet de franchir ces nceuds. Il suffit d'effectuer une ou
plusieurs coupes donnant les valeurs des efforts dans les barres "surabondantes”. Ce cas se présente

fréquemment dans les fermes dites "Polonceau™ (Figure 1.15).

Figure 1.15 : Ferme type
Ayant amorcé le Cremona en 1, en arrivant en 4 on se trouve en présence de 3 efforts inconnus (Nas, Nas et

Nas'). La coupe a-a' permet de calculer directement I'effort Na (XM/8=0) ; aprés quoi on poursuit
normalement le tracé de Cremona.

2) Barres ne travaillant pas (N=0)

Dans I'exemple ci-contre, cing barres ne travaillent pas (N=0) ; néanmoins, elles sont nécessaires car elle
contribuent a : - assurer I'indéformabilité et I'isostaticité P

du systeme ;

- réduire les longueurs de flambement ;

A IR
Figure 1.16 : Poutre avec plusieurs
barres non sollicitées

- faciliter les dispositions constructives.
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Exercices / Chapitre 1

1.1 :Déterminer les efforts dansles barres du systéeme (voir figure 01)

P=30 KN

Figure 1.1

1.2 :Calculer les réactions et determiner les efforts dansles barres du systeme par la méthode des
noeuds(voir figure 02):

20kN 20kN 20kN 20kN 20kN

h=2m

P T
J L 1 L J L=2m | L J
! ~ s ~ ~
Figure 02

1.3:Déterminer les efforts dansles barres du systéeme par la méthode de Crémona(voir figure 03):

D E

e } F=80 kN R
L L L=2.5m L
| | N I N
I N N N N
Figure 03

10
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Chapitre 1 : Les treillis articulés

1.4:Deéterminer les efforts dansles barres du systeme par la méthode des neeuds (voir figure 04):
3kN 3kN 1.5kN

C

Figure 04

1.5 : Déterminer les efforts dans les barres du systeme ci-dessous(voir figure 05) par la méthode de
Crémona, sachant que : L=2 m et P=10 KN.

—— B 2 C P g
L ' o
5 4
¥ 45°
A i i G e e S —ia
RSSSSESN

Figure 05

1.6 : Trouver les forces dans toutes les barres du treillis suivant (voir figure 06) :
OKN

A 2 6
lp
RS
v
4kN SkN 12kN
al 4m L 4m Al m N ¢ m NI
3 T F 3
Figure 06

1.7 : Trouver les forces dans toutes les barres du treillis suivant (voir figure 07) :
10kN

Figure 07
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Chapitre 2 : Méthodes énergétiques Cours de module : Calcul des Structures

CHAPITRE 2 :METHODES ENERGETIQUES

2.1.Expression générale de I’energie potentielle de déformation

Soit un systeme de poutres en équilibre sollicité par des actions extérieures et telles que les liaisons soient
parfaites. Dans le cas d’une poutre soumise aux sollicitations internes (Ms, T, N et M) I’expression de Wer

s’obtient par la relation suivante :

M .2 2 2 M 2
Wdéf=£J. ! dx+1_fl\l—dx+i_fidXJr1 e (2.1).
29 EI 29 EA 29 GA 29Gl,

Sachant que

Mt : moment fléchissant ; T : effort tranchant (cisaillement) ; N : effort normal ; M : moment de torsion ;

E : module de déformation (young) ; I : moment d’inertie ; A : section(m?) ; G = ;1p :inertie polaire ;

2(1+v)
k: facteur de cisaillement( égal a 1.2 pour une section rectangulaire et 1.11 pour une section circulaire) ;

40xIp?
AZ

. coefficient de torsion est une constante dépendant de la forme et les dimension de la section

(égal & 1 pour une section circulaire).

2.2.Theoreme de castigliano

Le théoreme de Castigliano établit une relation entre les déplacements etle potentiel interne. Pour 1’établir,
on part de I’égalité de Clapeyron et on calcule plus explicitement le travail des forces extérieures.La dérivée
partielle du potentiel interne par rapport a une action quelconque est égale au déplacement du point
d’application de cette action mesurée algebriquement sur la ligne d’action de celui-ci. Pour une force

ponctuelle F;, le deplacement iest égal a :

ow
o = a_F,(ZZ)
. s ow
Pour un moment ponctuel Mi;, la rotation @iest égal a :6; = Qs (2.3)
i

En conséquence, si I’on souhaite calculer le déplacement 8(ou rotation 0) d’une section S d’une poutre dans
une direction donnée, on appliqueune force fictive F*(ou moment fictif M*) dans la section S suivant

cettedirection. On aura alors :

ow
a
9 = a_ﬁ M*:0 .......................................... (2.4)

12
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Exemple 1

P
Considérons une poutre bi-articulée de section constante chargée en son A l
ey R

milieu par une force concentrée P(Figure 2.1)

12 12

-
-k

N
r

La fleche a mi-portée (f) s'obtient par application directe du résultat (2.2) :

Figure 2.1
f=AWIP
Avec :
2
W = 1 &dx +ij‘—ydx
23 El, 29 GA
1/2 2
= 2E1 L (—x) dx+f,2<5(l—x» dx]+ZG—A[j ~ > x+j,2(——> dx]
_ PP &P
96EIl, 8GA
Dou :
__PIP &Pl
48EIl, 4GA
Exemple 2
Soit a calculer le déplacement du point d'application de la charge
P(Figure 2.2), on suppose que la rigidité flexionnelle est constante. l i ‘%
o
| CP2IP &P2 —
- Px) 2 dX + —— S
2EI, I( x)° X+2GA>[( " GEI, " 2GA f Pt N
. LT {
D'ou : r !
3 .
__pP1” P Figure 2.2
3El, GA
Exemple 3
On veut calculer la rotation de l'extrémité B de la poutre ci-dessous(Figure 2.3).
2 KCZ
_= d _= =
2EI j( X X+ZGAI( )d 6EI T 2GAl

D'ou :

N Cl xC
e = = +
= &  3El, GAI

13
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Exemple 4

Soit a calculer le déplacement angulaire de l'extrémité libre d'une poutre console de section constante
soumise a une charge répartie uniforme (Figure 2.4). L'influence de T étant négligeable, on ne tient compte
que de M.Pour calculer la rotation demandée, on applique un couple auxiliaire C en A afin de pouvoir

utiliser le théoréme de Castigliano. d

W
o
aN V) Y Y y Y Y Y Y Y Y 3 X
VN :z‘(::o A b\.“‘
2 \? 3 215 f I }
1 ¢ 1 gx 1 Cql® qg“l
W=—"-[M2dx=—"|[|-(C+2) | dx=——(CA+—+"— .
2E1 -0 2ElI 0( ( 2 j 2EI( 3 20) Figure 2.4
3
ﬂ 1 (2(;| qIJ ” AN _ql®
A T CcC=0"
X 2El 3 Jdou ac 6EI
Exemple 5
On désire connaitre la rotation de I'extrémité A d’une poutre bi- (‘) lp
| =3
7 [
articulée soumise a une forceconcentrée P (Figure 2.5). S S
4 ¥ +
W_ZEII (Ryx—C) dx+—j(RAx C—P(x—-a))%dx Fraure 25
oW Pab
Ra= (Pb+C)/I, al = =———(a+2b
avec : Ra= ( Y, alors: v, = ac' " 6EII( )

Le signe "-" indique que la section tourne dans le sens contraire du couple

auxiliaire C.

2.3.Théoreme de ménabréa
Dans un systéeme hyperstatique sur appui rigide, les réactions hyperstatiques dues aux liaisons surabondantes

ne travaillent pas pendant la déformation du systéme. Les dérivées partielles du potentiel par rapport aux

A . aw
réactions hyperstatiques Risont donc nulles SR O, (2.5)

i

Exemple 6

Soit a calculer la fleche a mi-portée du systéeme représenté ci-contre

(El' constante). Appliquons une premiére fois le théoreme de ——

O
P2

Castigliano pour calculer la réaction R de I'appui A (Figure 2.6). I ! ,
Sa=ANI[R=0

|F _
dx —E M R dx r v y v vV V V VY

EIS , :J.OM”: dgf dx=J.0(Rx—qx Yxdx .

M Mo 1 [y, Mo
=g

B A

Rl 4 2 ure 2.6
EI6A—(——q )= O:R—g

14
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2.4.Théoreme de muller-breslau :

Formule de mohr

Pour calculer le déplacement (ou la rotation) en un point jd’une structure isostatique sollicitée en flexion par
un systéme de chargement extérieurF( F1,Fo,...,Fn), on procéde de la maniére suivante :

—on calcule les efforts intérieurs produits dans la sections i ( Mir,Nir, Tiret Mtie) par la sollicitation globale
F( F1,F2,...,Fn).
— on applique une charge unitaire en jdans le sens du déplacement recherché et on détermine les efforts
intérieurs associés au point i (mjj nij tijet mtj;).

Le déplacement (ou la rotation) recherché c‘)'jps’obtient par I’intégrale suivante (2.6):

1 M“:mij | N“:n__
i T

Exemple 7

Calculons la fleche au milieu C de la poutre représentée a la

i P
figure 2.7 (EI constante). c ‘%
0, = Imdx=iJ'IMm.dx | %
o EIl El -0 &
1 e [ | N N 4>
=51, PO+ [ PRG - X)dd » k k
Ly P.x(l——x)dx
E| Ji2 2
Soit:
_5PP
© 48EI
Exemple 8
1 '
On cherche la rotation de I'extrémité lp mL=0
. A
A de la poutre (Figure 28)El L ' -
L] L o L
F bl F it
constante. — Figure 2.7
yo— IMm.dx=i[J”2B(l—l)dx+M\ pZ
El 0 El 50 2 I \ F)(
P X I
+ ]2 (=00 =P)dx] b
Soit : » —
m r;{f
PI2 __ﬂf"’fa =
VA= B
16EI Figure 2.8
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2.4.1. Particularisation de la formule de Mohr

a) Systéemes a ame pleine : méthode de Verechtchagine
Dans ce cas, les déformations dues au moment fléchissant sont généralement prépondérantes et les
déformations provoquées par les autres efforts, T notamment, peuvent étre négligées. On peut donc calculer

avec une bonne approximation les déplacements par l'intégrale :

11
5“: ZIOEMiFmijdX

Remarque : Lorsque la fonction Miemii/El n'est pas intégrable analytiquement, on remplace l'intégrale par
une sommation de différences finies.

a.1 Cas des piéces droites

M
. . . , ds = —dx
Pour calculer lintégrale (i) on peut utiliser une méthode grapho- El
. : . . . M
analytique. La fonction m, du moment fléchissant dd a une sollicitation o
G
unitaire, est linéaire. Cette linéarité du diagramme m peut étre )‘
caractérisee par la pente aqu'il fait avec lI'axe horizonta.(Figure 2.9). x]'
1 d '
On démontre que : X > ———
d m
| 1
j mdx =m,. Surface de (Mj =m.S !
0 El El
N P . . . X
ou my est la valeur du moment fléchissant m calculée au droit du centre >
de gravité de l'aire M/EI. f {
' Mm M . M ;
Ona: I —dx= j mds, avec ds=—adx, S=airede — Figure 2.9
o El El El

mais : m = xtge, alors :

' Mm
Bl dx = L tgaxds =tg aLxds
comme :
jxds des
S S
Xg =—=—:I xds = S.Xg
S
donc :
' Mm
IOde:S.tga.xG Xgtga =m;
or:

16
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alorsonabien: T . (2.8)
a.2 Pieces droites prismatiques

La section étant constante, El peut étre sorti de sous le signe intégrale.

| |
O = g J, MrmicK
(2.9a)

Si on pose (2 = aire du diagramme du moment fléchissant sous les sollicitations externes et m; la valeur du

diagramme "unitaire" au droit du centre de gravité de £2, alors :

I
Oig =— Q.
JF El ml

(2.9b)
Remarque : Si le diagramme linéaire m change de pente, on travaille par intervalle, puisque les résultats
(2.8) et (2.9) ont été établis pour « constant.

Exemples d'application

Exemple 9 (Figure 2.7)

Ona:
1 1 o1 "
Or=—0m =—0.m +—0Q2,.m
C E| 1 E| 111 E| AL
avec :
2 2
.Q=.(.21+Qz=Elﬂ+ll(Pl+ﬂ)=i+3PI
222 22 2 8 8
I
- PourOSXSE ona: m=0
P I<x<|ona'm 1(x I) | X
- our -<X< ‘m=-X--)=—-
2 27 2
Il vient :
1 . 1 3PI% 5]
Se=— 2, m;, =—> =
CTE Y R 8 18
soit :
_ 5PP°
C " 48EI

Exemple 10 (Figure 2.8)
Ona:N=PlP8etm=1-x/l

D'ou :

17
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1 1 PI?P1  PI?

AT e ™M E 8 2 BE

b) Systemes en treillis articulés (chargés indirectement)

Les barres du systeme étant rectilignes, chacune d'elles est soumise a un effort normal uniquement, de plus

cet effort est constant (voir § 6.5). On a donc pour chaque barre :

I N.-n: I
J-ng:NiFnijJ.d_x
o EA 0 EA

Si la rigidité extentionnelle (EA) est constante, on aura :

Fdx  Nigngl
NiFnijI - =
o EA EA

Pour une structure comportant a barres, la formule de Mohr s'écrit :

k=a N, _n,I
5 ZZ kF Nij 1k
= EvA
k=1 (2.10)

a- gr = déplacement du nceud j dans la direction j sous la sollicitation globale F,
b- Ny = effort normal dans la barre k sous I'action de F,

c- ny = effort normal dans la barre k sous I'action d'une sollicitation unitaire

d- appliquée en j suivant j,

e- Ex=module d'élasticité de la barre k,

f- (X =aire de la section de la barre k,

J I | I=3m J I J
N N N N
Figure 2.10

I« = longueur de la barre k.
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Exemple d'application

On cherche la fleche en C de la structure représentée a la figure (3.18). On suppose que EA est identique

pour toutes les barres.

Pour I'application numérique on prendra : EA=315.10°kg, |=3metP =30t

Barrek | Eax Ik | Nkr Nkj | NkeNkjlk
3W2 —PV2/3-2J21/3
1 315.10° 4P\21/3
2 315.10° | 3 P/3 2/3 2P/3
3 315.10° | 3 P/3 2/3 2P/3
4 315.10° | 3 | 2P/3 | 1/3 2P/3
5 | 3V9 —Pv2/3 —2P21/3
; 315.10 373
6 315.10° | 3 -P/3 -2/3 2P/3
7 315.10° | 3 0 0 0
5 | 3J2 2PV2/3-21/3
. 315.10 1033
9 3 2P/3 1/3 2P/3

Les résultats des calculs sont regroupés dans le tableau ci-
dessus. Le déplacement demandé s'obtient en divisant la

somme de la derniere colonne par la valeur de EA.

Niengle 1% P(6~/2 +10)
Sep = - Noen,l, = -—2vetrad)
= EAz g = PEI2

~6 mm
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Execices / Chapitre 2

2.1 :Calculer le déplacement vertical a mi-portée, compte tenu de M et A l P B
de T . Comparer l'influence des deux efforts (voir la figure 01). B %“E
A.N. : Section rectangulaire (h = 30 cm, b = 20 cm), v= 0.15, Jp 2 2m Jp
E = 10° Kg/cm? et x=1.2.
Figure 01
\ . - 5 P=200kg |
2.2: Calculer la fleche de I'extrémité libre. Comparer les contributions de ﬁl
Metde T (voir figure 02). | - |
A. N. : Utiliser les données de I'exercice précédent. " "
Figure 02
2.3:
Calculer la fleche de I'extremité C de la poutre ci-contre, compte tenu P=200KgFg
de M et de T. Comparer les fleches provoquées par les deux efforts iAl _AB_ ¥ CR
(voir figure 03). SRR RN
A. N. : Section rectangulaire,L =4 m, a=1m, h = L/12, b = 20 cm, ! 'X = !
v= 0.2, E=3105Kg/cm2 et x=1.2.
Figure 03

2.4: Calculer le déplacement vertical du nceud C. Les barres du systeme ont toutes la méme
rigiditextensionnelle EA (voir figure 03). D £
A. N: EA =315 10° Kg.

hE 2.5m
B C ——
r—on I.NI
N| | L J L=25m | L J
I N N N N
Figure 04
2.5 fp? &? fa?
g=4t/m
C=4tmPI )
IMEE — ci2 l P l P %
T DI/2 T R A )
N| 213 | 3l
| al/2 g aG2 N a=2mG; ! N N N
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o
D

a

—

A

R
T 1

2.6:
A T

Aa

o)

NN NI 3Va? 87a? OA?

RN

2.7:

Calculer le déplacement du point A dans la direction de la force P,
du systéme ci-contre (les barres b et ¢ sont dans un méme plan
horizontal). c
On négligera les effets directs de l'effort tranchant. La section est
circulaire de diametre 2R, le module d'¢lasticité est E et le
coefficient de Poissonv. A

2.8:La poutre courbe ci-contre a un rayon de courbure R, un module d'¢lasticité E et un moment d'inertie |
(par rapport a un axe perpendiculaire a la fibre moyenne) constants. Elle est soumise a une force horizontale
P appliquée a son extrémité libre A.

Calculer les composantes horizontale et verticale du déplacement du point A, compte tenu de M
uniquement.
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2.9:

Rs? RVa? RHa?

g=4t/m _ P=20t
P=4t
T T Tt l A | i

G &« 0 [

h=5m
_ A —F=51] NE —
e @
2m
N
ST
T
N " | a AN N 1=4m N\
I\ 41T I\ FALL |\ | I\

2.10:
Pour le treillis hyperstatiquesuivants, on demande de déterminer les efforts dans touts les barres (Module

d’élasticité E et section A identiques pour toutes les barres).

100 &N
A B
- 1 rd
. 100 KN
< Il
E D
P W
| AK;_
2m ' 2m . -

2.11:
Pour le treillis hyperstatiquesuivants, on demande de déterminer les efforts dans touts les barres (Module

d’élasticité E et section A identiques pour toutes les barres).

2 C P

- B >
1 3
L
. 4
l N 450
) 6
SN &
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2.12:
Pour le treillis hyperstatiquesuivants, on demande de déterminer les efforts dans touts les barres (Module

d’élasticité E et section A identiques pour toutes les barres).

Force F

G

2.13:
Pour le treillis hyperstatiquesuivants, on demande de déterminer les efforts dans touts les barres (Module

d’élasticité E et section A identiques pour toutes les barres).

F=10kN
A 1 B

h

I=1m T
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CHAPITRE 3:METHODE DES FORCES

3.1. Introduction
Deux méthodes sont trés utilisées pour le calcul des structures hyperstatiques, 1'une pour laquelle le point de
départ est la notion d’effort, I’autre qui prend comme point de départ les déplacements. Ces deux méthodes,
différentes mais aboutissant aux mémes résultats sont :

e la méthode des forces,

e la méthode des déplacements.

Nous allons, en ce qui nous concerne, étudier la méthode des forces.

3.2. Méthode des forces

Elle est parfois appelée méthode des efforts ou méthode des sollicitations. Avec cette méthode, on prend
comme inconnues les forces dans les liaisons surabondantes. Les liaisons surabondantes sont supprimées et
remplacees par des forces inconnues qu'il faut chercher en premier lieu. La structure initiale (hyperstatique)
est transformée en une structure isostatique soumise aux charges extérieures de départ et aux forces
introduites (les inconnues hyperstatiques).Les équations supplémentaires qui permettent de déterminer les
forces inconnues sont obtenues en exprimant la "continuité” de la structure déformée dans les liaisons

supprimeées (surabondantes).

3.3.Liaisons surabondantes

On appelle liaisons surabondantes, les liaisons qu'il faudrait supprimer a un systéme hyperstatique pour
obtenir une structure isostatique (géomeétriqguement stable, qui ne soit pas libre). Leur nombre représente le
degré d'hyperstaticité du systeme.On peut classer les liaisons surabondantes en deux groupes : les liaisons
surabondantes extérieures et les liaisons surabondantes intérieures. Les liaisons surabondantes extérieures

sont celles qui se trouvent dans les appuis.

3.4. Calcul du degre d’'hyperstaticite
Comme il a été mentionné, le nombre de liaisons surabondantes constitue le degré d'hyperstaticité de la
structure (noté H). Le degré d'hyperstaticité est donné par :

H=3C-a-25.ciieiiiinnnnnnn. 3.1
Sachant que :
C : le nombre de contours de la structure ;
a : le nombre d'articulations (y compris les appuis doubles) ;

s : le nombre d'appuis simples.

24



Chapitre 3 : Méthode des forces Cours de module : Calcul des Structures

AN (voir figure 3.1)

(al =3

P . E —— Vi -
- =
= Sk N—
RS RGO
1= I=c
=2
B B
AT AT s Pttty ===
il T (=3 T -
L
S~
s =1
=1 \x\\
&« @
) 7 -~ e (k]
- e . [T

Fizure 3.1

3.5. Principe de la methode des forces

Pour calculer un systéme hyperstatique d’ordre n (H = n), on le transforme en un systeme isostatique en
supprimant les n liaisons surabondantes. Cela revient a pratiquer n coupures, une par inconnue
hyperstatique. Pour que le systéme isostatique soit équivalent au systeme initial, il faut remplacer chaque
liaison supprimée par la force qui lui correspondant (Figure 3.2).

L7 L &

JR— lf—

T T
X

Figure 3.2

Les inconnues hyperstatiques X1 et X> de I’exemple considéré sont obtenues en utilisant Théoreme de

Menabrea ci-dessus. Le systéme d’équations s’écrit :

M _,

Xy

MW g, (3.2)
X,
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Le systéme isostatique obtenu par suppression des liaisons surabondantes (Figure 4.2b) est désigné par
systéme de base, systéme fondamental ou encore systéme principal. Une fois ’hyperstaticité levée, c’est-a-
dire lorsqu’on a déterminé les inconnues hyperstatiques, la construction des diagrammes M, N, T revient a
tracer les diagrammes d’un systéme isostatique (en I’occurrence le systéme de base) soumis - simultanément
- aux charges données (la sollicitation globale F) et aux forces calculées (X1, X2, ... Xn). L’application du

principe de superposition simplifie quelque peu ce travail.

3.6. Equations de continuite

Pour un systéme concordant d’ordre n, on aura un systeme de n équations :
N AN AN AN

On peut mettre sous la forme ci-apres, connue sous le nom de formule de Muiller - Breslau (ou de Bertrand

De Fonviolant),

_o = Zx,s‘j,mf_ j=12 ..n

et le systéme des n équations de continuité peut se mettre sous la forme explicite suivante :

6?1)(1 +652X2++62n Xﬂ +81F :0
21Ky +8 Kot 403 X +85¢ =0

ou sous la forme matricielle :
%] = {5

Les equations du systeme (3.5) [ou (3.6)] sont appelées équations canoniques de la méthode des forces.
3.7. Exemples d’application
Exemple 1 : inconnues hyperstatiques externes.

Soit a résoudre le portique de la figure 3.2. Pour les calculs, on considere h=I=a.Les équations canoniques
du systéeme s’écrivent :

811X+ 835X, +64¢ =0
2 X1+ 85 X, +8, =0
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81 Oy
Les coefficients et  sont obtenus en appliquant au systeme de base la sollicitation unitaire X1=1 tandis

8 O3
que et s’obtiennent sous ’effet de la seule sollicitation X>=1. Quant aux déplacements oir et o, ils

se calculent sous I’effet des charges extérieures (ici la force P) appliquées au systéme isostatique de base.

Les diagrammes permettant le calcul de ces coefficients (cas ou l'influence de M est prépondérante) sont

2l B
| Nk
o, )

—
£
5 X=1
i M J‘l-ﬂ-hr
sz (@) P N | T (&)

Figure 33 : Diagrammes des moments Met m

montrés a la figure 3.3.

%

On trouve, avec h=I=a:
a® a® 433 Pa® _ 29Pa°

— 8u - = =
2Bl 273l 4Rl F T 48E)

u —

o= =8y =
11 3E| 12 21

La figure 3.4 montre la signification de ces coefficients.

'id.
o o
L
[ J*—Iv| . P die
f _f 5 ’ -f{:-f.
—__,%q__ i - {T‘. ¥ i
_'_‘__.--"- _I}:j ___r.-—' - i
< sl Kel| o g e
" 1{}” i e
L] § L -
§ i ]
§ N [
] b 1
i i I
i ! i
1 ] i
] 1 i
[ 1 i
L i
(a) (2] (&)
T T T

Figure 34 : Signification des coefficients &
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Et a partir des équations du systéme on tire :
9 5 22,

== X, ===
56 56
et

X1

Les diagrammes M, N, T peuvent étre construits maintenant (Figure 3.5).

[T 3¢
6.
| Th“lL = = ||| [T
i A=
I — i
MiPaisd) B MR E T{nFi56)
3 ) E 9
(a) (B) ()

Figure 35 : Diagrammes M, N, T
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Exercices / Chapitre 3

3..1:a3.4 :Tracer les diagrammes de M, de N et de T des systémes suivants.

3.1:
p=4t
B C
B El . FAR
ANHNN
| L
El
A
I/2=2m 1/2
N N N
< S N
3.2:
q=1lﬂ\'fm1 C o
"
E 287
2L EI Er
4 i
A S S
L=15m L
\l # I
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3.3:
=300
i
N4 -
m
ET
PG00 g
N R
™.,
Im
B
AN
. i
1 \
I |
3.4:
g =1kN/ml ) P= 3 kN ,
2ET L\
AN
2L I
A
L=15m
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3.5:

F=2Am
) AU T T < E
B 2Fr
Er Er
S
A F=5r
EEEEE -
s
T o
R
] 2
- | |

.

3.6:a39

Pour les treillis hyperstatiques suivants, on demande de déterminer les efforts dans touts les barres (Module

d’élasticité E et section A identiques pour toutes les barres).

3.6:
100 &N
A
3 i
100 KN
2m
E D
P =
| .
2m 2m e
3.7:
»
o B = c P,
L ! 3
= 4
v _& 450
i 6
T 2&
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3.8:
< L > L o »| ForceF
il cC ¢ E 1 G
0
N
- ‘o
L
B
v i
N D ’ F
3.9:
F=10kN
A 1 B
R
S
I=1m T
l :
50
. 4 3
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|

Tableau 2. Intégrale de formule de Mohr : 'El_if M.m.dx
e | - f
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Lo ; | 1 = Ml(m, +my) ;
== :

} 1 ! 1 1
T ] : ‘ Lt | 1 miem, +my)
inl | EMlm -6' m g 1 2
i |

H 1 \

| fq‘ [’4‘ %(Ml +My)lm , E(Ml +2M3)lm [ [My(2my + my) + Ma(my +2my)) )L :
R — | !
| |

. : | 4 |

M ‘ u", 2 (M, + Mp)lm i 1 o, +2M5)im | g M1(2my +mg) + Mz(my +2m)) |
i 12 6 |

I'riangle

O =
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CHAPITRE 4:Les poutres continues
(Application de la méthode des forces)

4.1 INTRODUCTION
Les poutres continues sont des structures qu'on rencontre trés fréquemment dans les constructions courantes.
On appelle poutre continue une poutre reposant sur plusieurs appuis. Il s’agit généralement d’appuis

simples, a I’exception d’un seul qui est un appui double et dont le role consiste a assurer la stabilité

géométrique de la poutre, comme empécher la translation horizontale dans le cas de la figure 4.1.

| oo || |
) (J

| W ."In'l.l [ ) | :'
o 1 k& n
i &, i
—% % N

Figure 4.1.F outte contitnie avee le mode

de toum érotation des travées

L’appui double peut étre placé a une extrémité ou, plus généralement, étre un appui intermédiaire.

Les extrémités d’une poutre continue peuvent trés bien comporter des porte-a-faux ou étre encastrées. Le
traitement de ces cas particuliers est abordé plus loin. Les poutres continues sont des systémes
hyperstatiques puisqu’elles présentent des liaisons surabondantes (toutes les liaisons en plus de ce que doit
comporter une poutre isostatique). Dans le cas d’une poutre sans encastrements, le nombre de liaisons
surabondantes, donc le degré d’hyperstaticité, est égal au nombre d’appuis intermédiaires.

Les charges considérées ici sont supposées étre appliquées statiquement. Elles sont constituées de charges
transversales (voire inclinées), concentrées ou réparties, et de couples.

L’influence du moment fléchissant sur les déformations étant prépondérante dans les poutres continues, c’est
la seule sollicitation dont il sera tenu compte lors du calcul des déplacements que nous serons amenés a

effectuer.

4.2. APPLICATION DIRECTE DE LA METHODE DES FORCES
Considérons une poutre continue horizontale sans encastrements (Figure 4.2.a). L'application directe et
intuitive de la méthode des forces conduit a considérer comme inconnues hyperstatiques les réactions

(verticales) des appuis intermédiaires.
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Le systéme de base obtenu par suppression des liaisons verticales des appuis intermédiaires est une poutre
simplement appuyée (Figure 4.2.b). Dans ce cas, le calcul des moments unitaires ms (Figure 4.2.c et 4.2.d)
et du moment provoqué par les charges extérieures Mk, nécessaires au calcul des coefficients, 5‘ el 53.-_; e

aucune difficulté.

fal i i K] I ,
S T A S

a X 2 3

2 od a i | a =l

L T T~ E = rE] 1

[T T T T 1] | |

)] ) I A
T ]‘ P ¥ S

izl

r) T AN
AR RSN

Figure 42

Cependant, ce choix n’est pas intéressant car il implique des calculs fastidieux a cause notamment du fait
que les moments msx et Mse sont généralement différents de zéro sur toute la longueur de la poutre. De la
sorte, les éléments de la matrice de souplesse [ '] et du vecteur déplacement [ ¢] sont tous non nuls.
Ceci n’est pas la seule raison ; il en existe une autre plus déterminante. Chaque colonne de la matrice [ 6]
représente les déplacements (fleéches s’il s’agit d’une poutre horizontale) des points d’application des

inconnues hyperstatiques provoqués par une sollicitation unitaire.

4.3.Formule des trois moments

4.3.1 Etablissement de la formule

Considérons une poutre continue sans encastrements a n travées (Figure 4.3).

| by crrrr 1| v
T 7/ - T Ty 7/ - )
RS TRERRERER SRR = ] = i s R
& 1 k-1 i T =
4 i | <) L A | Loye o | = i <]
L = F F L = F
Figure 43

Son degré d'hyperstaticité est égal a n-1.
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Prenons pour inconnues hyperstatiques les moments fléchissants agissant au droit de chaque appui

intermédiaire. Pour ce faire, on procéde a des coupures de maniere a supprimer la liaison de moment au

niveau de chaque appui.

I T e N o N o e T

fa R AR R AR TR W

| = g e J G l g
i F i
I'E' n'""\. 'III-"I -'IlllI|l
PR e — i i By RRNEES
o 1 il k I+l n-I n

Figure 4.4, Systéme staticque de base

S’agissant d’inconnues hyperstatiques internes, chaque coupure libére deux inconnues (des moments)
égales est opposées.En pratique, cela revient a introduire une articulation au-dessus de chaque appui
intermédiaire (Figure 4.4.a). Pour remplacer les liaisons supprimer, on applique aux levres de chacune des
coupures deux couples égaux et opposés (M1, My, ..., Mn1)(Figure 4.4.b).

Le systeme statique de base ainsi obtenu présente une propriété remarquable. En effet, on remarque que si

on charge une travee, les autres ne subissent aucune influence. Ce résultat signifie que le systeme principal

A A Mo Mo D Al | e B l Mo A
| r" .'I L '\ll " ('
A } L ) A A ) [ L& C
Figure 4.5

se comporte comme une succession de poutres simplement appuyées obtenues par séparation des n travées

(Figure 4.5).

Pour calculer les moments inconnus aux appuis, on applique le théoréme de Menabrea pour chacun d’eux :

oW oW oW oW
_:Cl’ _:Cz, =
oM, oM,

—=C, ... =C,_
M, oM, M

ou les cireprésentent les mangues de concordance des appuis. Ils sont nuls dans le cas des systemes
concordants. Les équations du systeme ci-dessus peuvent se mettre sous la forme connue de Muller-Breslau.
L’équation courante relative a I’inconnue M S’écrit :

oW &
=g Y SEM 48, =¢
5Mk k ; ki Vi kF k

En développant ’expression précédente, le systéme des "n-1" équations de continuité prend la forme :
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u u u
Oy Mg+ Myt 403y s My g +01F =€

u u
Op My +071o Mot 48, 40 Moy +6,4F =Gy

Chacune des équations exprime la condition de continuité de la poutre déformée au-dessus d'un appui.
L’équation k par exemple, exprime que la rotation relative entre

les levres de la coupure au-dessus de l'appui k est égale au

manque de concordance correspondant. Dans le cas d’un /

systeme concordant cette rotation relative est nulle ; ou encore

que la rotation a gauche () est égale a la rotation a droite

Figure 4.6

(gﬁ) ; ce qui signifie aussi qu'en chaque point (appui par
exemple) il n'y a qu'une tangente car la ligne élastique (la déformée) est continue (Figure 4.6).

. . s .
Signification des coefficients “U et °iF

u
- s ., 8 . . : N . L N
Les coefficients "1 et “IF représentent les rotations relatives des levres de la section coupée i du systéme de

base. Les premiéres sont des rotations par unité de couple.

u
8 . , N L . , , .
« 1] est la rotation relative des levres de la section i du systéme de base, sous 1’effet d’un couple unitaire

appliqué aux levres de la coupure j (les sections i et j se trouvant dans le cas présent au dessus des appuis

intermédiaires i et j).

« SiF est la rotation relative des Iévres de la section i du systéme de base, sous I’effet des charges

extérieures (notées F).
Considérons par exemple I'équation de continuité k (relative a la coupure k). Elle s’écrit :

u u u u u u _
aM; +6,,M, +..+ 6y M, + M, + 6y M, +..+ 6, M+, =C,
(4.1)

u
On voit apparaitre dans 1’équation les coefficients Jy avecj =1, 2, ..., n-1 et &r. Si nous ne tenons compte
que du moment fléchissant, qui est la sollicitation prépondérante, ces coefficients s’obtiennent par les

intégrales suivantes :
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u Lmskms' L Ms ms
S = jo Tjdx @ b = jo #kdx (b) -

n
L = longueur totale = Z l;
i=1

ou msk(my) et msj(m;) sont les moments fléchissants produits dans la section courante s du systéeme
fondamental par les couples unitaires Mx=1 et M;j=1 agissant en k et en j, respectivement (Figure 4.7).
Msrétant le moment fléchissant dans la section courante du systéme de base sous I’action des charges

extérieures (F).

(@)

o) 5O &7

NN W A SNNNNN

DWW

-

2-1 J i g+
S S N Bt y
ENNREN TS oeee e SR : BN

I_l"‘ i
> L

-+

Figure 4.7 : Diagrammes mzet mg

On constate que chaque couple unitaire produit un moment fléchissant uniquement sur les deux travées
situées de part et d'autre de I'appui ou il est appliqué. Pour que les moments dans la section courante s

produits par Mx=1 et M;=1 soient simultanément différents de zéro, il faut que les indices k et j ne différent

u
pas de plus d'une unité. On en déduit que les coefficients “kisont nuls des que k différe de j de plus d'une

O 1, O eto

u
unité. Ainsi, dans I'équation (4.1) seuls les coefficients kk+1sont différents de zéro.

Compte tenu de ce résultat, I'équation générale de continuité (4.1) se simplifie et devient :

OviaM 4 +6 M +6 M\, +6, =C,
(4.3)

ou encore .

SviaM 4 +6 M +6y M\, =C, — 6
(4.4)

On remarqgue que trois moments fléchissants interviennent dans cette équation, d'ou son nom de "formule

des trois moments".
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4.3.2 Calcul des coefficients de la formule des trois moments

Il reste a calculer les coefficients intervenant dans I'équation (4.4). Considérons une poutre continue sans

encastrement comportant n travées. Les diagrammes unitaires permettant le calcul des coefficients

S et sl cartée 3 la fi
k-1 Qi “L Quicst sont représentés a la figure 4.9.

Nk =1
- A
fad * 2 1 - - 1
! L, L i) i ) L
RRRERRR TR H\[]jl 2 i 3 &
I
Bz o E. |
2 L
AL=X
! - - 41 ;
w [ &2 %ﬂlﬁﬁ'w & &
x
e 4 N
L3 L
Nefgo=T
¢ L Lot '
et ! l? |% [!I { 'S !

Fos

-

L
RERRREE RRREREER

Fopr

Figure 4.8. Diagrammes vtitaires miser, 72k ot 222 s 7

* Calcul de et :

Ekflz'[LMdXZZn:IIIMdX:J‘IKM
° FE S (B, o (EI),

avec .

(4.5)

k k
d'ou
k“k-1=fki(l_% o _1pxllox)g,
o 1 L) (ED L% (B, 4.5y

Si (El)k est constante sur lx, on obtient :

" I

S = ———
kk-1 6(El),
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Ce dernier résultat - cas avec (El)kconstante sur la travée lx- s'obtient plus rapidement avec la méthode

graphique ; il vient :

O :L[E-MKJ(E] = Ik
(El), \2 3) 6(El),

Si la rigidité flexionnelle varie sur chaque travée, on calcule les coefficients analytiquement comme on I'a

fait pour so

Pour le reste des calculs nous supposons que El est constante sur chaque travée.
SY .
* Calcul de “x« (méthode graphique)

pp—— (1.1.|k)(3j+ L (E.l-lkuj(zj: eyl
(EN, (277 \3)" (B, ,\2 3) 3(EDc 3(EDca (4.6)

 Calcul de Sk (méthode graphique)

é‘l?k+1 = # (1 .:leﬂj[l) = Ik—+1
(EDwa \2 3) 6(El),, )

* Calcul de O

Par deéfinition, voir relation 4.2 (a) :

ZII mskM _Ilk rnsk'vlstX_|_IIk+l mskMstX
(El) 0 (El)k 0 (El)k+1 (4.8)

Seules les deux intégrales sur lket lx+1subsistent puisque ms est nul en dehors de ces travées. Soit :

e = RIT)+RE
(4.9)

g(F) . . . \ .
- R&™ = rotation de la section k (au-dessus de I'appui k) du systéeme statique de base sous I'effet des charges

extérieures agissant sur la travée .

= rotation de la section k du systéme statique de base sous l'effet des charges appliquées sur la travée
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* Calcul pratique de O

1% méthode

Considérons les travées Iet l+1(du systeme isostatique de base) adjacentes a l'appui considéré k. Les deux
travées constituent deux poutres simplement appuyées comme on 1’a Vu.

Le diagramme des moments fléchissants de chaque poutre sous les charges extérieures peut étre aisément
obtenu. Selon la méthode de la poutre conjuguée, utilisée pour le calcul des déplacements des systemes

isostatiques (voir chapitre 2), si on charge (fictivement) les poutres par leurs diagrammes des moments

e . _ RS(F) . RE(F) i o
respectifs divisés par la rigidité flexionnelle (gr=Mse/El), alors "« et "k constituent la réaction en k

de la poutre de gauche et la réaction en k de la poutre de droite, respectivement (Figure 4.9).

_-""-ﬂ--
k-1 I e+ 1 ; ;
.ﬁ || | | / ! ] 7
. N !
AR SRR S S SR LS
[ [, gl gl £

L S 1 R .

al thagrarwme Wog b Poutres conjupuees
Figure 4.9

2¢me méthode

Sachant que le moment mscvaut ““ x/l” sur la travée Iket < 1-x/lx+1” sur la travée lk+1, I’équation (4.8) devient

Ik Ik+1
= 1-—)dx
I | (El) IO (El)m( Ik+l)
— J"k XMSF 1 J"k“ (|k+1_X)MstX
(El)k |k+1 ° (ED

La premiére intégrale représente le moment statique du diagramme “ Mse/(El)«” sur la travée Ixpar rapport a
I’appui “ k-1 alors que la deuxiéme donne le moment statique du diagramme “ Msg/(El)x+1” sur la travée
Ix+1par rapport a I’appui k+1. L’équation précédente peut s’écrire :

S . Sk
§kF =K -

b T (4.10)

ou Sk et Sk+ sont les moments statiques définis plus haut.

41



Chapitre 4 :Les poutres continues Cours de module : Calcul des Structures

Dans le cas ou la rigidité flexionnelle est constante sur chaque travée, I’expression précédente prend la

forme :

1

O == Skt 12
NE o (BED)py 0

(4.11)
- Q. est ’aire du diagramme Msr sur la travée .
- Qc+1est Iaire du diagramme Mgk sur la travée ly+1.

- z distance de I’appui “ k-1 ” au centre de gravité de Q..

- Zxa distance de I’appui “ k+1 ” au centre de gravité de 2+1.

* Calcul de ck

Le manque de concordance d’un appui est représenté par le déplacement linéaire ou angulaire qu’il subit
depuis sa position concordante jusqu’a sa position réelle. Dans le cas présent, les manques de concordance a

introduire sont des déplacements angulaires et la position concordante correspond a la position horizontale.

Les mangues de concordance proviennent des dénivellations A que peuvent subir les appuis (Figure 4.10).

i -1 3 e+
-1 ke

ial ! Y F3 5 — y
R N B N _ )
RS R TR — o
| o o e — TP
= c)
—_ﬁ-____ £
(b et //W o
o) —— \J-J—\
PorrTToe B S ia} Fosition concardante.
RN ) )
| | (kb Position réelle.
'l L -] | y
= 13
Fipure 4.10

Comme nous travaillons dans le cadre des petits déplacements, les dénivellations sont suffisamment petites
et de ce fait les angles de discontinuité (Figure 6.11c) peuvent étre confondus avec leurs tangentes.

Le manque de concordance est donné par :

ck=a+ f=tga+tgf= (4c - Ac-)lt (A - Acsi)l lks1

= (Ax - Ac-))l- (Axrr - Al k1 (4.12)

Les dénivellations sont comptées positivement vers le bas.

En introduisant dans I'équation des trois moments (6.4) les valeurs trouvées des différents coefficients on

obtient :

42



Chapitre 4 :Les poutres continues Cours de module : Calcul des Structures

skl M mszk
“J (&), ‘ <E|)k j<El)k+1”+

i1 Mg M
+Mk+1J. sk SkﬂEX:

(EI )k+1 (4 13)
A A A — A _J"k Mg Mgr dX—IIM Mg Mgr dx
I I o (El) o (El)y

ou encore :

2

Moy [ XXy, Mk{%jlk X g L[ s s x}

e Jo (El) e Jo (BN leao (Bl
Mk+1j'k+1 X(hess = X)d A=A Ak — A
Ik+1 0

1 Ilk XM 4o LJ‘IM oy = X)Mgp o

o (El) I J0 (E ki1

(EI )k+l Ik Ik+l (413),

Ik
Ces expressions sont valables dans le cas général.

Cas particuliers

1) Chaque travée a sa rigidité flexionnelle constante.

I I I
(Bl )k (B (Bl ki (Bl ke

Ay —A A —A
—g| 2k k=1 Ags1 Bk | J‘ M e xdx
| (EI ) “0

k Ik+1

(4.14)
Mt M (e — X)X
leea CEN )ia IO SF ke
2) Rigidité flexionnelle constante sur toute la poutre.
Myl +2My (I + 1y )+ Myl =
:GE{A" “Aicr Ak~ A }—E - Mg xdx
Ik Ik+1 Ik 0 (415)

J. Mg (lsq —Xx)dX

Ik+l

3) Le systéme est concordant et El est constante sur toute la poutre.

Myl +2My (I + g )+ Myq b =
6 rk 6 lesa
-—| M xdx——J. M (I, —x)dx
k'fo sk |k+l 0 sF(k+l )d (416)

F_ poF) |, pd(F)
k: Re =R R cette

On peut remplacer le second membre par la réaction fictive agissant en
réaction est positive si elle est dirigée de bas en haut.

On écrit I'équation des trois moments pour chaque appui intermédiaire.
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4.3.3 Points particuliers

1) Présence d'un encastrement : on remplace I'encastrement par une poutre adjacente dont on fera tendre la
longueur vers zéro en appliquant la formule des trois moments.

2) Présence d'un porte-a-faux (console) : la console sera remplacée par ses effets, pour I'application de la
formule des trois moments.

3) Couple concentré en un appui intermédiaire : on peut soit le diviser entre les deux travées adjacentes, soit
le reporter sur I'une des deux.

4.3.4 Calcul des éléments de réduction

1) Réaction de I’appui k

- Action des moments aux appuis seuls (Figure 4.11).

g _ M k-1~ M k
Rk(M) - I Mi-1 Mk Mk+1
k 1 / /
/ /
Rd _ M K+l M k PO 3 W BOLY S v By 0
k(M) | K\ o9 od k
kel k(M) k(M)
- Action des forces extérieures :
. ) \Ih I \Ih | \II\
Rr) = Rir) +Rir)
. Figure 4.11
d'ou :
M, . —M M,.—M
R, = Rk(F) + k—lI k 4 k+|l K
k k+1 (4.17)

2) Moment fléchissant

Le diagramme final est obtenu par superposition des diagrammes (des travées isostatiques) des charges
extérieures et des moments appliqués aux appuis. Cherchons I’expression du moment fléchissant dans la
section courante de la travee Ik (d’abscisse X par rapport a I’appui k-1). Chaque travée lxdu systéme de base
se comporte comme une poutre bi-articulée sollicitée, en plus des charges extérieures, par deux couples M-
1et Miappliqueés a ses appuis. Si on désigne par My(F) le moment produit dans la section courante de lx par

les charges extérieures qui lui sont appliquées, alors I’expression générale du moment fléchissant s’écrit :
X

M =Mg + M, +(M, _Mk—l)l_

k (4.18)

3) Effort tranchant

L’expression de 'effort tranchant dans la section courante d’abscisse X s’obtient en dérivant par rapport a X

I'expression du moment. Désignons par Tk(F) I’effort tranchant dii aux charges extérieures ; il vient :
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M k — M k-1

T, =Tye +
k (4.19)

4.3.5 Exemple d'application

Considérons une poutre a trois travées égales et a inertie constante soumise a une charge uniforme q (Figure
4.12a). La poutre est deux fois hyperstatique mais compte tenu de la symétrie, il n’y a qu’une seule
inconnue. On écrit une fois I’équation des trois moments, pour k=1.

Mo=M3=0

et Mi=M:=M

Equation des trois moments (appui 1) :

=-6EI(RY™ +R{(7)
1 (2ql? I3 2
5MI:—6EI(2R19(F)); aP) = L f2alny)_ Aty _dt
2EI(3 8 24E| 10 L .
RI(F) = RI(F) , M est dirigé dans le sens oppose du sens

5MI = -12EI R

choisi arbitrairement. Les figures 4.12g et 4.12h montrent les diagrammes de M et de T.
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Figure 4 .12
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Exercices / Chapitre 4

Calculer les moments aux appuis et les réactions et tracer les diagrammes du moment fléchissant et de
I'effort tranchant des poutres continues ci-dessous.

4.1 :
=2 g=1t/m =4t
(1 [ TTTTTTITT ] [
) O E|=Cte
il X —_—
2m 2m 5mM I
Jlk 'Jf\. \JP‘- -\.]rk \.Ir
4.2 :
q=it/m C=31m =17/
LD #3—" TT111
W "‘%‘:“ﬁ s El=Cte
Wi il 02
2m 2 2 e
4.3:
s W W W El=Cte
Em — A "
\Jl qh \\ Jr\ “
4.4 :
g==& m
g=2En .
W
) ) o I | [ ] §
O HeN \
) 5
J I2m s dm s
| 3 * *
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45:
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CHAPITRE 5: TREILLIS HYPERSTATIQUES
(Application de la méthode des forces)

5.1 Introduction
Les treillis sont trés largement utilisés en construction. Qu'il s'agisse de structures faites d'acier, de bois ou
autre, les treillis se retrouvent dans les fermes de toiture, de grues, de ponts roulants, de pylones, etc. On fait
appel a ce mode de réalisation dans le but essentiel d'alléger I'ensemble d'une construction tout en assurant
une plus grande stabilité. Les treillis sont des structures dont les piéces sont assemblées de facon a former
des triangles. Le triangle a été pris comme base de ces constructions parce qu'il est la seule figure
géométrique indéformable. Les treillis peuvent étre sollicitées par des forces externes comme les charges a
supporter, le poids propre de la structure, le poids de la neige, le trafic, les réactions d'appuis, ... tandis que
les pieces de ces structures sont soumises a des forces internes de la part des pieces voisines. Ces efforts
internes et externes doivent étre determinées pour pouvoir choisir les matériaux requis dans la realisation des
constructions. Des pieces trop grosses ne sont pas économiques par contre des piéces trop petites ne sont pas
sécuritaires. Pour pouvoir calculer la structure comme un treillis, certaines hypotheéses sont posees :

v' les articulations entre barres sont considérées comme parfaites ;

v’ les charges sont appliquées au nceud ;

v’ les axes des barres doivent concourir aux nceuds.
La premicre étape consiste a déterminer la nature du treillis. En effet, comme n’importe quelle structure
(portiques par exemple), il existe des treillis hyperstatiques. On pose : b : le nombre de barres ; L : le
nombre de réactions d’appuis ; n : le nombre de nceuds.

» Sib+ L <2n, lastructure est hypostatique ;

» Sib+ L =2n, lastructure est isostatique ;

» Sib+L>2n, lastructure est hyperstatique ;

Pour le calcul des efforts internes dans les structures en treillis hyperstatiques ce fait par I’application directe
de la méthode des forces selon les étapes suivantes:

5.2. Les étapes de calcul des efforts internes dans d’un treillis hyperstatique par la

methode des forces
5.2.1. Calcul du degré d'hyperstaticité d'un treillis

La procédure décrite dans le chapitre 3 est applicable aux treillis. 1l est cependant possible de la simplifier
pour l'adapter a ceux-ci. Soit b :le nombre total de barres, L :le nombre de liaisons dans les d'appuis et n : le
nombre total de noeuds. Le degré d'hyperstaticité (H) vautdonc: H=(b +L) — (2N).ccevurrrneen.e. (5.1).
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EXEMPLES D’APPLICATION
Exemple 1 : (inconnues hyperstatiques externes)

Soit a résoudre la poutre en treillis hyperstatique indiquée sur la Figure 5.1, le module d’élasticité E et la
section S identiques pour toutes les barres (5=2x10°m?, E= 2x10’ t/m?). Calculer le degré d hyperstaticité
et déterminer les efforts dans touts les barres (En appliquant la méthode des forces).

P=10t = "
4 H=4m
A ,=

e e
Jql-r [
L=im
Figure 5.1.

Solution : Le degré d’hperstaticité: H=(b+l)-2xn= (5+4)-2x4=1 = H=1

Pour le calcul des efforts normaux ou internes dans le systéme hyperstatique externe on utilisant la méthode

des forces.

5.2.2. Le systéeme de base (systeme isostatique):
Le degré d'hyperstaticité H=1, on choisit comme inconnus la réaction verticale a I’appui C (X1=Rc") voir la
Figure 5.2.

D N C D )
P=10 t—p D X1
et
E’41] Il4ﬂ
s R NN e
Figure 5.2.
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On déterminer 1’inconnus X3 par ’équation de continuité (la formule de Miiller — Breslau).

5.2.3. L’équation de continuité (la formule de Muller — Breslau).
On déterminer I’inconnus X1 par I’équation (5.2) de continuité (la formule de Miiller - Breslau) :

]
813 X1 +8,=0 e (5.2) = in:_uiF
611
6 — = J"-'-P.HE',L;{
1F = &=l 5,
Sachant que o
15” . n~:.:rz-:..1_;‘,
11 7 &g=1 ES,

Le calcul des efforts internes des barres se fait par la méthode des nceuds. Le tableau 5.1 ci-dessous reprend
les valeurs de ces efforts normaux

Tableau 5.1
51F=%f”‘ﬁ Barre| ESy | L | N0 | n} | Np=N+n)X,
YW BEEEIERE )
11= g 7 [410%] 4 | 10 1 0
oit Xj=—7+ =10t = Rc" 3|40 42 102 | 2 0
i} B EIERE 0
X~ Re¥=10 ¢ 5 4107 4 [0 0 10

5.3. Exemple 2 : (inconnues hyperstatiques intérieurement)

Soit a résoudre la poutre en treillis hyperstatique indiquée sur la Figure 5.3, le module d’¢lasticité E et la
section S identiques pour toutes les barres (S=2x10°m?, E= 2x10" t/m?). Déterminer le degré
d’hyperstaticité et calculer les efforts internes dans touts les barres.
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LN
2

P=10t —pn

H=4m

o S

I n
: L=4m A

Figure 5.3
Solution d’exemple 2 :
1- Le degré d’hperstaticité: H=(b+l)-2xn= (6+3)-2x4=1 = H=1

Pour le calcul des efforts normaux ou internes dans le systeme hyperstatique intérieure on utilisant la
méthode des forces.

2- Le systeme de base (systéme isostatique):
Le degré d'hyperstaticité H=1, on choisit comme inconnus I’effort normal de la barre 6 (Ns) (X1= Ns) Vvoir la
Figure 5.4.

T C 0
P=10 t—p N5 D 5! C
N6'=0 gt
3'4{I Il4ﬂ
W NN Ty Ry
Figure 5.4.

3- L’équation de continuité (la formule de Miiller — Breslau) :

On déterminer I’inconnus X1 par I’équation (5.2) de continuité (la formule de Miiller - Breslau) :
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67, Xy +615=0 . (5.2) - X = iu”
01
a R ;"'."F: .?‘!E':.L;l.-
1F k=17 pe
Sachant que o
ai'_lr . ?11:.?11:.{;{
11 k=17 gg

Le calcul des efforts internes des barres se fait par la méthode des nceuds. Le tableau 5.2 ci-dessous reprend
les valeurs de ces efforts normaux

Tableau 5.2
5. _ B0H40V2 Barre| ESy | Ly | N} | n) |Np=Np+m.X,
1F —
e HENEIERE T
5, = 8+E§w’2 2|44 4 -0 ) 5,000
E 3o|A0% 42| 102| 1 7471
- _TO0iF s — ™ = r
ol X; 3 — 54/ 2t = N d (4107 4 | 0D -2/ 5,000
N=-T.071t 5 1107 4 10 _1\5/2 EPUUU
6 (410%)472) 0 | 1 7,07

5.4. Exemple 3 : (deux inconnues hyperstatiques intérieurement)

Soit a résoudre la poutre en treillis hyperstatique indiquée sur la Figure 5.5, le module d’¢lasticité E et la
section S identiques pour toutes les barres (S=2x10°m?, E= 2x10" t/m?). Déterminer le degré
d’hyperstaticité et calculer les efforts internes dans touts les barres.
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P=10t

13
S

H=4m

M

p n ¥
g L=4m A L=4m L L=4m A

Figure 5.5
Solution d’exemple 3 :
1- Le degré d’hperstaticité: H=(b+1)-2xn= (12+4)-2x7=2 => |H =2

Pour le calcul des efforts normaux ou internes dans le systeme hyperstatique intérieure on utilisant la

méthode des forces.

2- Le systeme de base (systéme isostatique):
Le degré d'hyperstaticité H=2, on choisit comme deux inconnus I'effort normal de la barre 4 (N4) (X1= N4)
et I'effort normal de la barre 9 (N9) (X2= N9) la barre voit la Figure 5.6.
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P=10t

G

Figure 5.6.
3- L’équation de continuité (la formule de Miiller — Breslau) :
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On déterminer les inconnus X1=N4 et X2=N9 par I’équation (5.3) de continuité (la formule de Miller -
Breslau) :

Sachant que : {

o _ w2
611 - Zi-:=1

EiF

{

= Y1z

oD
ot Ly

ES,

5V, . X, +60, X, +6,,=0
85, Xy + 650. Xy + 85 =0

o_o
NEnDy Ly

k=1 » O
= ESy
U _ w1z
» 61p = Xi=

oD
nyptop Ly

e (5.3)

o o
_ Elz 1 -:.ﬂ-z-:.{.-;{
k=1
EL;,

o _ w2
4 622 - 2?{:1

oD
Rop MopLp

Tableau 5.3
Barre| ESi | Ly | N} | n | my N =N +nd X, +0d,.X,
1 [4105] 3 [ 30 [—1p2] 0 25.06
3 [410%[ 32102 T | O i
O ENTR I ST PR 2494
§ 40532 0 | T | o 7.16
514083 [ 10 [ 142 142 047
6 |40 30 | 0 [-1p2 1448
7 [410%]32] 1062 0 1 781
§ (4108 3 [ -0 | 0 [-142 6.3
0 [410%32] 0 | 0 | | 1552
0 [410°[3 [ 10 [ 0 [-1p2 448
11 [4105[ 3| 10 ] 0 | 0 10
12 (410832 10y2[ 0 [ 0 14.14

Le calcul des efforts internes des barres se fait par la méthode des nceuds. Le tableau 5.3 ci-dessous reprend
les valeurs de ces efforts normau.
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Le calcul des ;7 et 6 donne alors ;

" 0 -
12 ?‘ .’. 1..4934 12 Mpfpdp 15 12 r, 1"1 L 14.484 !
z = SRR — 22T 6 6 - 2 SAC2KTR — 2 22 - z —

ES =1 s g ES; ES
0.0 - .
6 1'\ N; P'h.. i -102.42 : 62 2 ‘1"_: .\‘\‘1:&!.\ = -123.63
=1 fs; gs ' FT Ok=1 g ES

12.984.X, +1.5.X, - 102.42=0

1.5.X, +14.484.X, - 123.63 = 0 ..(5.4) donne alors les valeurs :

La résolution du systéme :

X1=N4=781t et X2=N9=Tt

5.5. Exemple 4 : (deux inconnues hyperstatiques intérieurement et extérieurement)

Soit a résoudre la poutre en treillis hyperstatique indiquée sur la Figure 5.7, le module d’¢lasticité E et la
section S identiques pour toutes les barres (S=2x10°m?, E= 2x10" t/m?). Déterminer le degré
d’hyperstaticité et calculer les efforts internes dans touts les barres.

P=10t
-
Y
-
i
R
H=2m
W
== %
]

Figure 5.7.

Solution d’exemple 4 :
1- Le degré d’hperstaticité: H=(b+l)-2xn= (7+45)-2x5=2 = |H =2

Pour le calcul des efforts normaux ou internes dans le systeme hyperstatique on utilisant la méthode des

forces.

2- Le systeme de base (systéme isostatique):
Le degré d'hyperstaticité H=2, on choisit comme deux inconnus I'effort normal de la barre 4 (N4) (X1= N4)
et la réaction verticale a appui E (X2= Re") voit la Figure 5.8.
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3- L’équation de continuité (la formule de Miiller — Breslau) :
On déterminer les inconnus X1= N4et X2= Re" par I’équation (5.3) de continuité (la formule de Miiller -

Breslau) :
U U _
{ 8V, X, +8Y, X, +645=10 (5.3)
U U _ STRLE
pr o 0D
— w1z """l._r -?!.L.--L;f w7 a".h: —— Ly,
8yp = 2z =5, » Opp = 2z 5,
" i
Sachant que - - . o
a;._lri: i:—lm, EEZ — ig_l?!n.n 2 Lo ’ alz'lrz _ iz_ln P e
T B T E5 =1 gs,
E
.‘I-l'
Pilﬂ t
LA 10
T %h =
n4°=1
H=Im n2® ns® n7*
n3® nb”
2 §=' E
s B L
' [ =
P10t
| Y nl®
1= EP.\‘
n4°=0
H=Im _— ns" n7®
= n3" nb” E
- i
i " 1 g
) L=Im ? I=m "
Figure 5.8
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Le calcul des efforts internes des barres se fait par la méthode des nceuds. Le tableau 5.4 ci-dessous reprend
les valeurs de ces efforts normau.

Tableau 5.4
Barre| ES; | Ly | N} ngy na Np =N} +n3,X; + 03X,
1 [410%] 2 ] 10 [ 22 =2 0.67t
2[4 2] 0 [ o] 0.12t
3 [410% 2] —1042] 1 \2 540t
& | 410°] 2] O 1 0 428t
5 (410 2 | 0 | 22| O 303t
6 |410°] 2 | 0 0 1 315t
T A2 0 T 0 [ 445t

Le calcul des ;7 et Eg donne alors :

0 0 , 0.0 .
Ir _ I _ 12 iy r.oFT '...r.i: _ 27 ol _ 12 ﬁ!i:'ﬁ!i_'"r'i,' _ 11.62 i
617 =105 = A== =

0 0 )
I‘SU _vyiz M Mieli =4.E; 1 — v
i1 =g Est 22T Ol gy ES

=logs 0 EsC

12 Ml -sen1

12 Malin 270
=l g ES

=1 s, ES

EEF = : EEF =
4.32.X, +2.7.X, - 27.10 = 0

97 ¥ +11.62.X, —48.11 = 0 w.(5.5) donne alors les valeurs :
1.4y 1711024, —40.11=

La résolution du systéme

X1=N4=41281 et X2=Ry=3.15t.
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Exercices / Chapitre 8

Exercices 5.1 a5.4

Pour les treillis hyperstatiques suivants, on demande de déterminer les efforts dans touts les barres (Module

d’élasticité E et section A identiques pour toutes les barres).

5.1:
100 kKN
A B
SN '
i =
100 kN
2m
V@cE - c
- 2m 4‘ 2m i;;il;
5.2:
B 2 C P -
1 3
L
5 4
,l, 45°
- A
6
U
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5.3:

5.4:

F=10kN
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