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Introduction

Cet ouvrage est dédié aux étudiants premieres années pour les disciplines:
* Sciences et technologies.
* Sciences de la Matieres

* Math et informatique.

Qui va permettre aux étudiants de construire une base tres forte en
mathématiques en qualité d’observation, d’analyse et réflexion de calcul pour
les réparés aux futures spécialités d’ingénieur, qui va couvre l'ensemble des

unités d'enseignement du programme pédagogique national de premier semestre






Chapitre I:

Théorie des Ensembles






Mathématiques I_ Exercices et solutions

Rappel de Cours

Définitions :
* Les objets mathématiques sont nommés éléments. Un ensemble est une collection ou
un groupement d'éléments.
e L'assertion " aappartient a E" se note acE. L'assertion " b n'appartient pas aE" se
note b L.

* Un ensemble est dit vide s'il n'a aucun élément et nous notons 1'ensemble vide ¢ ou par {}.

Exemples d'ensembles
1. Les entiers naturels 0,1, 2, 3, .... forment un ensemble qui se note N .
2. Les entiers relatifs ..., -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ... forment un ensemble qui se note R.

3. Les nombres rationnels (de la forme p/qou pOZet g0ON") forment un ensemble noté Z

4. Les points du plan forment un ensemble.

On peut trouver quelques opérations importantes dans la théorie des ensembles :

Réunion : L’union entre deux sous-
ensembles A et B d'un ensemble W est 1'ensemble des
éléments de W qui appartiennent a Aou aB (ou aux

deux). L’union de AetBest notée AUB qui est

schématisé par la zone verte:

Intersection : L’intersection de deux sous-
ensembles A et B d'un ensemble W est 1'ensemble des
éléments de W qui appartiennent a A et a B au méme

temps. L’'union de AetBest notée ANB qui est

schématisé par la zone verte.

Dr REZAOUI .M.M et M" ELBAR .M
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Complément : Si Aest un sous-ensemble de W,
le complémentaire de A dans W est  l'ensemble  des
éléments de W qui n'appartiennent pas a A qui est
notée A“ou A, ce dernier est schématisé par la zone

verte.

Différence: La différence de deux sous-
ensembles A et B d'un ensemble W est l'ensemble des

éléments de W qui appartiennent a A et pas a B, qui est

notée par A\B ou A-B.

Différence symétrique: La différence symétrique de deux sous-ensembles A et B d'un
ensemble W est l'ensemble des éléments de W qui appartiennent a Aet pas aB, ou qui
appartiennent a B et pas a A noté par AAB.

AAB = (AUB)\(ANB)= (A\B)U(B\A).

Cardinal : On dit qu'un ensemble est fini lorsqu'il existe un entier naturel ny et une bijection de
cet ensemble sur [1, ng]. Dans le cas contraire, il est dit infini.

Définition. Soit A un ensemble fini, on appelle cardinal de A, et on le note Card A ou #A, le
nombre ny d'éléments de A. Si A=¢, alors card A=0.

La formule fondamentale pour le calcul des cardinaux d'ensembles finis, est :

Card (AUB) = Card A + Card B — Card (ANB)

Dans ce qui suit A et B sont des ensembles finis.
« Si AcB, alors card A< card B.
« Si AcB, et A#B, alors card A<card B
« Card (AxB) = Card A x Card B.
« SiE est un ensemble fini a n éléments c'est-a-dire Card E=n, on note: P(E) I'ensemble de
toutes les parties (de tous les sous-ensembles) de E et on a le résultat :

Card (P(E))=2"

Dr REZAOUI .M.M et M" ELBAR .M
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Propriétés des opérations élémentaires

« L'intersection et ’'union sont idempotentes :YA, ANA=AetAUA=A
« L'intersection et ’'union sont commutatives :
VA, VB, AnNB=BnAetAUB=BUA
« L'intersection et ’'union sont associatives :
VA,VB,YC (ANB)NC=An(BnNQC)
VA,VB,VC (AUB)UC=AU((BUC)
« L'intersection est distributive par rapport a I’union : ANB AUB
VA,VB,YC An(BUC)=(ANnB)U(ANC)
« L’union est distributive par rapport a l'intersection :

VA,VB,vC AUu(BnNC)=(AUuB)n(AuUC)

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M
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Série de TD N°01

Théorie des Ensembles

Exercice 01 : Trouver P(X), XNY, XUY, X =Y, Y\ X, X XY, Y XX, X AYsi:

1. X=1{1,23,5},Y ={7,3}
2. X={2n,ne N},Y ={3n,n € N}

Exercice 02: SoientA = |—0,3],B = ]—-2,7], C = |-5, +o] trois parties de R.

Déterminer ANB, AUB,BNC,BUC,A\ B, R\ 4,(R\ A)N(R\ B), (R \ (AUB)),
(ANB)U(ANC) et AN(BUC)

Exercice 03: Soient X et Y deux ensembles. Démontrer les propositions suivantes:

a) XO0Y = XOY=Y e XnY=X
by (ZOXerzOY) - zO(XnNY)
o (XnY)\(XnZ)=Xn(¥Y\Z)
d) (XOY)\z=(x\z)O(¥Y\z)

Exercice 04: Soient A, B et C trois ensembles. Montrer que :
1. C:“Bz(ADB)\B 2. A=AUO(ANn B)
Exercice 05 : Soit A, B, C trois sous-ensembles deE.Montrer que :

1. A=B< AUB =ANB

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
AN(B\ C) = (ANB) \ (ANC)
A\ (BNC) = (A\B)UA\ O)
A\ (BUC) = (A\B)N(A\ O)
(A\B)\ C =4\ (BUC)

AL R

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M



Mathématiques I _ Exercices et solutions

Exercice 06 :

On rappelle que I'onnote A AB = (A\ B)U(B\ 4)
1) Montrer que (ANB)N(ANC) = ANBNC
(ANC)N(ANB) = ANCNB
En déduire que (ANB)A(ANC) = AN(BAC)
2) Montrer que (AUB)N(AUC) = ANBNC
(AUC)N(AUB) = ANCNB
En déduire que (AUB)A(AUC) = AN(BAC)

Exercice 07: Soit A et B des sous-ensembles d’un ensembleE.
Démontrer les lois de Morgan :

a. A°UB°=(ANnB)f*
b. A°NB°= (AU B)¢

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M
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Corrigé type de la Seriede TD N°01

Exercice 01 : Trouver P(X), XNY, XUY, X -V, Y\ X, X XY, Y XX, X AYsi

1.X={1235},Y ={7,3}
X n Y={3}
X0Y={1,2,3,57}
X-Y={1,2,5}
Y\X={7} Ensemble de Y Sauf X
X\Y={1,2,5} Ensemble de X Sauf Y
Xxv={(17),(1,3),(2.7).(2.3),(3.7), (33).(
Yox={(7.1). (31).(7.2).(3.2).(7.3). (3:3).(

XAY=(X\Y) O (Y\X)={1,2,5} O{7} ={1,2,5,7}

)-(5.3)}
).(3.5)}

3,3),(5,7
3,3),(7,5

2.X={2n,n e N},Y ={3n,n € N}

X:2n:{O,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24, ...... }
- - = [t [

Y=3n:{0,3,6,9,12,15,1 21,24, }
~ - [ [

X nY ={0,6,12,18,24,..} ={6n,n O N}
X 0Y ={0,2,3,4,6,8,9,10,12,..} =N -{1,5,7,11,13,17,19,..} = N ={6n+ 1,n O N}
X -Y ={2,4,8,10,14,16,,20,22,..}

Y\Xx ={3,9,15,21,..}

X XY ={(2n,3n)}

YxX ={(3n,2n)}

XAY ={ } , le A est appelé la défférence symétrique

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M
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Exercice 03: Soient X et Y deux ensembles. Démontrer les propositions suivantes :
a) XUY « XUUOY=Y « Xn¥Y=X

XUY « XOY=Y

Supposons que X 1Y

SixUX 4Y, alors xUUY, alors xUUX OY, par conséquent X 1Y =Y. Donc X 1Y 1Y
On a montré que X 1Y « XY =Y

Supposons que X 1Y =Y

SixOX, alors xUX OY =Y, Donc xOY

On a montré que X 1Y =Y « X Y

Finalement X 1Y « XY =Y

XUY « XnY=X

Supposons que X 1Y

SixUX OY, alors xUX, alors x'1X nY, par conséquent X nY =X
On a montré que X 1Y « X nY =X

Supposons que X nY =X

SixOXnY, alors xUX, Donc X Y

On amontré que X nY =X « XY

Finalement X 1Y « X nY =X

by (ZzOXerzOY) - ZO(XnNY)

(ZOXerzOY) = ZO(XNY)

Supposons que ZU X et Z 1Y

SixUZUOYetxUUZUY, alors xUUX nY, par conséquent x1ZI X NY
Onamontré que Z1X et ZI1Y « ZUOXnNnY

Supposons que ZL1 X nY

SixUOZ, alorsxJZOXnY, DoncZUXetZUY
Onamontré que ZOX nY « ZUXetZ1Y
Finalement Z1X et ZUY -« ZUXNnY

Dr REZAOUI .M.M et " ELBAR .M 12
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o) (XnY)\(XnZ)=Xn(¥Y\Z)

(X nY)\(XxnZ)=(XnY)n(XnZ)=(XnY)n(XDOZ)
:((XmY)nY)D((XmY)nZ):(XnYmY)D(XnYnZ)

:(&@OY)D(XOYHE):XO(YHZ):Xﬂ(Y\Z)
O
S E—
Alors (X nY)\(XnZ)=Xn(¥Y\Z)
ou par une autre méthode :
(X nY)\(X nZ)
Supposons que X n(Y\Z)
SixUzZUYexUZUY, alors xUUX nY, par conséquent xLUZ1 X nY
Onamontré que Zl X et ZUUY « ZUX NnY
Supposons que (X N Y)\(X N Z)
SixOZ, alorsxJZ0OXnY, DoncZUX etZUY

Onamontré que ZL1 X nY « ZUX et ZUY
Finalement ZU X etZlY « ZUXNnY

d) (XOY©\z=(x\z)O(r\2)

(xOy)\z=(x\z)O(r\z)

(x\2)o(x\z)=(xnZ)O(rnZ)=(XDY)nZ=(XOY)\Z

(xOY)\z=(x0Y)nzZ=(XxnZ)O(rnZz)=(x\2)0(r\2)

Exercice 06 : Onrappelleque AAB =(A\ B)U(B\ 4)

3) Montrons que (ANB)N(ANC) = ANBNC
(AnB)n(m):(AmB)m(ZDE):((AnB)nZ)D((AnB)nE):(AmB)mE

O

=(AnB)\C

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M
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Etque: (ANC)N(ANB) = ANCNB

(AnC)n(AnB):(AmC)n(ZDE):((AnC)mZ)D((AnC)mE):(AnC)nE

=(AnC)\B

La déduction que (ANB)A(ANC) = AN(BAC)

= X\Y=(AnB)\(AnC)=(AnB)n(AnC)=(AnB)nC=An(B\C)

X Y

Y\X =(AnC)\(AnB)=(AnC)n(AnB)=(AnC)nB=An(C\B)

XAY=(XiY)D(Y<(X)=(An B)A(AnC)=((AnB)\C)O((AnC)\B)
= (AnB)A(AnC)=(An(B\C))O(An(C\B))=An((B\C)O(C\B))=An (BAC)

= (An B)A(ANnC)=An(BAC)

4) Montrer que (AUB)N(AUC) = ANBNC

(ADB)m(HC):(ADB)m(ZmE):[(AmZmE)D(BmZmZ’)]:ZmBmZ‘

(AUC)N(AUB) = ANCNB

(ADC)m(m :(ADC)erwE:Am(ZHE)DCn(ZnE)
=(AmZm§)D(CnZnE)=ZmCmE
AN/

AAB=(A\B)U(B\ A)

La déduction que (AUB)A(AUC) = AN(BAC)

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M
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= X\Y =(ADB)\(AOC)=(A0B)n(AOC)=AnBnC=An(B\C)

H_/%,_/

X Y
Y\X =(ADC)\(AOB)=(A0C)n(ADB)=AnCnB=An(C\B)
v Ty

XAY =(X\¥)O(Y\X)=(A0B)A(ADC) :( n(B\C))O(An (C\B))
An((B\C))O((C\B))=An (BAC)

= (AOB)A(ADC)=An (BAC)

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M
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Rappel de Cours

Raisonnement par Récurrence

Rappel :

Pour démontrer par récurrence qu’une proposition (P) est vraie pour tout

n
entier naturel supérieur ou égal a un entier naturel n, fixé, on procede en trois

étapes.
Avant de commencer, on note (Pn) la proposition que I’on va démontrer.

e Etape 1 : Initialisation

On vérifier (P ) est vraie, ¢’est-a-dire que la proposition est vraie pour

n

le premier indice n2, . On dit qu’on a initialisé la récurrence.

o Etape 2 : Hérédité

On suppose que pour un entier n quelconquen >n,, (P) est vraie, et

n

sous cette hypothese (dite de récurrence) on démontre que la proposition
(R,H)est vraie. On a ainsi prouvé que I’hypothese de récurrence « (Bl) vraie

» est héréditaire.

« Etape 3 : Conclusion

Lorsque les deux premieres étapes ont été réalisées, on conclut : par

rédrnrrancra la nranncitinn (p \ act vraia nonr toant antiar natuiral n (n >n \

Dr REZAOUI .M.M et M" ELBAR .M
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Raisonnement par L'absurde

Rappel :

Le raisonnement par 1'absurde est un raisonnement qui permet de démontrer

qu’une affirmation est vraie en montrant que son contraire est faux. Il s’appuie sur

regle logique que :

Si ""non P"' est fausse, alors P est vrai

Le raisonnement consiste a supposer que I’affirmation contraire est vraie et a
tirer les conséquences que cela pourrait avoir une seule conséquence absurde,
manifestement fausse ou une contradiction permet d’affirmer que 1’affirmation
contraire est fausse et donc d’en conclure que I’affirmation initiale est vraie.
Autrement dite : pour montrer que la proposition P = @ : on suppose a la fois que

P est vraie et Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi P est vraie alors Q

doit étre vraie donc P = (@ est vraie.

Dr REZAOUI .M.M et M" ELBAR .M
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Série de TD N°02

Raisonnement par Récurrence

Exercice 01 : Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1:

1. 1+2+3+...__+n=n(nz+1)
2. 1422432 4., fn2 = HADEAD
° L) 6
3. 1423433 4, 403 = LOHD

. -

nn+1)(n+2)

4 1X2+2X343X4+. +nn+1) =22

Exercice 02: x est un réel positif.

Démontrer que pour tout entier naturel n, (1 + x)" > 1 + nx

Exercice 03: On considere la suite (u,,) définie par uy = 1 et pour tout entier natureln,

1
Uns1 = SUn + 3.

. . -5
Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = Py + 6.

Raisonnement par L'absurde

Exercice 04 Montrez en utilisant un raisonnement par 1'absurde que :

1. OnON,n® est pair = n est pair

2. /2 est un nombre irrationnel (\/5 Q)

Exercice 05: Montrez en utilisant un raisonnement par I'absurde que :

2

X
Vx ER* :y/14+x2+ 1+—

2

Exercice 06 : Montrez en utilisant un raisonnement par 1'absurde que :

1. VabceRas<b=>a+c< b+c

2. Ya,b,c ER,ac= bcetc>0=>a=»b

Dr REZAOUI .M.M et M" ELBAR .M
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Corrigeé type de la Serie de TD N°02

Raisonnement par Récurrence

Exercice 01 :

Démonstration de la formule vue I’introduction, a 1’aide du raisonnement par récurrence:
Montrons que pour tout entier naturel n

n(n+1) o
1. 1+2+43+4+..+n= 5 Notons (Pn)la proposition :

J Etape 1 : Initialisation

La proposition est vraie car (E ) est vraie car 1=

La proposition est vraie car (P2) est vraie car 1+2 =

On congoit et on admet que si I’on sait démontrer que « (Pn) vraie » entraine « (Pnﬂ)

vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier naturel n=>1.

o Etape 2 : Hérédité

Supposons donc que (P ) est vraie pour un entier naturel n , c’est-a-dire que pour

n
un entier naturel n:

P : 1+2+3+4+...+(n—1)+n=n(n2+1)

1+2+3+4+...+n+(n+1)=M

P

n+l *

Comme (P) est vraie, alors dans la somme 1+2+3+4+...+(n—1)+n , on peut

n

) n(n +1)
remplacer les n premiers termes par ——.
On obtient alors :
n(n+1)
1+2+3+4+. . +(n-1)+n+(n+1)= > +(n+1)

£,

B

a n(n+1)+2(n+1) (n+1)(n+2)

2 2

Dr REZAOUI .M.M et M" ELBAR .M
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(n+1)(n+2)

Alors 1+2+3+4+. +(n+1)= est vraie, Donc (P,,H)waie

» Etape 3 : Conclusion

(P ) est vraie pour tout entier naturel n >0 , c’est-a-dire pour tout entier naturel »

n

1+2+3+4+.. . +(n-1)+n= n{n+1)
2. P+22+3%+4°+. . +n’ = n(n +1) (Zn +1) Notons (Pn)la proposition :
 Etape 1 : Initialisation
La proposition est vraie car (P1 ) est vraie car 1= %6(2-'-1):1
La proposition est vraie car (P2) est vraie car 1+2° = sz

On congoit et on admet que si I’on sait démontrer que « (Pn) vraie » entraine « (Pnﬂ)

vraie », alors la proposition est vraie pour tout entier naturel n=>1.

o Etape 2 : Hérédité

Supposons donc que (P ) est vraie pour un entier naturel n , c’est-a-dire que pour

un entier naturel n:
P - P+22+32+42 + +n2=n(n+1)(2n+1)
> c
2 _(n+1)(n+2)(2n+3)
6
Comme (Pn) est vraie, alors dans la somme 1% +22 +3> +42 +...+(n—1)2 +n’ , on peut
n(n+1)(2n+1)

remplacer les n premiers termes par 6 .

P

n+l *

P+22+3°+4% +. .+ (n+1)

On obtient alors :
2 n(n +1)(2n +1) N
6

P42 43 +4%+ 4 (n—1)" +n* +(n+1)

b,

(n+1)

B

_n(n+1)(2n+1)+6(n+1)’ _(n+1)(2n* +7n+6)
6 6
(n+1)(n+2)(2n+3)

6

Dr REZAOUI .M.M et M" ELBAR .M
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2:(n+1)(n+2)(2n+3)
6

Alors I’ +2° +3* +4% +__+(n+1) est vraie, Donc (};ﬂ)vraie

J Etape 3 : Conclusion

(P ) est vraie pour tout entier naturel n >0 , c’est-a-dire pour tout entier naturel »

n

n(n+1)(2n+l)
6

P+2°+3%+4% +, . +n° =

Raisonnement par L'absurde

Exercice 04: Montrez en utilisant un raisonnement par 1'absurde que:

1. Montrons OnON, n® est pair = n est pair
Raisonnement par 1'absurde, (In (0N, n est impair = n’ est pair

Supposons que :

n=2k+1estimpair = n’=(2k+1) =4k +4k+1=4(k* +k)+1
\.W_—J

nombre pair

Nombre impair

La proposition est fausse = Une contradiction

Alors la formule : On 0N, n® est pair =>n est pair est vraie

2. /2 estun nombre irrationnel (\/5 DQ)

Raisonnement par 1'absurde, Supposons V2 est un nombre rationnel (\/5 [ Q)

On sait que les nombres de I’ensemble Q s’écrivent a/b

Telle que le pged(a,b) =1 (i.e. : aet b sont premiers entre eux), a,b N’

Donc ~/2 =a/b avec pged(a,b)=1
(V2) =(afp) = a* =257

= Donc @’ est un nombre pair= a2 — 2.b2...............(1) l

Puisque a est un nombre pair = a =2k a pal}"(z) J

Pome st = =8> @ =4 n(3)
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(3) dans (1) =>a” =20" =4k
= b =2k*> = b est pair = b est pair b palr(4) J

De (2) et (4) = Les nombres a,b se divisent par deux, ce qui nous ramene

a une contradiction, puisque p gcd(a,b) =1 = Alors J2 aQ

Donc : \/5 est un nombre irrationnel est vraie.
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Rappel de Cours

Les Applications

Définition :
Soient E et F deux ensembles quelconques et f : E — F une application

* Application Injective : Nous disons que fest une application injective ou est

une injection si deux éléments quelconques de E ayant méme image par f sont
nécessairement égaux, c'est-a-dire: Ly, x'UE, f(x)= f(x)=>x=x'

* Application Surjective: Nous disons que fest une application surjective ou est

une surjection si tout élément y de F possede au moins un antécédent par f,
c'est-a-dire :
UyOF, kUE, y= f(x) = On peut écrire x en fonction de y
= x=f7()

Application Bijective : Nous disons quefest une application bijective ou est

une bijection si elle est a la fois injective et surjective.

Les Relations binaires

Relation d’équivalence: Pour que la relation soit une Relation d’équivalence, il faut

satisfaire les conditions suivantes :
e Réfléxive IxOF:x0Ox
*  Symétrique Ox,yOE*:xOy=y0Ox
. s |x 0y
e Transitive [,y et zUE: =>x0z
yUz

Relation d’ordre : Pour que la relation soit une Relation d’équivalence, il faut

satisfaire les conditions suivantes :
e Réfléxive IxOF:x0Ox

« Anti- Symétrique (x, yOE*:xOyety Dx=>x=y

x [
* Transitive Ox,y et zOE :{ y:>x Oz

yUz
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Série de TD N°03

Les Applications

Exercice 01 : Soient f et g deux applications définie de IN dans IN par :

si X est pair

= =

fo=2x . g=yl

2

Si x est impair

a) Est-ce que f, g sont surjectives ? Injectives ?

b) Calculer fog,go f

Exercice 02: Soient f et g deux applications définie de /R dans IR par :
f(x)=3x+5 , g(x)=%x—l

a) Montrer que f , g sont des applications bijectives.
b) Calculer les applications suivantes : f ', g™ ,(f " og ), (g " o f ")

c) Montrer que f o get g o f sontdes applications bijectives.

d) Vérifierque: (fog) ' =g ofet(gof) ' =f " og™

Exercice 03: Soit fune application définie par :
f:IR - IR
X |—>f(x)=|x|+2x
1. Montrer que f est bijective.

2. Déterminer l'application réciproque f .
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Les Relations binaires

Exercice 04 Soit [ une relation définie dans Z par :
D(x, y)DZ2 :xUy = (x—y) estun multiple de 5.
a) Montrer que [J est une relation d’équivalence.

b) Trouver I’ensemble quotient Z /5Z .

Exercice 05 : On définit surR?1a relation p,

xy)px,y) o x+ty=x+y
1) Montrer que p estune relation d’équivalence.

2) Trouver la classe d’équivalence du couple(0,0) .

Exercice 06 :
1. Soit O une relation dans IR" définie par :
xUOy e x.y>0
a) Montrer que [ est une relation d’équivalence.

b) Calculer I’ensemble des classes d’équivalence.
2. Soit [0"une autre relation dans IR définie par :
x0'y = x.y>0

Montrer que [1'n’est pas une relation d’équivalence.

Exercice 07 : Soit f: R — Rdéfinie par f(x) = x3 — 3x + 2 et soit S la relation dans R définie

par: xSy e f(x) = f(y)

Montrer que S est une relation d’équivalence.
Exercice 08: Soit [J une relation dans /R définie comme suit :
allb=a’>-b20

a) Montrer que [] est une relation d’ordre.

b) Cette relation, est-elle d’ordre total ?

Exercice 09: Soit dans R?1a relation définie par
xy)SK,y)ox<xey<y'.

Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre. L’ ordre est-il total ?
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Corrigé type de la Série de TD N°03

Les Applications

Exercice 01 : Soient f et g deux applications définie de IN dans IN par :

Si x est pair

D | =

fW=2 . g=
—_— Si x est impair

a) Lasurjectivitéde f,g: UOyON, [XON,y=h(x)
* y=f(x)=2x=>x=y/2UN (Donc f(x)n’est pas surjective).

ON

X . .
— St x est pair

. _J2 P _ 2y
y=g(x)= o =>x=

1 2y +1

— Si x est impair

Alors g(x) est surjective.

L’injectivité de 1, g : Ox,x'ON?, h(x) =h(x") = x=x'

¥ of(x)=f(x")  2x=2x"=x=x": f{x)estune fonction Injective.

si x est pair

* og(x)= : g(x) n’est pas une fonction Injective.

= N =

Si X est impair

Puisque si : x=4, x’=5¢et g(x = 4) = g(x =5) = 2 «<h(x) = h(x") mais x # x' »

b) Calculde fog,gof

si xest pair

X
(fog)(X) = f[g (x):l :{x—l si X est impair

si xest pair

Si X est impair

(gof )0 =¢[ f(x)]= ;x—l
2
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Les Relations binaires

Exercice 04 Soit 1 une relation définie dans Z par :
D(x, y)D22 :x0y < (x— y)est un multiple de 5.
a) Montrons que L] est une relation d’équivalence.

Relation d'équivalence:
Réfléxive : Soit xU11Z x-x=5k « 0=5k Doncx U x
symétrique : Soitent x, yL1Z 2.

x O y: x-y=5k, multiplions par -1= y-x=5k' Donc y [ x

Transitive : {

MH+Q2)=> x-z=5k" Donc x 0 z

b) L’ensemble quotientZ/5Z .

*

XZ{yDZ| ny}:>x—y=5k:>y=5k+x (kDZ)
6:{yDZ| yOO0} = y-0=5k = y =5k
:{yDZ| YOI} = y=1=5k = y =5k +1

y0Zz| y02} = y-2=5k = y =5k +2

yOz| yD4}:>y 0=5k = y=5k+4

ES ES ES ES ES * ES

2={
{yDZ| yO3} = y-0=5k = y =5k +3
4=
5=

O #
11

10 1:6:11:..., 2:7:122112..., 3=8=13=11=..,

4=9=14=11=..,

Exercice 05 : On définit surR?1a relation p , (x, Y)p(x,y) & x+y=x"+y’

1) Montrons que p est une relation d’équivalence.

(x,}’)p(x'»y') = xty :X'+y'
Relation d 'équivalence :

Réfléxive : Soit x IR x+y=x+y DoncxUy
symétrique : Soitent x, y(OR”:

(e, HU(x,y): x+y=x+ty' = x+ty'=x+y Donc (x',y")U(x,y)

Co O, y) o x+y=x+y'... )
(x,yYd(z,u) = x+y'=z2+Ueuueeunen. (2)
HD+2)=>x+y=z+u Donc (x,y)O(z,u)

Transitoire : {

2) La classe d’équivalence du couple (0,0) .
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Rappel de Cours

Domaine de définition:

1) Arcsin(x)
2)Arccos(x)

définie sur [-1, 1]
définie sur [-1, 1]

o T 7T
définie sur }E’E[
4)Argsh(x) =In (x ++/x° + 1)
5)Argch(x) =In (x +4/x - 1)

6)Argth(x) =In /”—x]
1—x

—-X X -X X

3) Arctg(x)
définie sur [
définie sur [1, +00[

définie sur ]—1, 1[

7) Sh(x) = Ch(x) =

Th(x) =

e

e —e e +e e -

)

—-X

e

Les limites:

(o

lim . 2) £i£13(1+x)llx =e
4)lim 8 ) 5)tim <071
X X X X
7) lim x*=1 8) lim ¢ oo
x-0 X—too x
1) tim 29 _g

X - +oo X

KIO) lirEo xe' =0

3)£i—»0 X
6)lim<—L=1
x-0  x

9) lim xIn(x)=0

x -0+

1

12)lim 29
-1 x—1
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La continuité d’une fonction :

xggﬁfuo=f@0

La dérivabilité d’une fonction :

L f@-f@)

X-d x—a

=1

Note :
Rappel :
Si f(x) est dérivable =»f(x) est continue
La réciproque n’est pas toujours valable.
Reégle de I’Hopital :

Théoréme des accroissements finis

Soit fune application de l'intervalle |, £ldans R vérifiant les conditions
suivantes :
1. Jest continue sur | . 2],

2. Jest dérivable sur Iﬂ,_l'r? . _ _
Alors il existe € &|a. Pltel que i) — fla) = —a)f"(c)

Dr REZAOUI .M.M et M ELBAR .M
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Théoréeme de Rolle

Théoréme (de Rolle) :
Soit f une fonction numérique continue sur [a, b| et dérivable sur |a, §[ telle que f(a) = f(b)

J

Alors, il existe un point ¢ de ]a, b tel que f'(c)=0.

Développement de Maclaurin

Définition : On appelle polynéme de Maclaurin d’une fonction f(x) qui \

admet des dérivées de tous ordres en x = 0 ’expression :

ou f¥(0) exprime la £°™ dérivée de févaluée en x = 0.
On appelle polynome de Taylor d’une fonction f(x) qui admet
des dérivées de tous ordres en x = a I’expression :

no p(k)
(x)= ),
k=0

;@@_@k

\ k . e O ¥ ,
ou ™(a) exprime la £°™ dérivée de févaluée en x = a.
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Les Fonctions

Série de TD N°04

Exercice 01 : Donner le domaine de définition des fonctions suivantes :

07 (x)=tli-x?)

4) f(x)= Arcsin(l - xz)

x-11 —
) i 1
o x(x—2)2 x2—3x+2
Vx?+a?—a

7) lim

©0 X2 7 b7 — b

L0V 1i xsin(x)
) ki 1 — cos(x)

—-X

13) lim ¢
)xl—rf(% sin(x)

. (e* —1)
16) limlog ——
x—0

1
2) f(x):m
S)()=a=x+

1-x

8) £(x)= log[“—XJ

3—x

11) f(x)=argsh(3x+2)

N X 3
)xl—rflll—x 1—x3
tg(2x

5) 1im 292
x—-0 X
CVx+1-1
8) lims——
x203x+1-1
x++x+Vx
11) lim
)x—>°° vx+1
oAV 1+x2-1
14) lim————
x—0 |x|

6) £ (x)=Jcos(2x)

0)f(x)= z{ ‘lj

x2+1

1) f(x):argm[ szj

1-x

3 2

X
3) li -
) m T =1 ax+ 1
1 —sin(x
6) lim (2)
)
2

12) fcl—T»r(% x?
sin(2x
15)1 (2x)
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Exercice 03 : Etudier la continuité des fonctions suivantes :

2_1g x<? —2x—3 six<-1

01)f(x)={’;_x le_;:;z 02)f(x)=x si—-1<x<1
—3x si x>1

0 six< 0 w

x si0<x<1 i x#0
03)f(x) = : 04) f(x) = {x

—x?+4x—-2 sil<x<3 0 si x=0

4 —x six =3

x2—x—2 2 .
05 )" si x#2 06 :{x -1 six<0
) F() {3x_2 L yfeo = Tt Srs)

Exercice 04 :Peut-on prolonger par la continuité (au point x, = 0) les fonctions suivantes :

- = . fn =)
l+e* *
. f(x)=x.sin(lJ . f(x):l sin(lJ
X X X
¢ = ) . fw=(+):
X

Exercice 05 : Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes

e si |x| <1 e —cos(2x) i 20
f(x)= f(x)= x
P |x| >1 0 si x=0
‘xz +x‘ '
f(x)= e si x# -1
-1 si x=-1

Exercice 06 : Soit f(x) une fonction définie sur Rpar :

N
Flx) = x3sin (;) six#0

0 six=0

1. Montrer que fest dérivable sur R et calculer sa fonction dérivée.
2. Ecrire f'(x) sous sa forme prolongée.
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Exercice 07 : En utilisant la Regle d’Hopital, calculer les limites suivantes :

— 1 2—
. lim(xcosx3 s1nxj . i X 1 tlogx sin(x—nj
X0 X el o' —e e lim 3
“%’ 1-2cosx
. coslax)—cos(fBx ~ . 1 -x+1
. llm ( ) 5 (ﬁ ) N hm € ° hm M
x-0 X X 400 _xp x-1 (X_l)ln(X)

. lirr(} (1 - cos(x)) ctan(x)

Exercice 08 :

1- En utilisant le théoreme accroissement fini, montrer que :

* Ux,yUIR ;

sinx—siny|s|x—y|
*  OxOIR™ ; 0<log(l+x)<x

*  [OxOIR :e*>1+x

1 1
* lim {(x +1).e; —x.ex} =1

X — too

*  Pour tout 0<a<l1, et i UIN :ﬁ S(i+1)a—i"£i—

X
*  [OxOIR" ; ——< Arct <
X 211 rcg(x) X

*  0<x<l; x<Arcsin(x)< tq: Arcsin (x)

1-x2 1-x2

*  [xOIR™ ; %1<log(1+x)—log(x)<x
x

*  [Ox0OIR |sin(x)| < |x|

*  [xUIR :OSArctg(x+1)—Arctg(x)Sl
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sin x

2- a) En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires monter que 1’équation xe*"* = cos x
. . 7T
Admet au moins une solution dans 0,5

b) Par le théoreme de Rolle, montrer que cette solution est unique

Exercice 09 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition et
calculer la dérivée :

fi(x) =In(x?+1) f(x) =1+ x2cos2(x) exp G) -1
RO
. 1+sin(x) __x _sin(x®*+ 1)
AO=nGoamw T o = D

Exercice 10 :

1-Calculer les dérivées n'“™ des fonctions :

f(x)=xe* _ 1 f(x)=xsinx

2-Montrer que la dérivée n“™ de la fonction f(x) :

£ ]-1[ IR définie par £(x)=

1-x?

s'écrit f(”)(x)=L,DxD]— 1,1[ ou P”(x) est le polynome de degré n

N
(1 -x2f"2
Exercice 11 :

1- En utilisant le Développement de Mac Laurin, donner le développement des fonctions
suivantes :

f(x)=sinx f(x)=cosx f(x)z

2- Calculer \/z avec 3 chiffres exacts en utilisant le D de Mac Laurin

En utilisant le développement limité quand x — 0. Calculer les fonctions suivantes

f-et sin x —1gx

¢ h(x) =

) _e'sinx—x
§ 3x°+x°

f(x)=

X -—
sin x x(cosx—1)
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Corrigé type de la Serie de TD N°04

Exercice 01: Domaine de définition:
1) £ (x)=tn(Vi-x" )= 1-2 >0 = x0]-11]

x20
x20
=42-x20 = = x0[0,2]
x<2

o
2)f(X)-m NETN

3)f(x)=xx :eln(xx) =" 5 x>0 = xD]O +00[

4) f(x)= Aresin(1-x") = ~1<1-x’ <1 = -1’ =11 = 0<x* €2 « x| 2,42 |

1 -x20 x<0
= = = x0]~,0]
1-x 1-x>0 x<l1

6)f( )—w/cos(2x):>cos(2x)>O:7ﬂ<2x<g@ %T<X<TH3XD[TH+/<IT%T+I<H}

) sin(x) 20 et cos(x)>0
sm(x sin(x).cos(x) =0
=.\/tg = Ou
cos(x)Z0

cos(x )
sin(x) <0 et cos(x) <0

= x0[0,77/2[ O[ 1,371/ 2]
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Sin(x)>0 et
Cos(x)<0

Sin(x)<0 et
Cos(x)>0

o
2

Alors le domaine de définition est = x D}O, %T} 0 {77,31{

Sin(x)>0 et

Cos(x)>0

Sin(x)<0 et

Une autre méthode pour trouver le domaine de définition :

X

Cos(x)>0| 377
D [

=2
2

2

xD}O,I—T}
2

1

_ {sin(x).cos(x) >0
Puisque
cos(x) 0
0 m/2 T 3mr/2 2T
Cos(x) + é’ - - O +
Sin(x) Q + + O - -

sin(x).cos(x) >0 +

Alors le domaine de définition est = x D}O

K
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3) f(x):log@”j: (1+x)(3-x)>0= x0]-1.3]

- X

e

x2-1 x2-1 5 5
2 2+ 1 x ol 4=t
j:e —-e X2+l te ¥+ £0

-1 [x
x4 +e X2+l x2+1¢0

les deux conditions sont toujours conclues = x00

Exercice 03 : Etude de la continuité des fonctions suivantes :

lim f(x)=f(a)
xD;ﬂa

e six<2
1)JC(JC)_{S—)C six>2

Domaine de définition [,
Par ['application de la regle de continuité, on trouve que:
lim f(x)=lim(5-x)=3
x00L2 f( ) x-2 ( )

lim f(x)=f(2) = 4 lim_f(x) =lim (2’ -1) =3

f@=(2"-1)=3

Donc lirr21 f(x)=f(2)=3, Alors f(x) est continue au X,=2

-2x-3 si x<-1
2)f(x)= X si —1<x<1
—3x si x>1

Domaine de définition [,
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Par ['application de la regle de continuité, on trouve que:
Pour x, =-1:
lim f(x) = lim (x)=-1

lim f(x) = f(-1) = {*“
ol f=)=(2(-)-3)=-1

Donc lin_l1 fx)=f(1), Alorsf(x) est continue au x, =-1

Pour x, =+1:

{lim f(x)=1lim (3x) =3
lim f(x) = f(+1) & 47
fED=(+) =41

Donc lim1 f(x)# f(+]), Alors f(x)n'est pas continue au x, =+1

Exercice 11 :

Rappel :

Définition : On appelle polynome de Maclaurin d’une fonction f(x) qui
admet des dérivées de tous ordres en x = 0 I’expression :

m,(x)=

AU
k!

k=0

\ (K . 8 oy ’ ’
ou /“(0) exprime la K™ dérivée de févaluée en x = 0.

On appelle polynome de Taylor d’une fonction f(x) qui admet
des dérivées de tous ordres en x = a [’expression :

k=0

« (k) . jé e . ;
ot f“(a) exprime la £°™ dérivée de févaluée en x = a.
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1-En utilisant le Développement de Mac Laurin, donner le développement des fonctions suivantes :

f(x) =sin(x) £(0)=0
U (x)=+cosm) | £ (0)=+1 (o)
fP(x)==sin(x) =1 f?(0)=0 = f(x)=sin(x)= ; oo
e (x) =—cos(x) ¥ (0) =-1
f@(x)=+sin(x) | f¥(0)=0
; (x) _ FO (O) o, £ (()) g4 f@ (()) W £ (O) N
0! 1! 2! 3!
f(x)=sin(x)=x-—x"+
2) f(x)=cos(x)
f(x) =cos(x) £(0)=+1
) —— @ =
f(z)(X) - sin(x) f(z)(o) _0 ) a0
£9(x)=—eos(0) =1 77 (0) =1 = f (1) =eos(n = 3
fP(x)=+sin(x) | fP(0)=0
@ (x) =+cos(x) fe(0)=1
=L (0) o, £7(0) 1, £7(0) o, SO(0) 5,
0! 1! 2! 3!
=1 f(x) =cos(x) =1—5x2 +%x4
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Développements limités usuels en 0

2 n
£ .27_ - n+1
e® LR TR TR i R  V Cl
3 I2n+1 onis
h - O (z2n
sh & T/+3l+ +(2,7J_|_1)|+ (z )
’ ’ L 2n42
ch LT T T T Y
. CL’S $2n+1
sine = o (1) o + O (@)
2 $4 x2" omio
cosx 1—5—&—1—&— -+ (—1) (2n)!+0(:r )
-1 —1)- _ 1
(1+w)a 1_"_0[1,_"_0[( o1 )[172+ CM(OL ) '(OL n+ )x77,+o(xn+l)
! n
1 2 3 1
1 l+az+a?+a2°+ - +2"+0 (a")
—x
2 3 4 n
In(1 —x) —x—%—%_% ..... %—FO(&J”‘H)
1 2 3 n,.n n+1
1% l—z+az? -2+ + (=1)"z" + O (2" )
2 3 4 n
In(1 + x) 33—74-%—?4— + (=) 1= 40O (=)
a? 1x3x--x(2n—3)
1 ]_ —_— — .. 1’”1 n n+1
vite Ty ooty Sx A an U HOE)
1 r 3 Ix3x---x(2n—1)
1-—= 2 n n 0 n+1
ViFfzx 2<+ 8° (=1) 2x4x x 2 v (x )
3 2n+1
Arctan @ = & — — 4.+ (—1)" = +0 (220
3 2n+1
1’3 1,2n+1 )
Argth o4 2n+3
rgth e = r 4t g 0 ()
123 1X3X"'(2n—1)x2”+1
A i R O 2n—+3
resin @ = @+ oot e s 1 O @)
12° 1x3x---(2n—1) g2+l
Argsh — 44 (=1 2n+3
rgsh @ = o= oot () s et T O
th 3+2 5 17 40 (2
Z rT——+ =2 —-—x T
3 15 315
1 17
tan x4+ at + —ad + —a" + 0 (29)

3 15 315



Développements en série entiére usuels

e > —at acC,zeR
n=0T
sh x ioj L x2ntl zeR
n=o(2n+1)!
chz i L on z€R
n=0(2n)l
. = (_1)n 2n+1
sinx n;0(2n+1)'x reR
© (1)
cos nz_:o((Qni' 2" rzeR
o0 —1)--- — 1
(14 z)> 1+ o )nfo‘ "t on (weR)  wel-1:1]
n=1 .
1 > 1 *
— > (@eC)  we)-alilall
1 Xn+1 | .
(a—=)? 20 =z " (aeC*)  ze]—|af;]al[
1 cho
o T e @ee)  wel-lasl
<1
In(1 — x) —ZET" rze[—1;1]
n=1
00 _ln—l
In(1 4 x) (=1 " xe]-1;1]
n=1 n
& 1x3x---x(2n—3)
/1 1 el 1n71 n —1:-1
te +2+n§2( ) 2x4x---x(2n) ze]-1;1]
1 e Ix3x---x(2n—1)
1 _1\n n —1:1
Vi+zx +n2=:1( ) 2x4x---x(2n) zel-1;1]
< (1)
Arctan x 5 +1x2”+1 xe[-1;1]
n=0<N
x 1
Argth x 202n+1 pntl re]-1;1]
. X 1x3x---x(2n—1) a2t
A -1;1
rcsin x :E—l—n;l IxAx x(@n) 2ntl xe]-1;1]
00 1 n—1 2n+1
Argsh z rt S (qyplx3x e x@nol) @ re]-1:1]

= 2x4x--x(2n)

2n+1



Dérivées usuelles

Fonction Dérivée Dérivabilité
" nez na 1 R*
% aeR az®~! R}
e” aeC ae™® R
a® a € R} a®lna R
1
In |z| — R*
T
] e R: {1} ! R*
og. X a
8a + zlna
CcoS —sinx R
sinz CcoS X R
9 1 T
tan x 1+tan®x = 5 ]R\{—qtlmr‘keZ}
Ccos* T 2
-1
cotan x —1 —cotan?z = — 5 R\ nZ
sin” x
ch z sh z R
sh z ch z R
th = 1—th?z= 5 R
ch”zx
—1
coth x 1—coth?z = 5 R*
sh®z
Arcsi ! ]—-1;51]
resin x _— -1;
V1—2a?
-1
Arccos x e —-1;1
T3 ] [
1
Arctan x 1722 R
1
Argsh = _— R
& vz +1
1
Argch x _— 1:+00
1
Argth ]-1;1]

1— 22




Primitives usuelles

I Polyndémes et fractions simples

Fonction Primitive Intervalles
neN : zelR
_ n+1
(v—z)" T ER CorlT nezs(u{-1))
neZ~{-1} " T €|-00;xo|, |T0;+00]
_ a+1
(z —x0)® To€R (@ = 20)*™" ] 20 ;400
aecC~{-1} a+1
_ n+1
(z—z)" 2 €CN\R (& —20)""" R
nezZ~{-1} n+1
1
P acR In |z — a] —0o;al,]a;+00]
! 1 24 p?
_ L LeR beRr* gl l@=a)?+ ] R
z — (a+ib) +iArctanx_a
II Fonctions usuelles
Fonction Primitive Intervalles
Inz z(lnz —1) 10;+00]
1
e aeC* aeo‘m R
sin —COoSZ R
CcosST sinx R
tanx —1In|cosz| *%‘Fk’/’ﬂ%#*kﬂ
cotan x n|sinx T (k+ 1)
In | si kmi(k+1
sh x ch z R
ch z sh x R
th x In(ch ) R
coth x In|sh x| ]-00;0[,]0;+00]




Primitives usuelles

III Puissances et inverses de fonctions usuelles

Fonction Primitive Intervalles
sin’ x E_sm2x R
2 4
9 r sin2x
— R
cos“ x 2—|— n
tan? tanx — x —g—l—lm;g—i—k‘ﬂ'
cotan? —cotan ¢ — x |k (k+ D]
sh2x =z
sh 2 -z R
sh®x 1 5
sh 2
ch?z > f—|—— R
4
th2z Tz —thzx R
coth? x — coth x ] -00;0[,]0;+00]
! 1(t "E‘ [k (k+ 1) |
n|tan — T T
sin z 2 '
1 r s ™
wn(3e3) | )Feges
cosT et 2+4 2+7T2+7T
1 T
= 1’h—’ e )
e nlt 5 ]-00;0[,]0;+00]
1
o 2 Arctan e* R
ch z
—— =1+ cotan®z — cotan x Jkm; (k+ 1) |
sin” x
1 9 T T
——— =1+tan“z tanx ——+km; =+ km
cos? x 2 2
. =coth?z -1 —coth z ]-00;0[,]0;+00]
sh”x
1 2
¢
1 tan 3
— —cotan z — =22 T Jkm; (k+ D7 |
sin® x 3
1 tan3 x ™ ™
tanx + —— 4 km; -+ k7
cost x 2 2




Primitives usuelles

IV  Fonctions dérivées de fonctions réciproques

Fonction Primitive Intervalles
1
T Arctan x R
1 1
5 5 a € R* —ArctanE R
a4+ x a a
Argth = J-1:1]
1
3 1|+ | -o0;—11,
212 =151, ]15+00]
1 T ol -
— Argth — ] —lal;lal
1 a a
2 _ 2 a € R 1 a+x' ] 005 —lal [,
a* —x —In
2¢ |a—=x ] =lal;lal[, ]lal;+o0]
L Arcsin x ]-1;1]
—_— in —1;
V1—2z2
- R’ Avesin I —allal
—_— a resin — —lal;la
Va2 — 22 lal
1 Argsh x = R
V2 +1 In (z + Va2 +1)
Argch x ]1;+00|
! — Argeh (—a) | ooi 1]
2 _
z® —1 In |z + Va2 — 1] |-00;—1] ou ]1;+00]
a>0: R
L a € R* In |z + V22 + df a]<(z>oz. v=a|
/r2 - y TV T
vt ou |va;+o00]
1 1 x
—_— — Arct —_ R
(z2 +1)2 g frctan 2(22 + 1)
x? 1 x
—_— — Arct - R
(@2 1) g M T o0 )




Trigonométrie

Fonctions circulaires

Premiéres propriétés

sin x cosT tanx cotan x
T
Ense’mbl.e.de R R R~ { T4k ‘ ke Z} R ~ 77
définition 2
Période 27 27 T T
Parité | impaire paire impaire impaire
flr—x) sinz —CcosT —tanz —cotan
flm4+2) | —sinxz | —cosz tan cotan
7T .
f (5 — x) cos T sinx cotan x tan z
T .
f (§ + x) cos T —sinx —cotan x —tanz
™
Ensemble de | p R R\{——l—k’ﬂ"kEZ} R 7Z
dérivabilité 2
1 —1—cotan?x
Dérivée cos T —sinx 1+tan?z = — _ —1
cos? sin 2
Valeurs remarquables
cotan x
0
2
N G N 1 ‘
2 . | tanx
S x |
|
|
|




8 Trigonométrie
0 /6 /4 /3 /2
sinz 0 V1/2 V2/2 V3/2 1
cos T 1 V3/2 V2/2 V1/2 0
tan 0 1/v3 1 V3 indéfini
cotan x | indéfini V3 1 1/v3 0

II Fonctions réciproques des fonctions circulaires

1 Deéfinition

Les périodicités et les symétries des fonctions trigonométriques introduisent une
difficulté pour résoudre les équations du type sinz = A. Par exemple, 7/6 , 57/6 et
m/6 + 47 ont tous la méme image par la fonction sinus. Les « fonctions circulaires
réciproques » Arcsin, Arccos, Arctan et Arccot ne sont pas de vraies réciproques,
puisque les fonctions de départ ne sont pas des bijections ; ajoutons qu’elles ne sont
pas périodiques. Il faut les combiner avec la périodicité et, pour sinus et cosinus, avec
les symétries par rapport a ’axe des ordonnées et ’axe des abscisses respectivement.

e Sisinz =X e [—1;1], alors x = Arcsin A mod 27
oux =7 — Arcsin A mod 27

e Sicosz=X€[—1;1], alors x = Arccos A mod 27
ouz = — Arcsin A mod 27

e Sitanx = A € R, alors z = Arctan A mod w

e Sicotan x = X € R, alors £ = Arccot A mod 7

Le probléme réciproque est, lui, sans difficulté: si x = Arcsin A, alors sinx = A.

2 Propriétés

Arcsin x Arccos o Arctan x Arccot x
Ensemble de
-1:1 -1:1 R R
définition [=1:1] [=1:1]
Ensemble
—7/2:7/2 0; —7/2;7/2 0;
owle | l=mszimf2] | (0sm] | J=w/zim/2l | J0in]
Période aucune aucune aucune aucune
Parité impaire aucune impaire aucune
Ensemble de
—-1:1 —-1:1 R R
dérivabilité =1 J=151]
Dérivé 1 -1 1 -1
T Vi | Vi 1447 T+ a7




Trigonométrie

3 Relations

Arccos x 4+ Arcsin ¢ = 7/2

0sizy<1
Arctan z 4+ Arctan y = Arctan 13: + +em ou €= 1 sizy>1etux,
—xy
—1 sizy>1etz,
Arctan z 4+ Arccot © = /2
Arctan 1/x siz >0

Arccot x = .
7+ Arctan 1/x siz <0

Arctan x + Arctan 1/x = sign(x) x 7/2

IITI Formules
1 Corollaires du théoréme de Pythagore

cos?x +sinz =1

9 1
Cos“ T = ———5—
1+ tan“z
. 9 1 tan? x
sin“x = 5 = 5
l1+cot“z 14tan“x
2 Addition des arcs
cos(a + b) =cosacosb —sinasinb cosp+ cosq = 2003p+q cosl%
sin(a 4+ b) =sinacosb + sinbcosa sinp +sing = 2511’11% cos 2%
tana + tanb sin(p +
tan(a + b)) = ——— tanp—f—tanq:M
1 —tanatanb COS P COS ¢
cos(a — b) =cosacosb + sinasinb sinp —sing = 2sinpgq cosp;q
sin(a — b) =sinacosb —sinbcosa cosp — cosq = —2sin pta sin I%
tana — tanb sin(p —
tan(a —b)= — tanp—tanq:M
1+ tanatanb COS P COSq
3 Arc double, arc moitié
. 1+ cos2x
cos 2z = cos® x — sin’ cos’ x = —
=2cos’x — 1
=1-2sin’z
1 —cos2x
sin2x = 2sinx cosx sinz = —
2tanz sin 2x 1 —cos2x
tan2z = tanx = =

1—tan?z 1+cos2z  sin2zx



10 Trigonométrie

x
En notant ¢ = tan 5 comme dans les régles de Bioche, on a:

2t
14 ¢2

sinx =

1 —¢2

COSY = ——=
14 ¢2

4 Formule de Moivre

(cosa+1 sina)™ = cosna +1 sinna

d’oll cos3a = cos3a — 3cosa sina

= 4cos®a — 3cosa

sin 3a = 3 cos?a sina — sin®a

= 3sina — 4sin’a

3tana — tan® a

tanda = ————
1—3tan“a

5 Arcs en progression arithmétique

.nx . (n+1)x ne . (n+ Dz
n sin — sin ——— n cos — sin ———
> sinkx = 2 T 2 > coskx = 2 = 2
k=0 sin 3 k=0 sin )

IV  Trigonométrie hyperbolique

ch?z—sh?z=1

ch(a+b)=chachb+shashb chp+chq:2chl¥chl%
sh(a+b)=shachb+shbcha shp—!—shq:?sh#ch]%
_ tha+thb _sh(p+q)
thie+b) === =00 thptthg= o g
¢h(a—b)=ch achb—shash b chpfchq:2sh1%sh]%
sh(a—b)=sh ach b—sh beh a shp—shq:2sh1%chl%
tha—thb sh(p—q)
thia—b)= 22 thp—thge P~ @
(a—b) 1—tha thbd b e ch p chq
h 2 1
ch2z=ch?z+sh?z chzxz%
=2ch?z—1
=1+2sh’z
h 2z —1
sh 2z =2sh zch x sh2zp=" g
2th h 2 h 2z — 1
th 2z = % th x Sher  _aer

1+th2z Th2z+1  sh2z



Trigonométrie 11

x
En notant ¢t = th 5 on a:

2t Lo LT
1—t2 R

(ch a+sh a)™® = ch na + sh na
d’oll ch 3a =ch®a+3chash?a
=4ch®a—3cha

sh 3¢ =3ch?asha+sh®a
=4sh®a+3sha

3tha+th3a

th 3a = 5
14+3th“a



