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1. Equations à variables séparables 

On met tous les termes en x dans un membre, tous les termes en y dans l’autre, et l’on 

obtient une expression  de la forme :

 

)()()()( ydygxdxf =

 
Puis on intègre les deux membres, pour trouver la solution sous la forme :

 

)(yy =  

 

2. Exemple : 

Soit l’équation différentielle : 

  
2

'
xye

x
y −=

                                         

(E)

                                       

 

On remplace
)(

)(
'

xd

yd
y = ,  dans (E) puis on sépare les variables 

)()()(
)(

)(
)(

2

2
xdxeyydxyd

ye

x

xd

yd
yxd x

x

−−=−=  

 Il vient en intégrant  
−−= )()(

2

xdxeyyd x  

Soit   

1

2

2

1
)( cyyyd +=      Pour le premier terme 

Pour le deuxième terme 

 =− − )(
2

xdxe x  ? 

Nous remarquons que,  x
xd

ed x

2
)(

)(
2

−=
−

  

Intégrale sous la forme uu eudue =)(
   

 

Donc :   
2

22

)(2
2

1
cexdxe xx +=− −−


 

1

2

2

1
cy + = )(

2

1 222

12

2

2 ceycceyce xxx +=−+=+ −−−  

 

3. Exemple : 

Soit l’équation différentielle : 

  

02' =+ xyy

                                         

(E)

 

  

      On remplace
)(

)(
'

xd

yd
y = ,  dans (E) puis on sépare les variables: 
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xxc keyeeycxycxcy

xxd
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xxd
y

yd
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−− ==+−=+−=+

−=

−=−==+

   

4. Exemple 

Soit l’équation différentielle : 

  
)1(

)(
4

)(
4

)(

)(
)1(

x

xd

y

yd
y

xd

yd
x

+
==+

                           

(E)

 

 

                                 

 

 y

yd )(
= 1ln cy +  

21ln4
)1(

)(
4 cx

x

xd
++=

+  

1ln cy + = 21ln4 cx ++  

44 )1()1ln(ln xkycxy +=++=   , avec  
cek =  

 

1. Deuxième type : Equations linéaires: 

Une équation linéaire du premier ordre est une équation de la forme :  

     

)(' xfbyay =+

                                                                                     

(E) 

C’est une équation différentielle homogène du premier ordre avec second membre. 

Il y’a trois étape pour résoudre cette équation différentielle. 

➢ Résolution de l’équation homogène associée (son second membre) : 

)(
)(

)(

)(
''0' xd

b

a

y

yd
y

a

b

xd

yd
y

a

b
ybyaybyay −=−−=−=−==+

 

x
a

b

h keycx
b

a
cy

−

=+−=+ 21ln

 

Avec : 12 cc
ek

−
=

 Recherche d’une solution particulière (méthode de la variation de la constante): 

x
a

b
x

a

b

p

x
a

b

p exk
a

b
exkyexky

−−−

−== )()()( ''

  

Portons

 yp
’ dans l’équation (E) : 
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x
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b
x

a

b
x

a

b
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a
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exfxkxfexkxfexkbexk
a

b
exka )()()()()())(())()(( ''' ===+−

−−−−

)())()( xdexfxk
x
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b
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 La solution générale : 
x

a

b
x

a

b
x

a

b

phS exdexfkeyyy
−−

+=+= ))())((

 
➢ Exercices : Résoudre les équations différentielles suivantes : 

➢ 22' xyy =+

                                                                                                 

(E1) 

➢ )sin(2' xyy =+

                                                                                           

(E2) 

➢ xexyy )1(' +=−

                                                                                         

(E3) 

➢ )cos(' xexyy x +−=+

                                                                               

(E4) 

 

1.  

)(2
)(

2
)(

)(
2'2'02' xd

y

yd
y

xd

yd
yyyyyy −=−=−=−==+

 

x

h keycxcy 2

21 2ln −=+−=+

  Avec ;    12 ccc −=  et 
cek =

 Recherche d’une solution particulière (par la méthode de la variation de la constante): 

xx
p

x

p exkexkyexky 22''2 )(2)()( −−− −==

  

Nous remplaçons yp
’ dans l’équation (E1) : 

xxxxx exxkxexkxexkexkexk 22'22'2222' )()())((2))(2)(( ===+− −−−−

)()()( 22 xdexxk x

=
 

)(xk  , est un produit de deux fonctions, d’où en intégrant  par partie :

 
Posons xxuxxu 2)()( '2 ==

 
xxx exvxdexdxvexv 22'2'

2

1
)()()()()( === 

 

Donc ; )())(()
2

1
)(()()

2

1
)(2()

2

1
)(()( 222222 xdexexxdexexxk xxxx

 −=−=

 

Posons;   i(x)= )())(( 2 xdex x

  dans k(x)  

   Posons : )(1)()( ' xdxuxxu ==

 
xxx exvxdexdxvexv 22'2'

2

1
)()()()()( === 
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)
2

1
)(

2

1
()( 22 +−= xxexk x  

La solution générale : ))
2

1
(

2

1
()( 22 +−+=+= − xxkeyyy x

phS
,  IRk

 

➢ Deuxième méthode : 

La solution homogène (f(x)=0),  donc : 

 

)( 2x

h key −=

 
                 

La solution particulière de (E1), dépond de la forme du second membre (ici le 

coefficient de l’exponentiel égale au coefficient de y, alors le degré du polynôme est : 

deg Q=deg p+1): 

 baxycbxaxy pp +=++= 2'2  

Portons '

py dans (E1) ;  

2222 2))((22))((2))(2( xbcxabaxxcxbaxbxa =++++=++++  

2

1
1)(2 == aa  et 

2

1
0)(2 −=−==+ babba  et    

4

1

2
202 =−=−==+ c

b
cbcbc  

Alors 
4

1

2

1

2

1 2 +−= xxy p

 

La solution générale est :  
4

1

2

1

2

1 22 +−+=+= − xxkeyyy x

phs
 

2. )sin(2' xyy =+

                                                                                          

(E2) 

            

)(
)(

)(

)(
'0' xd

y

yd
y

xd

yd
yyyy −=−=−==+

 

x

h keycxcy −=+−=+ 21ln

 Avec ;    12 ccc −=  et 
cek =

 Recherche d’une solution particulière (la variation de la constante): 

xx
p

x

p exkexkyexky −−− −== )(2)()( 2''2

  

Portons yp
’ dans l’équation (E2) : 
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xxxxx exxkxexkxexkexkexk )sin(2)()sin(2)()sin(2))(())()(( ''' ===+− −−−−

)())(sin(2)( xdexxk x

=

 
)(xk  est un produit de deux fonctions, en intégrant  par partie :

 
Posons )cos()()sin()( ' xxuxxu ==

 
xxx exvxdexdxvexv ===  )()()()()( ''

 

Donc ; )()))((sin()())((cos()))((sin()( xiexxdexexxk xxx −=−= 
 

Posons ;  i(x)= )())((cos( xdex x

 , on integer  i(x) . 

Posons :  )sin()()cos()( ' xxuxxu −==           

xxx exvxdexdxvexv ===  )()()()()( ''

 

)())(sin())(cos()( xdexexxi xx

−=

 

xx

xx

xx

xx

exexxdxxk

exexxdxxdxxk

exexexxdxxk

exexexxdxxk

)(cos())(sin()()sin()(

)(cos())(sin()()sin()()sin(2)(

))sin()(cos())((sin()()sin(2)(

))sin()((cos())((sin()()sin(2)(

−==

−=−=

+−==

−−==









 

La solution générale : 

 
)cos()(sin()(

)))(cos()(sin(()(

xxkeyyy

exxekeyyy

x

phS

xxx

phS

−+=+=

−+=+=

−

−−

,  IRk

 

➢ Deuxième méthode : 

La solution homogène (f(x)=0),  

                     Donc :       )( x

h key −=  

La solution particulière de (E2), dépond de la forme du second membre : 

 )sin()cos()cos()sin( ' xbxayxbxay pp −=+=  

Portons '

py dans (E2) ;  
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112)(

0)(

)sin(2)sin()()cos()()sin(2)cos()sin()sin()cos(

=−==−

−==+

=−−+=++−

baab

et

baba

xxabxbaxxbxaxbxa

 

      Alors : )cos()sin()cos()sin( xxyxbxay pp +−=+=

 

La solution générale est :  ))cos()sin(( xxkeyyy x

phs +−+=+= −
 

3. xexyy )1(' +=−

                                                                                         

(E3) 

 

La solution homogène (f(x)=0),  

   

)(
)(

)(

)(
0' xd

y

yd
y

xd

yd
yy ===−

 

                            )( x

h key =  

La solution particulière de (E3), dépond de la forme de second membre : 

 
x

p expy )(=  , alors  le degré de polynôme ici  égale 2 (puisque ex  apparier dans les 

solutions homogène et particulière). 

Donc  
xx

p

x

p ecbxaxebaxyecbxaxy )()2()( 2'2 ++++=++=  

Portons '

py dans (E3) ;  

12)1()2(

)1()()()2( 22

+=++=+

+=++−++++

xbaxexebax

execbxaxecbxaxebax

xx

xxxx

 

2

1
1)2( == aa  et 1=b  

 

          Alors : x

p exxy )
2

1
( 2 +=

 

La solution générale est :  )
2

1
()

2

1
( 22 kxxeexxkeyyy xxx

phs ++=++=+=  

                                                                                         

 

4. )cos(' xexyy x +−=+

                                                                               

(E4) 

La solution homogène (f(x)=0),     

    

)(
)(

)(

)(
0' xd

y

yd
y

xd

yd
yy ===−

 

)( x

p key =
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)(
)(

)(

)(
'0' xd

y

yd
y

xd

yd
yyyy −=−=−==+  

x

h keycxcy −=+−=+ 21ln

  Avec ;    12 ccc −=  et 
cek =  

La solution particulière de :  xyy =+'  

La solution particulière de (E4), dépond de la forme du second membre : 

 )()( ' baxaybaxy pp ++=+=  

 Portons '

py dans (E4) ;  

1

1)(

==

+=++

axax

xbaxa
 

10)( −==+ bba  

 
         Alors : 11 −= xy p  

         La solution particulière de xeyy −=+'

 
 

x

p

x

p aeyeay == ')(  

Portons '

py dans (E4) ;  

2

1
12

)(

−=−=

−=+

aa

eeaae xxx

 

      Alors : x

p ey
2

1
2 −=  

      La solution particulière de )cos(' xyy =+

  

 )cos()sin()sin()cos( ' xbxayxbxay pp +−=+=  

 Portons  '

py dans (E4) ;  

2

1

2

1
121)(

0)cos()cos()()sin()(

)cos()sin()cos()cos()sin(

====+

==−=++−

=+++−

baaab

ababxxabxab

xxbxaxbxa

 

            Alors : )sin(
2

1
)cos(

2

1
3 xxy p +=  

La solution générale est : 
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  )sin(
2

1
)cos(

2

1

2

1
)1(321 xxexkeyyyyy xx

ppphs ++−−+=+++= − ,  IRk  

 

II. Equations différentielles du deuxième ordre 

          Une équation différentielle  du deuxième ordre est de la forme :
 

),,( ''' yyxfy =
 

            Il existe deux classes : - Equations incomplètes  (se ramenant au premier ordre) – 

Equations Linéaires.  

II.1 Equations incomplètes  

Ce sont les équations  ou la fonction n’apparait que par ses dérivées. Elles sont de la forme 

 
),( ''' yxfy =

 
   Pour ramener la fonction au premier ordre, en posant :

 

'yz =
 

   L’on dérive cette dernière, on obtient  ),('''' zxfzyz ==
 

   Nous avons la fonction z, il reste à en calculer les primitives pour obtenir  y. 

Exemple: 

1. Soit l’équation différentielle,  2''' 1 yay +=
 

Posons :
 

2''''' 1 zazyzyz +===
 





=
+

=
+



+=+=

a

xd

z

zd

a

xd

z

zd

zdz
axd

zd
z

a
z

)(

1

)()(

1

)(

)(1
1

)(

)(
1

1

22

22'

 

On en déduit,  Cx
a

zshcx
a

czsh +=+=+
1

)(arg
1

)(arg 21

 

Avec,  )
1

(' Cx
a

shzy +==
 

Séparons les variables,  )()
1

()( xdCx
a

shyd +=
 

Il donne après intégration,  )
1

(()
1

(( Cx
a

chamymCx
a

chay +=−++=
 

2. Intégrer  l’équation  différentielle,  axxyyx =++ '''2 )1(
 

3. Intégrer  l’équation  différentielle,  
2'32' )1( zy =+
 

II.2 Equation ou la fonction n’intervient que par sa dérivée seconde 

Le cas de la forme,  )(" xfy =
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On obtient  y’ en calculant les primitives de f, puis y  en calculant les primitive de  y’ 

Exemple: 

1. Soit l’équation différentielle,  04'' =− xy  

Implique,  cxyxyxy +=== 
2''''' 244  

Implique,  bcxxycxy ++=+= 
32'

3

2
2

 

2.  Intégrer  l’équation différentielle,  xxey =''
 

III. Equation différentielle ou la variable n’apparait pas 

Le cas de la forme,  0),,( "' =yyyf
 

Pour se ramène au premier ordre,  Posons :
 )(

)('

xd

yd
yz ==

 

On considère  y comme la variable et z comme une fonction inconnue de  y 

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)( '
"

yd

zd
z

xd

yd

yd

zd

xd

zd

xd

yd
y ====

 

L’équation différentielle devient,  0)
)(

)(
,,( =

yd

zd
zzyf

 

Exemple: 

1. Intégrer  l’équation différentielle,  2''' 1 yyy +=  

Le cas de la forme,  0),,( "' =yyyf
 

Nous remarquons que  y’ n’intervient que par son carré, 

 Posons :
 )(

)(

2

1

2

1 ""'2'

yd

zd
yzyzyyz ====

 

z
yd

zd
y += 1

)(

)(

2

1

 

Séparons les variables : 
 y

yd

z

zd )(
2

1

)(
=

+  

11)ln()1ln( 22 −==+=+ kyzkyzyz
 

D’autre part on a :
   

1
)(

)( 2'2' −=== ky
xd

yd
zyyz

 

Comme k est strictement positive ;  la solution est : 
k

y
1

=  
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