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1. Equations a variables séparables
On met tous les termes en x dans un membre, tous les termes en y dans I’autre, et I’on

obtient une expression de la forme : f (x)d(x) =g(y)d(y)

Puis on integre les deux membres, pour trouver la solution sous la forme : y = ¢(y)

2. Exemple:

Soit I"équation différentielle :  y'=—— E)

ye’

d(y)

On remplace y'= m , dans (E) puis on sépare les variables

4y I - X 0= yd(y) =—xe d(x)
d(x)  ye”

Il vient en intégrant [ yd(y) = [-xe™"d(x)

Soit
1, .
Iyd(y)zzy +c, Pour le premier terme

Pour le deuxiéme terme
2
[-xe™d() =2

de™) oy

Nous remarquons que, =
d(x)

Intégrale sous la forme jue”d(u) ="

Donc : %J'—er‘xzd(x) = +C,

1 2 l 2 2
Ey2+clze’X +c2:>5y2:e’X +C,—C, =Yy =1(e +¢)

3. Exemple:

Soit I’équation différentielle : y'+2xy =0 (E)

On remplace y'= :(—Q , dans (E) puis on sépare les variables:
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jiy; +2xy=0= diy; ——2Xy:>&yy)=_2Xd(X)

:j&yy)ﬂ—zxd(x)

In| y)+c,=—x2+c,=In| y [=—x*+c=>y=tee™ = y=ke™
4. Exemple

Soit I’équation différentielle : (1+ X)diy; 4y = d(yy) 4(232) (E)

o)
h

=In| y |+¢,

4J d(x)

=4Infl+x |+c,
(1+x)

In| y |+c,=4Inl+x |+c,

In| y [=In(l+x )*+c=y=k@+x)* ,avec k=xe°

1. Deuxiéme type : Equations linéaires:
Une équation linéaire du premier ordre est une équation de la forme :
ay'+by = f(x) (E)
C’est une équation différentielle homogéne du premier ordre avec second membre.
Il y’a trois étape pour résoudre cette équation différentielle.

» Résolution de 1’équation homogéne associée (son second membre) :

b d a
ay+by =0=ay'=-by = y'=— ay dgg ——gy:%:—gd(x)

b
a ——X
In|y |+cl:—6x+c2:>yh =ke @

Avec : k =+e%™@

Recherche d’une solution particuliére (méthode de la variation de la constante):

b

b b
y, =k(x)e @ =y, =k (x)e ? —Ek(x)e a
a

Portons
yp dans I’équation (E) :
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a(k' (x)e @ — g k(x)e @ )+bk(x)e @ )= f(x) =k (x)e @ = f(x) =k (x)= f(x)e?
k(x)= f(x)e* )d(¥)

b b b
Lasolution générale : y, =y, +y, =ke * + (I f(x)e2 )d(x))e ?

> Exercices : Résoudre les équations différentielles suivantes :

> y42y=x? (Ev)
> y+y=2sin(x) (E2)
> y—y=(x+1e” (Es)
> y+y=x—e* +cos(x) (Ea)
1.
y2y=0=y'=-2y= y':—ZyDM:—Zyb M=—2d(X)
d(x) y

In|y|+ ¢, =—2x+¢, =y, =ke ™
Avec; c=c,—c, et k=¢°

Recherche d’une solution particuliére (par la méthode de la variation de la constante):

y, =k(x)e™ = y'p =k (x)e™ — 2k(x)e ™

Nous remplacons y, dans I’équation (E,) :
(k' (x)e ™ —2k(x)e )+ 2(k(x)e ) =x* =k (X)e > =x* =k (X) = x’e*

k(x) = [ (x*¢*)d(x)
k(x) , est un produit de deux fonctions, d’ou en intégrant par partie :

Posons u(x) = x* =u (x) = 2x
V)= = [ v(d() = e¥d(x)=v (x):%e“
. 2 1 2X 1 2x 2 1 2X 2X
Donc ; k(x) = (x )(Ee )—I(ZX)(EG )d (x) =(x )(Ee )—J.(x)(e )d(x)
Posons; i(x):'[(x)(ezx)d(x) dans k(x)
Posons : u(x) =x=>u (x) =1d(x)

V) =e”=[ v)d) =] e”d(x)=v (x)=%e2x
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12x

Ze 1 2X
2

100 = (6 e™) = [ Ce™)d 00 =G e™) - ) e =0 = e (x—-)

1 1
k()= (Z)(X* —x+=
(x) (2)( 2)
o e L, 1
La solution générale : y, =y, +y, = (ke )+(§(x —x+§)), kelR

» Deuxiéme méthode :
La solution homogeéne (f(x)=0), donc :

Yo = (ke ™)

La solution particuliere de (E1), dépond de la forme du second membre (ici le
coefficient de I’exponentiel égale au coefficient de y, alors le degré du polynéme est :
d® Q=d® p+1):

y, =ax’+bx+c=y, =2ax+b
Portons y, dans (E1);

(2a(x) + b) + 2(ax* + b(X) + ¢) = x* = 2ax® + 2(b + a)(X) + 2c + b= x?

:>2(a)=1:>a=% et2(a+b)=0:>b=—a:>b=—% et
b 1
2c+b=0=2c=-b=c=——=c==
2 4
Alors y L 12
) 2 4
. - . o 1,1 1
La solution généraleest: y =y, +y, =ke +EX —EX+Z
2. y+y=2sin(x) (E2)
yry=0=y=—y=W__y 9044
d(x) y

In|y|+ ¢, =—x+¢, =y, =ke™
Avec; c=c,—¢, et k=ge"

Recherche d’une solution particuliére (la variation de la constante):

y, =k(x)e™ = y'p =k (x)e™ — 2k(x)e ™
Portons y, dans I’équation (Ey) :
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(k' (e —k(x)e™) + (k(x)e™) =2sin(x) = k (x)e * =2sin(x) = k (X) = 2sin(x)e*
k(x)=2 j (sin(x)e*)d (x)
k(x) est un produit de deux fonctions, en intégrant par partie :
Posons u(x) =sin(x) = u (x) = cos(x)
v (x) = e :>j v‘(x)d(x)=j e*d(x) =V (X)=e*
Donc ; k(x) = (sin(x))(e”) —I(cos(x)(ex)d (x) =(sin(x))(e™) —i(x)
Posons ; i(x)= I (cos(x)(e*)d(x), on integer i(x) .
Posons : u(x) =cos(x) = u (x) =—sin(x)

v'(x)=eX:>_[ v‘(x)d(x):j e*d(X) =V (X)=e*

i(x) =cos(x)(e”) - J'sin(x)(eX )d(X)

k(x)=2j sin(x)d (x) = (sin(x)(e*) - ((cos(x)e* — j sin(x)e )
=k(x)= 2jsin(x)d(x) = (sin(x)(e”) — (cos(x)e* +I sin(x)e )
=k(x)=2 j sin(x)d (x) - j sin(x)d (x) =sin(x)(e*) - (cos(x)e”*
=k(x)= Isin(x)d (x) =sin(x)(e”) — (cos(x)e”*

La solution générale :
Ys =Yn +Y, =(ke™)+ (e*(sin(x) — cos(x))(e ™)
Ys =Yn +Y, =(ke™) + (sin(x) — cos(x)

., kelR

» Deuxiéme méthode :
La solution homogene (f(x)=0),
Donc : y, =(ke™)
La solution particuliére de (E2), dépond de la forme du second membre :

y, =asin(x) +bcos(x) =y, =acos(x)—bsin(x)

Portons y, dans (E2);
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acos(x) —bsin(x) + asin(x) + bcos(x) = 2sin(x) = (a + b) cos(x) — (b — a) sin(x) = 2sin(x)
=((a+b)=0=a=-b

et

(b-a)=2=a=-1Ab=1

Alors 1y, =asin(x) +bcos(x) =y, =—sin(x) + cos(x)
La solution générale est: y, =y, +Yy, =ke™" + (=sin(x) + cos(x))

3. y-y=(x+1e” (Es)

La solution homogene (f(x)=0),

y y—0:>d(x) y= d(x)

Yy = (ke”)
La solution particuliére de (Es), déepond de la forme de second membre :
y, = p(x)e* , alors le degré de polyndme ici égale 2 (puisque e* apparier dans les
solutions homogene et particuliere).
Donc y, =(ax” +bx+c)e* =y, =(2ax+b)e* + (ax’ +bx +c)e*
Portons y, dans (Es);

(2ax + b)e* + (ax® +bx +c)e* — (ax* + bx + c)e* = (x +1)e*
= (Qax+b)e* =(x+1)e* => 2ax+b=x+1

:(Za)zlza:%etbzl
. l 2 X
Alors : yp:(zx + X)e

La solution générale est: y, =y, +y, =ke* +(%x2 + Xx)e* :ex(%x2 + X +k)

4. y'+y=x—e"+cos(x) (Ea)
La solution homogene (f(x)=0),

Ly 40 o dly)
y—y_0:>d(x)_y:> y =d(x)

y, =(ke")
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y+y=0= y':—y:@:—yzwz—d(x)
d(x)

In[y|+ ¢, =—x+¢, =y, =ke™*

Avec; c=c,—c, et k=¢°
La solution particuliere de : y'+y=x
La solution particuliere de (E4), dépond de la forme du second membre :

y, =(@x+b)=y, =a+(ax+b)
Portons y, dans (Es) ;

a+(ax+b)=x+1
D ax=X=>a=1

=(@a+b)=0=b=-1
Alors: y, =x-1
La solution particuliere de y'+y =—e*
y, =(a)e* =y, =ae"

Portons y, dans (Es);

X

ae* +(a)e” =-e

:Za:—lzaz—%

X

Alors: y, =—§e

La solution particuliére de y'+y = cos(x)

y, =acos(x) +bsin(x) = y'p =—asin(x) + b cos(x)

Portons y, dans (Es);

—asin(x) + b cos(x) + a cos(x) + bsin(x) = cos(x)

= (b—a)sin(x) + (b + a)cos(x) =cos(x) >b-a=0=b=a

=((b+a)=1=> 2a:1:>a:%:>b:%
1 1.

Alors 1y, =—cos(x) + =sin(x)
2 2

La solution générale est :
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Ys=Yn+Ypu+ Yoo + Y =ke™ +(X—1)—%eX +%cos(x)+%sin(x), kelR

I1. Equations différentielles du deuxieme ordre
Une équation différentielle du deuxiéme ordre est de laforme: y* = f(x,y,y)
Il existe deux classes : - Equations incompletes (se ramenant au premier ordre) —
Equations Linéaires.
I1.1 Equations incomplétes
Ce sont les équations ou la fonction n’apparait que par ses dérivées. Elles sont de la forme
y =f(xy)
Pour ramener la fonction au premier ordre, en posant: z =y’
L’on dérive cette derniére, on obtient z =y =z = (X, 2)
Nous avons la fonction z, il reste a en calculer les primitives pour obtenir y.

Exemple:

1. Soit I’équation différentielle, ay =1+ y”
Posons: z=y =z =y = az =1+ 72°

;=1 1+22:>@:1J‘\/1+22d(z)
a d(x) a
d(z) _d() d(z) _d(x)
:\/1+22 a :I\/1+zz '[ a

On en déduit, argsh(z)+c, = 1 X+c, =>argsh(z) = 1 X +C
a a

Avec, y =7 = sh(1 x+C)
a
Séparons les variables, d(y) = sh(E X+ C)d(x)
a

Il donne apreés intégration, y = a(ch(i X+C)+m=y-m= a(ch(i x+C)

2. Intégrer ’équation différentielle, (1+X*)y +xy = ax

3. Intégrer 1’équation différentielle, (1+ ylz)3 =z°
11.2 Equation ou la fonction n’intervient que par sa derivée seconde

Le cas de la forme, y = f(X)
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On obtient y en calculant les primitives de f, puis y en calculant les primitive de y
Exemple:

1. Soit I’équation différentielle, y —4x =0

Implique, y" =4x :>Iy" =I4x =y =2x"+¢
Implique, :>jy' =J'2x2 +c=y =§x3 +cx+b

2. Intégrer 1’équation différenticlle, y = xe*
II1. Equation différentielle ou la variable n’apparait pas

Le cas de la forme, f(y,y,y)=0

N . . d
Pour se raméne au premier ordre, Posons: z=y = ay)

d(x)
On considere y comme la variable et zcomme une fonction inconnue de y

d(y) _d@ _d@ dy) _,d@)
dx) d(x) d(y)d(x) ~d(y)
d(z)
d(y ))‘

y" =
L’équation différentielle devient, f(y,z,z

Exemple:
1. Intégrer 1’équation différentielle, yy =1+y”
Le cas de la forme, f(y,y,y)=0

Nous remarquons que Yy n’intervient que par son carré,

: . -1 1d(z)
Posons ; z =y? =z —=7 -0\
1=y =Yy =Yy 5 =y 24(y)
lyﬂ=l+z
27 d(y)
Séparons les variables : @) = 2M
1+z y

Inl+2)=In(y) =>1+z=ky* =>z=ky* -1

D’autre partona: z=Y :>y—_\/_:>dgy; +ky? -1

) . . 1
Comme k est strictement positive ; lasolutionest: y=+—

Jk
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