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ANNEXE 1
1. Résoudre I’équation différentielle du premier ordre par la méthode de
séparations des variables :

yI= - 2 (E)
ye

d(y)

On remplace y'= a0 dans (E) puis on sépare les variables:

(x)

d(y) _
d(x)

= yd(y)=—xe™"d(x) = [ yd(y) = [-xe " d(x)

d(x)y— %

1
Jyam =2y +c

[-xed(x) =
d(e™)

Nous remarquons que =-2X

d(x)

Donc : %j— 2xe ™ d(x) =™ +c,

%yz +c,=e ™ +c, :%yz =e X 4c,—C, =y =+ +c)
2. y+2xy=0 (E)

On remplace y'= % , dans (E) puis on sépare les variables:
X

dgy; +2xy=0= diy; —2Xy = &yy) =—2xd(x)

:»j%”:j—zxd(x)

In| y)+c,=—x*+c,=In y |=—x*+c=> y=tee™ = y=ke™
> (1+xiW d(y) —dy= d(y) _,d(x)
d(x) y 1+x)
jM:In| y |+c,
y
4I d(x) =4Infl+x |+c,
@+x)

In| y |+c,=4Infl+x |+c,



ANNEXE 1
In| y |=In(l+x )*+c=y=k(@+x)* ,avec k==e°

1. Résoudre I’équation différentielle du premier ordre de la forme:

ay'+by = f(x) (E)

C’est une équation différentielle homogéne du premier ordre avec second membre.
Il y’a trois étape pour résoudre cette équation différentielle.

e Résolution de I’équation homogéne associée (son second membre) :

ay'+by =0=ay'=-by = y':—Eyzwz——Ey:M:—Ed(x)
a d(x) a b

b
a ——X
Iny|+c, == XTG> Y, —ke @
Avec : k =+e%™

Recherche d’une solution particuliére (méthode de la variation de la constante):

_by . i by b by
y,=k(x)e * =>yp=k(x)e * ——k(x)e *
. a

e Nous remplacons y, dans I’équation (E) :

a(k‘(x)e’gx —gk(x)ezx) + b(k(x)e’gx) =f(x)= k'(x)e’gx = f(X) =k (x)=f (x)egx

k()= f(x)e* )d(x)

b b b
La solution globale : ys =y, +y, =ke * +([ f(x)e* )d(x))e *

o Exemples : Résoudre les équations différentielles suivantes :

o y+2y=x? (Ea)
e Yy'+y=2sin(x) (E2)
o y-y=(x+1¢’ (Es)

o y+y=Xx-—e"+cos(X) (Es)
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1.

40y 90 _ 540

y+2y=0=> y'=2y=> y'=-2y = —— —=
d(x)

Iny|+ ¢, =—2x+¢, =y, =ke ™
Avec; c=c,—¢, et k=e°

e Recherche d’une solution particulié¢re (la variation de la constante):

y, =k(x)e™ =y =k (x)e™ — 2k(x)e™*

e Nous remplagons y, dans I’équation (E,) :
(k' (x)e™® —2k(x)e ) +2(k(x)e ) =x*> =k (X)e® =x* =k (X) = x*e*

k(x) = [ (x*¢*)d (%)
k(x) est un produit de deux fonctions, on I’intégre par partie :

Posons u(x) = x> =u (x) = 2x

V() =e"=[ v(d)=[ e”d(x)=v (x):%ez

Donc ; k(x) = (<) &™) - [ O e™)d(0) = () ™) - [ (A (0)

Posons ; i(x):J(x)(ezx)d(x),on integer 1(x) .

Posons u(x) =x=>u (x) =1d(x)

v (x) =e :»j v'(x)d(x):j e?d(x) =V (x):%ez

(9Ce™) - [Ce™)dM =G e™) - () 5 e

00 )-G)

=i(X)== er(X__)
1 1
k(x) =e™(Z)(X* —=x+=
(x) (2)( 2)
1 . —2X 1 2 1
La solution globale : y; =y, +y, = (ke )+(§(x —x+§)), kelR

e Deuxiéeme méthode :

¢ lasolution homogeéne f(x)donne

y, =(ke”™)
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La solution particuliére de (E1), dépond de la forme du second membre (ici le

coefficient de I’exponentiel égale au coefficient de y, alors le degré du polyndéme est :
deg Q=deg p+1):

y, =ax’+bx+c=y, =2ax+b
On remplace y, dans (Ez);
(2a(x) +b) + 2(ax® + b(x) +¢) = x* = 2ax* + 2(b + a)(x) + 2¢c + b= x*

:Z(a):l:a:% et 2(a+b):O:b:—a:>b:—l et

20+bz0:>20:—b:>c:—9:>c:£
2 4
1 1
Alors —=x2_Zyx+=
Yo 2" 4
1 . _2x l 2 1 l
La solution globaleest: y =y, +y, =ke™ +=x _EXJFZ
2.
y'+y = 2sin(x) (E2)
y'+y=0:>y':—y:>—d(y)=_y:>_d(y)=_d(x)
d(x)

In‘y| +C =—X+C, =y, =ke™*
Avec; c=c,—c¢, et k=¢°
e Recherche d’une solution particulié¢re (la variation de la constante):
y, =k(x)e ™ =y'p =k (x)e ™ — 2k(x)e™
e Nous remplagons y, dans I’équation (E2) :
(k' (x)e ™ —k(x)e™) + (k(x)e ™) = 2sin(x) =k (x)e ™ = 2sin(x) =k (x) = 2sin(x)e”
k(x)=2 j (sin(x)e*)d (x)
k(x) est un produit de deux fonctions, on I’intégre par partie :
Posons u(x) =sin(x) = u (x) = cos(x)
v'(.x) =e” :>j v (x)d(x) :j e'd(X)=>Vv (x)=¢e”

Donc ; k(x) = (sin(x))(e*) - [ (cos(x)(e*)d (x) = (sin(x))(e") —i(x)
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Posons ; i(x):J'(cos(x)(ex)d(x) , on integer i(X) .
Posons : u(x) =cos(x) =>u (x) =—sin(x)

Vi=e'=[ v(dx =] e'd=v (9 =¢

i(x) =cos(x)(e”) - _[sin(x)(ex)d (x)

k(x) =2[ sin(x)d (x) = (sin(x)(e") - ((cos(x)e* — | sin(x)e )
=k(x)= 2jsin(x)d(x) = (sin(x)(e”) — (cos(x)e* +I sin(x)e )
= k(x) = 2[sin(x)d (x) - [ sin(x)d (x) = sin(x)(e") - (cos(x)e"
= k(x) = [ sin(x)d (x) =sin(x)(e") - (cos(x)e*

=y, +Vy._ =(ke™)+ (e*(sin(x) — cos(x))(e”*
La solution globale : Yo =¥y +¥p = X) (_( () = costOX ), kelR
Ys =Yn +Y, =(ke™) + (sin(x) — cos(x)
e deuxiéme méthode :

¢ lasolution homogeéne f(x)donne
y, =(ke™)
La solution particuliére de (E2), dépond de la forme de second membre :
y, =asin(x) + bcos(x) = y'p =acos(x) —bsin(x)
On remplace y, dans (E2) ;

acos(x) —bsin(x) + asin(x) + b cos(x) = 2sin(x) = (a + b) cos(x) — (b — a) sin(x) = 2sin(x)

=((@+b)=0=a=-bet(b-a)=2=a=-1et b=1
Alors : y =asin(x) +bcos(x) =y, =—sin(x) + cos(x)
La solution globale est: y, =y, +y, =ke™ + (=sin(x) + cos(x))

3. y-y=(x+1e” (Es)

M—y:M:d(x)

' :O: =
y=y d(x)

¢ lasolution homogene (f(x)=0),
y, =(ke”)

La solution particuliere de (Es), dépond de la forme de second membre :
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y, = p(x)e* ,alors le degré de polyndme ici est égale 2 (puisque e* apparier dans les
solutions homogene et particuliére).
Donc y, =(ax® +bx+c)e* =y, =(2ax+h)e* + (ax* +bx +c)e*
On remplace y, dans (Es);

(2ax + b)e* + (ax? +bx +c)e* — (ax? + bx + c)e* =(x +1)e*
= (Qax+b)e* =(x+1)e* =>2ax+b=x+1

:(Za):l:a:% eth=1
. 1 2 X
Alors : yp:(Ex + X)e

La solution globale est: y, =y, +y, =ke* + (%x2 + x)e” =ex(%x2 +X+Kk)

4. y'+y=x-e*+cos(X) (Es)
e lasolution homogene (f(x)=0), la solution homogéne (f(x)=0),

M:ijzd(x)

y-y=0=

yp =(ke”)

y+y=0= y':—y:M——y:&yy):—d(x)

d(x)
In[y|+ ¢, =—x+¢, =y, =ke™*
Avec; c=c,—c¢, et k=¢°
» Lasolution particuliére de y'+y =X

La solution particuliére de (E4), dépond de la forme de second membre :

y, =(ax+b)=y, =a+(ax+h)

On remplace y, dans (Ea) ;

a+(ax+b)=x+1
> ax=x=>a=1

=(@+b)=0=b=-1
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Alors: y, =x-1

X

La solution particuliere de y'+y=—e

y, =(@e =y, =ae"

On remplace y, dans (Ea) ;

X

ae* +(a)e* =-e

:>2a:—1:>a:—%

X

Alors: y , =—Ee

La solution particuliere de y'+y =cos(x)

y, =acos(x) +bsin(x) =y, =—asin(x) + bcos(x)

On remplace y, dans (Ea) ;

—asin(x) + b cos(x) + acos(x) + bsin(x) = cos(x)
= (b—a)sin(x) + (b + a)cos(x) =cos(x) =>b-a=0=b=a

1

:>(b+a):1:>2a:1:>a=%:>b:E

Alors: y . = 1cos(x) + 1sin(x)
2 2
La solution globale est :

Ys=Yn + Yo+ Yoo + Vo3 =ke™ +(x—1)—%eX +%cos(x)+%sin(x), kelR



