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L. Rappelle :

Calcul de la probabilité thermodynamique W :

Pour décrire complétement I'état d’équilibre il faut calculer la probabilité thermodynamique W
tell que: W = W, [I; W;

W est donne de facon différente dans la théorie classique et la théorie quantique.

a) cas classique : dans le cas classique les particules ne sont pas identique elle sont
discernables c.-a-d. on peut suivre la trajectoire.

W,: nombre de fagons de mettre N; particules dans le domaine (1) que multiplier le nombre
de facons de mettre les N, particules les (N — N;) qui restent dans le domaine et ainsi suite ...

W; : nombre de fagons de mettre N; particules dans les g; cellules du domaine.

état microscopique l'ordre i

SRR :-:-:-:-:-\ SRR R IBannE

\ -:-:-:-:-:\:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-L:

i

On trouve :

N! (N — N,)! (N—N,—N)! N

N;

9i

%«
Ws = ]'[N'Hg Hg‘N' iNi! M

Démonstration de I’équation (1) : on prend N =5 - 1,2,3,4,5

_ N1 N> N3 _
W =Cy CN—NlcN—Nl—NZ =

Soit Ny = 3; (1,2,3),(1,2,4),(1,2,5), (1,3,4),(1,3,5), (1,4,5), (2,3,4), (2,3,5), (2,4,5), (3,4,5) - 10 = C3

Soit Ny = 4; (1,2,3,4),(1,2,3,5), (1,3,4,5),(2,3,4,5),(1,24,5) = C+ = —>— =5

21(5-4)!
74 —N'l | !
S O O
l

Pour W; = gl{vi

Exemple: g; =2;N; =2 - 1let 2.
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12 12 1 2 2 1

> W, =4 =22 CQFD

Donc finalement :

i

N
W=W0||Wl-=N! %
. . [

L L

b) cas quantique : dans la théorie quantique les particules sont indiscernables (identique) c.-a-d. on ne
peut pas les distinguer.

Exemple: N =5 — (mmmmm) il existe deux types de particules.

i)Bosons : sont des particules de spin s entier s = 0,1,2,3 ... ; exemple : photon— s = 1.

, 1
; exemple : électron— s = >

N | =

3
'2

.
N | Ul

ii)Fermions : sont des particules de spin demi entier s =

Les fermions satisfont au principe d’exclusion de Pauli c.a.d. il ya au maximum un seul fermion par
niveau quantique.

b.1) calcul de W pour les Bosons : W = W, [[; W,
N; particule dans le domaine ;/W, = 1 il ya une possibilité pour mettre

_ (N; + g; — ! _ cNitait
N (g - D! Vi

Exemple: N; =2,9;, =3 (m, m)

HE HE HE ] || || ]
| | ]
4! 432

— ¢ — (243-1 _ 4 _ — —

W=6=0( Cz 20217 22 6
Donc:

w=w, HW Nitgizl o o

0 N'(gl— o

b.2) calcul de W pour les Fermions :
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gi! di
/L —
bONI(gi =N

Exemple: N; =2,g;, =3 (m, m) - m ] u u u

3!
213 -1)!

_ gi!
w=| |5 —w @

Remarque : la physique statistique est basé sur la relation de Boltzmann S = kg In W et les conditions
d’équilibre :

Wi=3 3

oON;  kgT

La théorie classique et quantique défini par I'expression de W/ .

Remarque 2 : cas ou le nombre total N n’est pas constante.

Dans certains situation physique le nombre de particules N n’est pas constante.
Exemple : gaz des photons (les photons peut étre absorbé ou émis)— N # C%

Il ya une seul liaison u = }}; N;E; = C*® - du = 0 avec la condition d’équilibre

ow 0 dlnW 41 ou 0

= —_ =
JdN; dN; dN;
Condition d’équilibre s’écrite :

dlnW €

i
dN; kgT
dans le cas ou N n’est pas conservé.

Fonction Thermodynamique : en plus 'entropie S, nous utilisons quelques fonctions
thermodynamiques liée a S :

du =TdS + PdV — énergie interne u = u(S,V)
dH = TdS + VdP — enthalpie H=H(S,P)
dF = —SdT — PdV — énergielibre F = F(T,V)

dG = —SdT + VdP — enthalpielibre ¢ = G(T, P)

G (GF) _ P_(aF)
— \or/, © " \av/;
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II. Statistique de MAXWELL-BOLTZMANN (Théorie Classique)

Dans la théorie classique les particules sont discernables c.a.d. on peut les distinguer.

La théorie est applicable seulement dans le cas de gaz parfait c.a.d. il n’ya d’interaction entre le
particules.

On utilise la condition d’équilibre : (avec W calculer classiquement)

dlnW & —p
oON;,  kgT
avec:
(aan=€i—,u 0
JdN; kgT =
g
|l w =N i
kW N! 1w ... (2)
l
d’ou finalement :
€ —u
N; = N g;exp— ;{BT ..(3)

La relation (3) représenté la loi de distribution classique a I'équilibre ; cependant cette relation peut
étre réduite a une forme plus simple, pour cela on calcule :

E—u B _ & K 1 1
N=ZNi=ZNgiexp— —>1=ekBTz gie kT —ekpl = ——————=— ... (4)
. . kT . = Z

t t L i gie k8T

&

avec:Z =), g;e BT

(3) &(4)
N _ &
Ni = Egl e ksT (5)
L’équation (5) — loi de distribution de MAXWELL-BOLTZMANN, donc I’équation représente la loi de

distribution classique.
_ &
Z = Z gi e *BT fonction de partition
i
Z est une quantité essentielle dans la théorie classique et permet de calculer toutes les fonctions

thermodynamiques.

+# 1
eksT = Z o H= —kgTInZ potentiel chimique

AyoubNAAS Statistique de Maxwell-Boltzmann _



M2 PMC (Physique de la Matiére Condensée) Physique Statistique Il

Exercice d’application : montrer que :

dInN! 0 0 N
aN, =InN ; a—NiZlnNi!=lnNi ; a—NiZlngi =Ing;
L l

On utilise relation Stirling: InN! = NInN — N pour: N > 1

on,
aNngl aNZNlngl—zN:Zlengj:Za—Nilngj:ZSijlngj:lngi CQFD
i J ] J

9 LY
i

Ny dN;  ON;

ZaulnN +1v 5U=Z(Sij1n1vj=1n1vi CQFD

dlnN! dlnN! 0dInN!odN
=InN - =
dN; dN; dN ON;
on aaussi:

dInN!  9(NInN —N)
ON N

—azN—zaN—z =1 d OIN' _ N COFD
TN LT LN, T T LT onc  —gy— =N CQ
i j

]

=1 N+N 1=InN
=1n N— =1n

I1II. Fonctions Thermodynamiques :

1) Calcul de ’Entropie S : on utilise la loi de Boltzmann § = kz In W.

N
= lnN!n%= InN! +Zlng§"i —InN,!
. [ "
l l

Relation de Stirling : Inx! = xInx —x pourx > 1

S N;

k—=N1nN—N+ZNilngl-—Nl-lan-+Nl- =N1nN—ZNilng—l ..(8)
B - - i

2 l

on utilisant la de distribution :

N W N kgT
Nizggie B ...(5)—>—=Ee B

donc:
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ZN-lnﬁzz:N-ln Ee kBT —Z [ln ] In— ZN ZNE
g LTz Z kT Z ksT
14

NnsZ Y9
n—=Nln-—-—
- g kgT
I'équations (9) et (8) :
S NInN — N1 N+ NInZ + ¢
kg 0 N et N T T

Finalement:
u
S = Nkg 1nZ+T ..(10)

On remarque que I'Entropie S s’écrit en fonction de Z .

b) Calcul des autres fonctions thermodynamiques :

Energie Libre F : on a

F=u—-TS=u— T(NkB InZ + ;) = —NkgTInZ ..(11)

al'aide de 'expression : dF = —SdT + udN — PdV

G (aF) _ oF (12)
~ \aT/yy 9T 7

—(aF) = —k,TInZ ..(13)
k=5 = ke nZ ..

p= (ap) =Nt 222
- \av/py o P ey T

L’énergie Interne u :

_ZNS_NZ € o-BEi = Z . N@Z
L l
_ Naan 15
u 3B ...(15)

u peut s’écrire également :

yanzor _ olnzor
op oT  aT op
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T 1 T2
B kppB? ?
 NELT dlnz Naan (16)
W= T T T o
Capacité Calorifique :
9] oud 0%InZ
u_ouob _ 02 an

=57~ apar kP g
Remarques :
- toutes les fonctions thermodynamiques s’écrire en fonction de Z.
- dans la théorie classique (MAXWELL-BOLTZMANN) la premiéere chose a faire c’est le calcul de Z.
- la ¢y est une quantité fondamentale en physique statistique car elle est mesurable expérimentale.

- Z n’est pas une quantité physique c’est une étape intermédiaire pour calculer les fonctions
thermodynamiques.

IV. Systéme a deux niveaux :

Un systéme a 2 niveaux est une systéme seulement deux niveaux d’énergie, I'’étude d'un systéme a 2
niveaux est due : d'une part car mathématique ce points est tres simple a étudier, d’autre part il existe
en physique des systéemes qui possede deux niveau d’énergie seulement.

IV.1 Etude Générale :

a) généralités : soit un systéeme avec deux niveaux d’énergie €; et £, aux nombre de particules N; et
Ny,

2
7= Zgi e Pei=g e P14 g,e P2 (18)
=1

a partir de loi de distribution :

-pe -pe
N, = ﬁg1 e B&1 = Ng, e i ;0 Ny = ﬁ.92 e P& = Ng, e i
Z g, e Fé + g, e Fe Z

g1 e P& + g, e7FEz

soit€, > &, etonpose E=E,—&; >0

-BE;
_ _ - g€ _ 92 _pe, -
7= BE1 4 BEs — pe(1492¢ "\ _ Bes (1 1+ 92 - 81))
g€ 92 € g€ g, e-Per g€ I e
— _ 92
Z=g e Pa(1+ge P8 ..(19) ~g= o
1
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alors:
Ng, e P&
N, = = ...(20
17 g1 e BE(1 + gePE) 1+ ge FE (20)
Ng., e P& Nge~FP¢
N, = ﬁfz =9 .. (21)
gre Be(1+ ge FE) 1+ ge ke
pour: g1 =g, > g =1
N = N v = Ne F¢
CTrew 0 MTrew

T—->0;E>0 — N, =N;N,=0

Na

[UnN

0.5

v

Conclusion :

au base température toutes les particules se trouve dans le niveau d’énergie le plus base

—phénomeéne de condensations.

En réalité en écrit
=== = —
B kgT T kg empeérature Caracteristique

et on considere le cas:

T QtT>>1
_ﬁ —
0 "%%

AyoubNAAS Statistique de Maxwell-Boltzmann _



M2 PMC (Physique de la Matiére Condensée) Physique Statistique Il

b) Fonction Thermodynamique :
Z = g, e P& (1 + geFE)
on suppose :
91=92—~9=1
Z = g,e P (14 e7FF)
Energie Libre :
F = —NkgTInZ = —NkzTIn ge P& (1 + e P€) = —NkzT(In g, — BE; + In[1 + eFE])
F = —NkgTIn g, + N& — NkgT In[1 + e7F¥]

dF = —SdT — PdV — udV

oF BE
— — -BE€
S——aT—NkB{—lng1+ln[1+e B]_eﬁ€+1}

S = Nkglng; + Nkgln|[1 + e P€] — Nk B Nk 2 [1+ e FE]

- e e T RERTE T E B tepe” MBI METE

0 ~ 0 e Of €e BE 1 € e Pt 1[ pEeF¢E
— In[1+e ﬁg]zﬁln[1+e Bs]a_T: ( )

aT T 1+e B\ kT?)  kgT?1+eBE T|1+eFe
gt pe
S = NkglIng; + Nkgln[1 + e F¢] — NkBW
dlnZ ,0°InZ
u= aﬁ ’ Cy = NkBﬁ aﬂz
Z = gre P& (1 4 ePE)
dlnZ N oZ N
= = —-— = — —_ _BEI _BE _le — _.88
u=N 3B 798 gle‘ﬁ€1(1+e‘ﬁs)g1{ €e (1+e )+e (—€e )}

e~ PE €(e7PE+1) +ceFE €, + Ee7FE
=N[&+E——|=N =N|l—————
14 eFh¢ 14 eF¢ 14 e h¢

Telleque: € =&, — &

Calculdecy :

,0°InZ _du _0udp _ 1 ou
92 oT 0BT kyT208
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du Ee FE —EePE(1 4 e7FE) — {—EeFEleFE

ap Ve epee TG 1+ e P2
_ e €ePE o NE —€e FE N €,€e FE—g,Ee7FE NEeBE € -8,
T W ez T2 A r e B2 A+e Pz ° A+eho)y

ou e Pt

— = —-N§&2 ——

28 (1 + e FE)2

_0udp  —NgZe FE ( 1 ) N g% Pt
VIEBAT T (1 +e P2\ kpT2) ~ kpT2 (1 + e-F9)2
2 e_ﬁs
cy = Nkg[BE] (1 eFo)2

T-0 cy >0 S=Nkglng,

T - cy >0 S=Nkzln2g,

In2g,

Ing,f

v
v

Remarque :

La capacité calorifique ¢, possede au maximum et s’annule pour T = 0ouT > 1.

L’entropie S augmente avec T jusqu’a sa valeur maximum.

IV.2 Application : Systemes Paramagnétiques :

Les systemes paramagnétiques sont formée par des ions magnétiques qui n'interagisse pas entre eux.
I'énergie interne du systeme écritparu, u = Ey, +Ep, + -+ Epy

a) Introduction : un ion magnétique possede un dipole magnétique M , quand qu’on applique un

champ magnétique B, lion magnétique acquit une énergie E, = —M.B;

4 -
en théorie classique: M =1I.s5 ,
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en théorie quantique : M= ]/L.Z telle que: y, = q/Zm , L=7x D .
en réalité c’est le spin s qui est responsable sur magnétisme dans la matiere alors :

M, = ¥,.SE, = —M,.B ;

On pose que B suive 'axe 0z > B = B e,

E, = —ys.§.§ = —Y,.B.s, (I'énergie de I'ion magnétique)
_ gL
y=95-
En général, les valeurs propres de s, sont Aimg, telle que: my = —s, ..., +s = 2s + 1 valeurs propres.

dans le cas d’électrons : s = 1/2 ;g = 2 (expérimentalement)

q 1
Ep=—2%mas H m5=iz
g, =+ B 4uB
PT om0 T THE
h
Ug = ZZne =9.2 10_24% Magnéton de Bohr

b) Calcul des quantités thermodynamiques le magnétisme d'ion de spin 1/ 2 constitue un point a deux

niveaux :
les niveaux d’énergie sont: E, = ugB ; E_ = —ugB

la fonction de partition: g; = g, =1

Z = Zgl e_ﬁsi = gl e_ﬁsl + gz e_ﬂsz RN Z = eﬂuB + e_ﬁuB
i

h
telle que : up = ugB et pg =4 /Zme; [ug] = [/T]
7 = ePuB 4 o—Bus

1 Ug
5= 2 - {_UB
telleque: x = uB/kBT = Bug = 'uBB/kBTZ =e*+e ™ =2coshx

F = —NkgTInZ = —NkgT In{e* + e ™*} = —NkgT In 2 cosh x
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b.1) Calculde S et cy :

Nk Tzaan_ dlnZ
wENE T T T g
6an_61nZax olnZ sinh x

0B Ox ﬁ:MBB ax M8 oshx

u = —NugB tanhx

(Eiu) Ju 0x
CV = = J—
N

aT/y ~ 0xaT
ox  ugB _ x du 5 cosh? x —sinh®?x  —NugB
oT  kgT? T 'ox e cosh? x ~ cosh? x
_ NugBx -1 _ ugB X _ ( X )2
v = T cosh2x  PkgTcosh2x 2 \coshx

T—->0 «»x>»->¢,=0
T>»>0 «»x—->0 -¢cy, =0
Ces résultats sont on accord avec la partie IV.1
dF = —SdT — MdB + -+

OF _ 9 NkoInZ) = NkoInZ + Nk T o002
o7 = a7 WkzInZ) = NkgIn 51T

dlnZ 0InZox  ugB
oT  0x 0T  kgT?

S =

tanh x

S = NkgIn[2 coshx] — Nkgx tanh x

T->0 2> x>

In[2coshx] =In[e* + e ™] =Ilne* =x

X _p=X

xtanhx = x——=x
e*+e™*

S = Nkgx — Nkgx =0
T>»>0 «»x-0
In[2 coshx] = In[e* + e *] =In 2
S =Nkgln2

en accord avec la partie IV.1.
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b.2) Etude du moment dipolaire magnétique M :

a partir de :
dF = —SdT — MdB + -

m=_(% OF _ 9 Nk.Tlnz
- (ﬁ) 9B ( pTInZ)

dlnz
0B

M = NkyT

dInZ 0InZox  pg
9B 0x 0B kgT

tanh x

M = NkgT K ——tanhx
kT
M = Nugtanh x

Pour des champs faibles f < 1 ou bien 'uBB/kBT K1 -»x«k1

x? x?
sinhx e*—e™ (1+x+2—> (1_x+f) 2x 1B
tanhx = v S 2 e XTI o
coshx emre 1+x+5r +(1—x+— 2(1+ ) B
2! 21 2
B NuiB
M=N BZZT_ kl:;" loi de pierre curie (A)
Remarque :

L’équation (A) estI'’équation d’état d’'un systeme paramagnétique qui relie les quantités (M, B, T).
Dans le cas d’un gaz parfait : 'équation d’état relie les quantités (P, V,T).

V. Etude d’'un gaz parfait :

soit un gaz parfait relativiste composé de N particules continues dans un volume V.

V.1 Calcul de la fonction de partition: Z = ¥, g;e F&i

a) 1¢er Méthode (Traitement Quantique) : On considere une particule dans un boite de coté a, b, c;

2
p b
Hy=Ep  H=2—4v ; p=pi+p}+p? | o

V=V(kxyz)=VkX)+V(y)+V(2)
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_ (0 x€[0,a] _ (0 ye€[0,b] _ _ (0 ze€[0,c]
Ve = {oo xeloag °  O= {oo yelo,p] & VA= {oo ze[0,c]
telleque: E = E, +E, + E, HY(x,y,z) = EY(x,y,z)

Y(x,y,2) = P Py ()Y, (2)
( 2 N, T
fE 22 Y, (x) = \/;sm%
HOOW () = By () " 2ma? ™
_ h2m? 2 n,m
H(y)lpy(y) = Enyl/)y(y) — < Eny = py— n32] ; l/)y(y) f in%
H@Y,(2) = En,,(2) o2
E,, = n2

Ine = Gn, = Gn, = 1

z Inynyn, €XP ﬁ(Enx +Eny + Ey ) —Zgn e PEnx XE.gn ~PEny ng e FEnz
Ny Nynz

telleque: Z, = %, e Ffnx ; Z, = Znye_ﬁE”Y ; Z,=Yn, e Pz =777,

h2m?
Enx = W’ni = Son,zc et ﬁSO =Qa

N —anz . . N .
D'ou: Z, = X, e "™ — impossible a calculer analytiquement.

h2m?
™ 2ma?

R

soit m= 1072%g et a=1m - §, = 10722eV ~ 1078

Les niveaux d’énergie sont tres sérés (tres proche), donc:
2mrma?kgT
Z e—anx — —ax dx = —
0 ) ,880 hem
Ny

; h=

h=—,
=5 o

1 [8ma? kB

Ze=5 m

de méme:
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b c
Zy, = H,/ankBT ; Z, = E,/ankBT

Alors :
abc 3V 3
Z=277,7,= W (2mmkgT)2 = s (2mmkgT)?

b) 2eme Méthode : Calcul dans 'espace des phases

soit:

dans I'espace des phases :

telle que :
e P _pitpyitr
2m 2m
_ f drdpe pe
h3

Attention:d7 =d3r ; dp=d3p

drdp _Bﬁ 1 R _ﬁﬁ I 4 —Bﬁ LV _BP%+p§;+p§
Z = 3 e 2m=ﬁfdrfe Zmdpzﬁfe Zmdpzﬁfe 2m dpxdpydpz

3
3

VIt _Bp_% V |/2mrm
ZTLOQ smdpx =ﬁ(T)

Le méme chose on trouve si on utilise les coordonnés sphériques.

N =

Vv 3
= F (ankBT)z

Conclusion :

L’espace des phases est donc une méthode puissance pour le calcul de la fonction de partition Z.

IV.2 Calcul des fonctions thermodynamiques :

%4 3
Z = ﬁ (Zn'kaT)Z
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v 3 Vo3
F = =NkyTInZ = =Nk In (2mmksT)2 = ~NksT (1nF +3In ankBT) (D

,0InZ ,31 3
u=NkBT WszBT ETZENkBT (II)

A partir de dF = —SdT — PdV ...
- PV = NkgT ...(I1I) ...loi des gaz parfait

an L2 PV 2 tre f des lois d fait
—_— D == = — -
(UI) PV 2 3 u une autre rorme des 101S des gaz par al

VI. Théoreme d’équipartitions de L'énergie :

Théoréme : tous les termes de I’Hamiltonien du type ax? ou bien ap? donnent le méme contribution a

2;

I'énergie interne u = c.a.d. le résultat ne dépend pas de parameétre a.

3
drdp % V (mkgT\2
Z = Zgie_ﬁsi = pe_ﬁapZ = ﬁj- e_Bapzdﬁ = ( B )
- a
l

h3 h3

dlnZ 31 3
= NkgT?>— = NkgT CQFD

= Nk,T?
u=NkgT" =57 2T

VII. Etude de l'oscillateur harmonique :

VII.1 Etude générale : un oscillateur harmonique est un corps soumis a une force de rappel F = —k¥ce
que donne une énergie potentielle :

1 2
Ep =Ekx

Epz—fﬁdxszdxszxdx
E, = —fﬁd? = —f(Eu_T’+FQTQ)(drTr+rd9u_9)

.F est une force central dépend que de r

Mm mM
b= [Far= [ GH ar = T
r r

En Mécanique quantique I'énergie de 'oscillateur harmonique s’écrite :

1
{En = hw (n + E) a 1 dimension
gn=1; n=0123..
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La fonction de partition pour un Oscillateur Harmonique a une dimension :

(0] [ee]

h A ®
Z = Zgne—ﬁsn = z e—ﬁflw(n"'%) — e—ﬁTwz e~ Bhon — e—ﬁT(‘)E(e_Bhw)n
" n=0

n=0 n=0

On utilise :

=
1—x

n=0
7 - _ﬁhTw 1 . 9= hw
- ¢ 1—e pho kg
_9
e 2T
Z = X
l1—eT
L’énergie u s’écrite :
o -8
,01In 5 0 hw , | T2€ T
u = NkgT a7 = kgT {———ln(l—e T>}=—+NkBT 5
1—eT
Nhw N Nhw
u =
0
2 eT —1
La capacité calorifique ¢y est :
[ 6 8 ]
ou Tz el T

¢y = — = Nhw|—1 —T—\‘]Izka hoy® el
R

6
?<<1_>T>>0_)CV:N]CB

0
?>>1—>T<<9—>CV=O
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Cv a

Remarque :

A trois dimensions

3
E=hw<nx+ny+nz+§)

En, = En, = Ey,

Isotrope : { _ _
p Wn, = Wy, = Wy

= En, + Ey, + Ey,

Z

o

7 = Z exp —B(Ep, + Eny +Ep,) = Z exp—PE, | = Z3

Ny, Ny, Ny Nyk=0
_ghe 1\ 3
e 2
z= 1 — e Phw
1 1
u =3Nhw §+ 7
eT —1
2 o7
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3Nkj

0 " T

VII.2 Modele d’Einstein du Solide : Einstein suppose que les vibrations sont représente par 3N
oscillation harmonique ; a une dimensions I'énergie d'un oscillateur harmonique :

E—h(+1)
=nwin >

On utilisant les résultats de VII.1, la capacité calorifique ¢, s’écrit :

Zex

Cy = 3Nk3m avec x =

hw

kT

~N|

PourT > 6 — ¢y = 3Nkp
La capacité molaire est (¢y),, = 3Nky telleque: N = 6.023 1023 mol™? ; ky = 1.3810723J /K
(c)m = 25]. K tmol™! ... (%)

Le résultat (*) est en accord avec I'expérience de Dulong-Petit réalisé a température ambiante

Na K Fe Ag

molaire(cy) 26 25.8 24.8 24.2

Pour T «< 6 - les résultats ne sont pas bon quand ou les composes a I'expérience — il faut utiliser la
théorie quantique.
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Statistique de Bose-Einstein

I. Introduction :

La statistique de Bose-Einstein est une partie de la statistique quantique, en statistique quantique les
particules sont indiscernables, les particules décompose en deux parties :

Bosons : particules de spin entier s = 0,1,2 ...
Fermions : particules de spin demi-entier s = 1/2 , 3/2
La théorie de Bose-Einstein est applique dans le cas de Bosons ; exemple : photons, phonons...

I1. Loi de distribution de Bose-Einstein :

Pour trouvée la loi de distribution on utilise la conditions d’équilibre :

dlnW & —p (N; + g; — D!
N, - ..(1) avec W = 1_[ N. (g — D! ..(2)

InW = Zln(Ni + g, — D! =InN;! —In(g; — 1!

dlnw d
LALLGNUR W

dN; dN;
l
on utilise
0
a—XiZlnxi! = Inx;
L
donc:
olnW N;+g;—1 N; + g;
aN, =In(N; + g; — 1) —InN; = In— Nil = In lNl -
apres (1)
Nl+gl 81 U Ni+gl—ex Sl_ﬂ
N; kT N PosT

Yi

Ni - eBE-1w — 1

(3): loi de distribution de Bose Einstein.
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Remarque :

i) le nombre totale de particules est :

Ji
N= ZN Zeﬁ(sz W — 1° (4)

on remarque que le potentiel chimique u ne peut pas étre éliminé de I'équation (4) comme dans le cas
de MAXWELL-BOLTZMANN.

ii) la notion de fonction de partition n’est pas dans la théorie classique et la # entre la théorie de
MAXWELL-BOLTZMANN et la théorie de BOSE-EINSTEIN est due a la notion de discernabilité des
particules dans la théorie quantique.

I1II. Fonctions Thermodynamiques :
Pour le calcul des fonctions thermodynamiques on utilise le grand potentiel (1 telle que :
Q=u—-TS—uN ..

dQ = —SdT — Ndu — PdV

donc
g 9 e a0
or ' ou ’ av
[11.1 Entropie S :
S=kglnW

a partir de (2) etI’équation (7) s’écrite :

InW = Zln(Ni +g;— D! =InN;! —In(g; — 1)!

Apres la relation de STIRLING :

Inx!=xlnx —x
et 'approximation :
Ni+gi—1=Ni+g;; (g —1=g)

InWw ZENL']U(NL' +9:) +giIn(N; + g;) = N; — g; — N;InN; + N; — g;Ing; + g;

= z N;In(N; + g;) + g;In(N; + g;) = N;InN; — g;In g;
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+
an=ZNiln gl+z Ji
i

a partir de (3) :

_ 9i
Ni = eBE~W _ 1
N; + g +
[ = =erew { in % = e - )
i N i
{N-+gl_ 1 N-+gl

—— — »=BE-W
gi 1 — e BE-W U In[1 — ePtE]

InW = ZNﬁ(a 1) —Zglln [1 - e~Pew] —EENS —,ByZN —Zg In[1 — e=AE-)]

= Bu — fuN — Z giIn[1— e FE=1)]
i

1 —____z In[1 — e BE~w
nWw T kT giln[l—e |
et S s’écrite :
S=kBan
u N
S=——'u——k32g11n[1—e B(Ei~- u)]

I11.2 Autre Fonctions Thermodynamiques :
Le grand potentiel () :
Q=u—-TS—Nu

a partir de (8) :
N
O=y— T(E_“__szglln[l_eﬂ(sl u)]> N

Q=kT ) giln[1— e PEM] .(9)
i

a partir de fonction de partition Z :

Z = Zgl.e_ﬁsi
i
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dQ = —SdT — Ndy — PdV ...
00 1Y)

ou -’ P__W

IV. Etude Rayonnement Thermique :

IV.1 Introduction :

- Rayonnement thermique est un gaz de photons.

- Les photons sont des particules de massem = 0 etde spins = 1.

- [Is n’interrogent pas entre eux et le nombre totale N n’est pas constante ;

dlnw Sl' 9i
-u=0 - =— : NN=————
ON;,  kgT 1 ePEi—1

et:
Q= kBTZ giln[1—e~P&] .. (10)
i

la somme dans I’équation (10) ne peut pas étre calculer directement ; on utilise alors I'espace des

didp
Zgi_)jgnT
i

phases

alors :
k T - 7
Q= %f gnIn[1 — e P€]| drdp

pour un photon: € = pc

kgTV kgTV
Q= gn);l—gfln[l - e‘ﬁpc] dp = g, 1;13 fpzdp ln[l — e‘ﬁpc] ff sin @ dfdg

co

vV
Q= 4ﬂkBTgan p?In[1 —e FP¢|dp ..(11)
0

pour les photons : le photon possede s = 1 mais g,, = 2 seulement deux états de polarisations donc :

o)

vV
Q = 8mkyT p?In[1 — e PP dp

h3 J,
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on pose :
pc 24 (kBT)Z 24
= —_— = - - —
Bpc T x —= pdp p x“dx
Q = 8n(kgT)* h3c3,f0 x?In[1— e PPl dx ...(12)

L’intégrale [ 000 x%In[1 — e”PP¢| dx peut étre calculée a I'aide de méthode numérique :

4

e T

21n[1 = e PPl dx = — —

fo [l - e P dx = — T

finalement :
8m° 14
— 4
Q= 15 (kT) h3c3
a 81‘[5 kg _
Q= _EVT4 .. (13) telle que: a = T 7.57 107 (USI)

a partir de :

dQ = —=SdT — PdV + ---

donc:
. 69_4 /T3
~Tor 3¢
__ 90 _a_,
av 3
a 4
u=Q+TS=—§VT“‘+§aVT“=aVT4
_6u_4 VT3
CV_aT_ a
Remarque :
P aT4 P PV
= — —_—= — = =
3 u % U

V. Rayonnement thermique et loi de PLANCK:

V.1 Etablissent de la loi de PLANCK : elle correspond a une étude détaillé du rayonnement thermique,
la distribution N; de BOSE-EINSTEIN s’écrite dans le cas de photons:

Y
N CePEi—1
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dans I'espace des phases :

didp
gi_>2 h3

alors:
drdp

d6Nf,ﬁ =2
d6Nf-‘ﬁ: c’est le nombre de photon dont la position est comprise entre 7 et # + d7 et I'impulsion entre

petp+dp

R .. L2V dp

B = ﬁ—(eﬁs — 1) r= ﬁ—(eﬁs — 1) (15)

d3N,3 c’est le nombre des photons contenues dans le volume V et dans I'impulsion comprise entre p et

p+dp
BN = 2V p*dpsin§dode 2V p*dp [[ sin6 dody
P h3 (ePE—-1)  h3 (efE—1)
8nV p2dp
d3N; = ..(16
p h3 (eﬁ’s - 1) ( )

est dont le module de I'impulsion entre p et p + dp , dans la théorie quantique :

hv
€=pc=hv—>p=7

Larelation (16) devient alors :

dN,: nombre des photons contenues dans le volume et de fréquence comprise entre v et v + dv

_ 8nV v2dv

dN, = — =D . (17)

L’énergie interne élémentaire correspondante au nombre dN,, est :

du, = hvdN,,
e = 8rhV  vidu 18
u, = & (P D) ..(18)

La densité spectrale volumique est :

1du, 8mh v3 _
= ...(19) loi de Planck

“Vidu 3 (ePhv —1)
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Remarque :1a loi de Planck a été introduite pour la 1er fois en 1900.

V.2 Etude détaillée de la loi de Planck : 1a loi de Planck a été traduit en 1900 a cause de certain
problémes expérimentaux, la théorie classique a était représenté par la loi de Rayleigh-Jeans par la
relation :

8n )
’uq, = ?kBTV

par cadre I'expérience montrés vers 1900 que la courbe de ., = f(v)

1 Théorique

«—

I
]
I
I
I

Expérience

—

S

Vmax

Quand v > v,,,4, : la théorie n’est pas en accord avec I'’expérience ; ce la fait appelé a la catastrophe
l'ultraviolet.

Uy

Planck a proposé une solution : :kRay’e'gh Jeans
I
8rh v3 }
Uy =73 kgT (ePv — 1) i /Planck
A travers sa relation, Planck a introduit la notion de i
! =~
Vmax v

quantification de I'énergie.
Pourv«K1- fhy K1

v3 _ v3 _vd VP kgTv?
(ePv—1) " Bw+1—-1 Bhv Bh  h

8w
Uy = C_3 (kBT)ZVZ
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c.a.d. pour les bases fréquences, la loi de Planck donne la loi classique de Rayleigh-Jeans.

VI. Modéle de Debye du solide :

Le modele de Debye a été introduit en 1912 pour amélioré le modeéle d’Einstein ; les vibrations dans
les solides pour debye sont dues a la propagation des particules appelées PHONONS, les phonons
possede une masse m = 0 et un spin s = 1, les phonons se propage seulement dans un milieu matériel
et possede g,, = 3 ; trois états de polarisation.

V1.1 Définition de modéle de Debye :
les vibrations dans les solide sont représenté par des phonons d’énergie E = hv = hw
le nombre N de phonons n’est pas conservé donc u = 0

Y
( Ni=——

ig - kBngi In[1— e~B&] ....(20)

Dans l'espace des phases :

e d7dp
Q= kBngnln[l — e PE] 3
gn =3
4tk T
Q=3. h3B przdpln[l — e PE]
Remarque 1 :
B = hk
p = hk - p? = h?k? - p?dp = h3k?dk
donc:
12nkgT 5
= — —,Bfl(;.)
Q K ka dkln[1—e |..21)

Remarque 2 :les phonons sont limité a se déplacer a I'intérieur du solides donc leur fréquence est
limité a v < vp,q, et donc k < kyp,,, alors Q donnée par :

_ 12mkpT
~ (2m)3

kmax
VJ k2dk In[1 — e=Fho]
0

Pour trouver k,,,, on utilise la condition :
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3N: nombre total d’état dans la premiére zone de Brillouin.

p?dp =N

vV
drf 2dpfsm9d9d<p = 3N - 47Th3

h\>4m  (%max 2V k2
s 2 _ _eV max _
<27‘[) he Vf kdke =N =5 523

1
N\3
Ky = (6n2 —) .(22)
%4
Sachant que: w = ¢k = Wpgy = Ckmax

1
N\3
Wimax = Wp = C <6n2 V) ...(23) Fréquence de DEBYE
Remarque 3 : on pose :
N

n =; = comme pour chaque matériau

Finalement posant :

fhow =x « k=

Larelation (21) devient:

3

ksT xp
Q =9NkgT ( ) Vf x%dxIn[1 — e ] ...(24)
hwp B

hwp
kgT

xD:

V1.2 Calcul de ¢y :

s Y YA
cV— ;ou T

du_ duop 1 9:Ei(—EePE)
VEOT T BT T keT2Lu (eFEi—1)2
L

1 giE2eFti 1

— : — 2
V= kpT? Lu (P& —1)2 ° kpT? Koh
L
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9:(BE)?ePEi

¢y = kg -
BE — 112
SNCEESY

dans I'espace des états :

L drdp (B€)2ePE  4mVky [ , (Bhw)?ef®
Cv = Bf h3 (ePE—1)2 ~ h3 f p (eBhw — 1)2

p = hk — p?dp = h3k2dk

12nVk hw)?efre
¢y = g] kdeM
@m)? (ePho =12

)
k= = et on pose: x = fhw

12nVkg (kgT\> x2e* 12nVkg (kgT\> (*0 x*e*
& = Bans (5) fodx( 02~ 30 )3( ") -1z ™
c>(2m eX — c>(2m o (e¥—
_ hwp
XD = 9T
1
N\3
wp =¢C (67‘[2 —)

PourT>1-x«1

o (e¥x—1)2 3
INkg x3
= — = 3Nk
Cy x13) 3 B
PourT K1 -x>» - xp <
_ 9INkg

Xp
cy 3 f x*e*dx = aT3
Xp Jo
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3NkB """"""""""""""""""""""

Einstein — | e \D
ebye

v

Conclusion : a haute température le modele de Debye donne le méme résultat que le modele classique
d’Einstein ; aux basse température le modele d’Einstein n’est pas valable alors le modele de Debye et
on bon accord avec I'expérience.

VII. Etude générale d’'un gaz parfait de Bosons :

Le grande potentiel d’'un gaz parfait de Boson est :

_ 9i
- eﬁ(si_li) -1

Q= kBTZ giln[1 — eBE-N] _ (25)
i

N;

Sachantque N; >0 - efEW —1>0-5efE MW >1 586, -p)=>0-€,>p
Généralement, si on prend €; comme origine de I'énergie - —o0o < u <0

Calcul de ) dans I'espace des phases :

ey ATAD
Q=kBngnln[1—e pE-w] e
2
e P
2m
ksT (. p(22-)] . ksT a2 .
Qzﬁfdrfgnlnll—e (Zm “)ldpzﬁVgnflnll—e <2m M) dp

kgT _p(2E- 4mkgT * _p(RE-
=%Vgnjpzln[1_e ﬁ<2m “)ldpjjsinededga:nh—:VgnJO pzlnll—e ﬁ(Zm ”)ldp

On pose:

XZﬁﬁ; a=pu
1 dx
p2=2kaTx—>p=,/2kaTx=dp=E kaBTT
x
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3
p2dp = (mkyT)2V2xdx

donc:
2rkgT
Q= hB Vgn(kaBT)Zf VxIn[l — e%*] dx
(1 peut s’écrire :
2kgT 3 (7
Q= /4 2nka2f VxIn[l — e**] dx
h3\/ﬁ gn( B ) 0 [ ]

Qu’on peut mettre finalement sous la forme :

3V
QO =—-ZkgT f(a) ..(27) avec Z = gn(ankBT)fﬁ...(ZS)

2 (% Cx
fla) = —\/—%.I; VxIn[1l —e**]dx ....(29)

Remarque :pour calculer la fonction f () il faut connaitre le potentiel chimique p .
Calcul d’autre fonctions thermodynamiques :
A partir de :

dQ = —SdT — PdV — Ndu ...

GIY) 5 ,
S:_a_T:kBZ Ef(a)—af(a)
_o_ oz 0
P=—gy=hklyfl@=—y
19)
N =2 = 2@

3
u=Q+TS+Nu=-PV

Démonstration :
oQ a(kBTZ) of (a)
37 = ——f(a) + kgTZ a7
0(kgTZ) 6 3 3 5
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of (a) B of (a) 0
oT ~ da T an()

_u aa_ u
“ kT 0T kT2
af(a) u (a) _ 1 u ’ _ a .,
=l = o) f@ =5 F @
0(kgTZ 5
:%f( )+ kzTZ ];(T) 2,chZf(a) kgZa f'(a)

S=kgZ (;f(a) - af’(a)) CQFD

00
P=-= aV(ZkBTf(a)) ksT f(a)

3 3 3
0Z  gn(2mmkgT)20V _ g,(2mmkgT)2 1 gn(ankBT)fV _Z
v h3 v h3 v h3 v
CQFD
o0 of (a) df (a) 0
N=——=kyTZ = kyTZ —
ou B ou B2 9a ou
U da 1

kgl Ou kgT

N=Zf'(a) CQFD

u=Q+TS+Nu= —ZkBTf(a)+kBTZ<;f(a) —af’(a)>+qu’(a)

=—Z kgT f(a) +;kBTZf(a) —akgTZ f'(a) + akgTZf'(a) = —Z kgT f(a) + ;kBTZf(a')

3 3
u=-kgTZf(a) =PV CQFD

2

PV = gu — 1'équation de gaz de Boson non relativiste

VIII. Calcul approximatif de fonction thermodynamique :

a cause de l'existence du potentiel chimique p , le quantité thermodynamique ne sont pas toujours
simple a calculer.
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VIIL.1 Autre Forme de la fonction f(a) :
f(a) = —ifoox/fln[l — e *ldx
v Jo

en intégrante par partie :

le

dU =xdx » U=

UJle

dx e ™* dx
V=In[l-e ]—>dv=mdx=m

2 (* —x
f(a) = _ﬁj;, Vx1In[1l —e**]dx

e}

3
(@ =—— [2 2In[1 “"‘]r i
fla) = N 3x n e o T3, o

fla) =

x<ax
3x/%fo . (30)

Généralement, c’est la forme (30) de f (@) qui est utiliser dans calcule.

VIIIL.2 Calcul approximatif de quelques quantités :

na

fa) = 3\/_j exxzadx =§:e—§....(31)

n=1 N2
ena 2a 3a
f(“)=z——e +—_+ §+--~ ..(32)
n=1 N2 22 32
eZ(x eSa
flla)=e*+—5+—5+- ..(33)
22 32
a partir de la relation :
, N , N Nh3
N=Zf(a)—>E=f(a)...(34)<—>—= —=v7 ..(35)
InumkgT)2V

N eZa e3a
fl@)=e*+—+—+=fs(a)
22 32 2
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) u eZa e3a
flla)=e*+—5+—F5+ = f3(a)
22 32 2

alaidede N = Zf'(a)

N Nh3
flla)=—= — =y — y:C*connue

9nRmumkgT)2V

on veut calculer « on utilise (33) et (35) alors::
eZa e3a
flla)=e*+—5+—5+=y..(36)
27 32

ou bien:

a2 ay3
f’(a)=e“+(eg) +(e3) +e=y
22 32

L’équation (36) se résoudre par les méthodes numériques, on va résoudre I'équation (36) par la
méthode des approximations successives, on écrite '’équation (36) sous la forme :

3 3
22 32
alordreO:
e*=e* =y ->a’=Iny
alordre1:
0x2 03
L (ea) (ea) yz 3
et =y -3 -3t =y -3- 5t
22 32 22 32
2 3
Y )4
a1=ln[y——3——3+
22 32
alordre 2:
112 13
e? e?
eazzy—( 3) _( 3) +
22 32
si: @™l = q™ > on s’arréte.

si: a1 # q™ > onpassean+ 1.

VIIL.3 Cas des liantes températures y «< 1:
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alordre 1: (poury < 1)

Remarque :
v 14 14
T=0-a'=h|ly—= =1ny<1——3>=lny+ln<1——3>
22 22 22
On utilise :
! —i =1+ +x2+
1-x L =73
n=0
In(1 - x) = fdx O SO ol «1) =
n(l—x)= - X773 = —x —— (pourx = —x
Y. V
22 22
alors::
a1=1ny—l3—>051=kL=lny—L3
22 5T 22

U= kBT<lny—l3>
22

f(a) et f'(a) poury « 1:Calcul de

. e y: 1 N (1 1
fla) =e +—5=]/——3+—5(]/ +0+0)=y+y —<=— 3
22 22 22 22 22
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Statistique de Fermi-Dirac

Introduction :

La statistique de Fermi-Dirac est applique dans le cas d’un particule de spin demi entier s =

1/2 ) 3/2 , 5/2 .. et les particules sont indiscernables.

I. Loi de distribution de Fermi-Dirac:

La loi de distribution est obtenue en utilisant la condition d’équilibre :

aan_ ¢ 1
o =PE—0

avec:

_ gi!
v=| lirg o ~@

gi!
= o =S g S e Y o

i

olnW 0
an, = aN, Zlngi! —ZlnNi! - Zln(gi —N;)!
L l l
on utilise :
0
a—XiZlnxi! = Inx;
l
0 0
aNiZ:ln N;! =InN; ; aNiZln(gi — N)!'= —In(g; — N;)
L L
donc:
dlnW gi — N;
aN, = —InN; +In(g; = N;) =In lNi '
alors:
— N — N
N; N;
finalement :
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_ Yi . L s
N; = FE W] (3) Loi de distribution de Fermi Dirac
Remarque :
N = gi + Fermi Dirac
l eﬁ(si_#) * 11 Bose Einstein
N; = __9i >0 Vu ; pourles Fermions u € |—oo, +oo|
LoeBE-W 4+ 1 ’ ’
II. Fonctions de Fermi :
_ gi N; 1
N=—r—F—>—=—-——
eBPE-1 4+ 1 Ji eBE-1W) + 1
ou bien dans le cas continue :
n(€) = .. (4) Fonction de Fermi

ePEi—1) +1°

a) cas du zéro absolue T = 0 :
n(€) 4

L

'u—>—00—>n(€)=1

SiIE<Kuy—€—-—u<0-

kgT

siE>u— _'u—>+00—>n(€)=0
kgT >
p T

b) cas généraleT + 0 :

n(€)a

1
1/2 -
T

Remarque :

_ N (1& <y _(9i 2 &€ <U
T_O_’"(S)___’{O €i>.u0_>Ni_{0 = € > 1o

i

Ei<pup—-n®=1
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c.a.d. le nombre d’état quantique est égale au nombre des particules, donc toutes les états quantiques
sont occupée implique au zéro absolue T = 0 les systeémes est dans I'état d’énergie le plus bas.

n(€) =f(&) = eBE—W 11

III. Fonction Thermodynamique :

gi!
S=kylnW =k lnl_[—
’ LN (g = N

InW = Zlngi! —ZlnNi! —ZIn(gi — Np)!
i i i

on utilisant approximation de STIRLING :

Inx! =xlnx — x

InW = Zgi Ing; —g: - (Z NiInN; - Ni) - (Z(Qi —N)In(g; =N — (gi — Ni)>

InW = Z(Qi Ing; — g — N;InN; + N; — (g; — N;) In(g; — N;) + g; — N;)
7

gi (gi — Ny
= Z(Qi Ing; — N;InN; — (g; — N)) In(g; — N;)) = z giln———+ N;In-——=
: . gi — N; N;

L
2

gi — N; 9i—N;
an=ZN-ln —Z In

i

sachant que :

_ 9i
Ni = eBE-1 41
ona:
9 =N _9i | _ pei-w
N; N;
gi - Ni _ 1 Ni _ 1 1 _ 1
gi - E - eBE-1) 11  e-BE~-1 41
donc:

1
= ) BE—w) _ 1N—
InW E N;lne E Ji lne—ﬁ(ﬁi—u) 1
l l
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= Z NB(E — ) + Z giIn[e PE=W + 1] = BZ N;E; — B,uz N; + Zgi In[e=PE=W 4 1]
B i i i i

u
lW———— z 1 BE-m 41
n T T + > gilnfe” +1]
S=kglnW
u N
5=7—“—+k32g In[e=PE= + 1] ...(5)
ona:
N=u—-TS—Nu
0= —kBTZgi In[e=PE=0 + 1] ...(6)
Remarque :

Bose Einstein

n= ikBTZ giIn[e PE=m F 1]
i

Fermi Dirac

d0 = —SdT — PdV — Ndu

. (d!)) b (d!)) LN = (d.())
aT wv ’ av wT ’ d‘Ll TV

Exercice : a partir de:

n= —kBTZgi In[e=PE=W 4 1]
Montrez que :

N=ZNL
i

an dln[e PE~H +1
N = (kBTZg ln[e BE-w 4 1]) = kBTZgl ]

Tdu du

Be~FE—w e BE—1)
—"BTZ% BEH + 1 Zgle B + 1 Zm Z’V Nocerp
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IV. Etude d’un gaz parfait de Fermions :

IV.1 Etude Générale :

n= —kBTZ g:In[1 + e PEH)]

Dans I'espace des phases :

drdp
Z!]i - gn?

i

kgT e . p
Q=—%jgnln[1+e FE=W]drdp  ; €=~
k p k p
Q=- £3fdrfgnlnll+eﬁ(2m “)ldﬁz 5 Vgnflnll+e 2m #)ldﬁ
kT _p(E- _ 4tk T * _p(E-
= —%Vgnfpzlnl1+e (Zm “)ldpffsmededgo = —h—ngnjO pzlnl1+e (Zm l‘) dp
On pose
2
X=Pom i == T
1 dx
p? = 2mkgTx > p = \/2mkgTx = dp = 5 kaBTT
x
3
p2dp = (mkgT)2V2xdx
donc:
2rtkgT @
= — hB Vgn(kaBT)ZI VxIn[1 + e**]dx
0

(1 peut s’écrire :

k T
Q= e Vgn(ankBT)Z—J Vx1In[1+ e**]dx

Qu’on peut mettre finalement sous la forme :

Q=—-Z(T,V) kgT g(a) ..(7) avec Z(T,V) = g,2mamkgT ..(8)

2 [ B
g(a)zﬁfo VxIn[1 + e**]dx ....(9)
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A partir de :

dQ = —SdT — PdV — Ndu ...

00 5 ,
S = 7= kgZ Eg(a) —ag'(a) | ...(10)
e Z . Q
P = _W_ kBTVg(a) = _V (11)
N = aQ—Z ! 12
=T g'(a) ...(12)

3@ _34@
"T2029'(@) 29"(@)

Remarque :
Toutes fonctions thermodynamiques s’écrivent en fonction g(«) .. La probabilité revient

a calculer g(a) .

i olique 9() / ~
Pour T > 1 implique g'(a) = 1

g'(@) - _3
/g/r(a) =1 - CV = ZNkB

IV.2 Etude au zéro absolue (T = 0) :
On se propose d’étudier un gaz parfait de Fermions au zéro absolue (T = 0) car:
- D’une part, le résolution mathématique est tres simple.
— Certains propriétés physiques des métaux ne change pas entre (T = 0 et T = 500°K).
a) Potentiel Chimique et énergie de Fermi :
aT=0:
U= Uy — €2 — énergie de Fermi

9i €i<ug
Ni {0 € = o

Dans I'énergie des phases :

v, [9@)dp = g(€)dE € < p
* (0 € 2 Uo
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N=ZNi—>N=de=fg(p)dp=fg(€)d8

didp
i —>9n7

4tV
9(p)dp = gn?pzdp . (13)

2

e=L_ pidp = —(2m)2\/—d€

2m
2nV 3
g(€)dE = gnF(Zm)Z\/EdE .. (14)
ler Méthode :
4V AV . 5 4V 03
=de = fg(p)dp= fgnﬁpzdp =gnﬁp3IoF = 9n 353 PF
1 1
o (3R N\3 3 N\3
Pr = v = h( _)
4rtg, V 4rtg, V
1% R 3 Ny3
== = —) ..Energie de Fermi
€ 2m_) Er o = o (47Tgn V) nergie de Fermi
2¢éme Méthode :
vV 3 [t 2V 32 . 1%
f dN = f Jn—— (2m)2\/_ €d€ = gn = (2m)2 f VEdE = gnF(Zm)f [553/2]
0 0
2 2
N=g AV (2m)2£°3/2 - &) = h—( 3 ﬁ)3..Energie de Fermi
"3K3 2m\4rg, V
Remarque :

pp : quantité de mouvement de Fermi.

e"—hz( 3 N)gE ie de Fermi
F=o 4ng, V) nergie de Fermi

N
n= 7 — connue pour tous les matériaux dans le cas de gaz parfait d'électrons.

2
5 g0 h2(3 N)§ h2(3 )§

= e d = ———— = —_— —
n F=om\8rnvVv 2m\8r "

pour le cuivre :
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N
n=y= 8461083 cm3 > €% =7eV

b) Autre fonctions thermodynamiques :
2nV 3 (EF 3 4mV 3 5
Ug = ZNiEi = f EdN = f Eg(E)dE = gn?(Zm)Zf €2dE = gn%(Zm)ZEIQZ
n 0
L

on écrite également u, comme :

3 4tV 3 3
N=u—TS—Nu
3 o 0 2 0
T=O—>.Q0=u0—N‘u0=§N€F—NEF=—§N€F...(18)
Q 2N , 2 _,
o=y Ty g
2 /3 2u
ZNE0 = = (Zye0) =229
FoV =5 NEr 3V(5NEF) 3V
Remarque :
S:kBan
gi!
w =
Nl!(gi Nl)'

T=0->N=9->W=1-5=0
En accord avec la troisiéme principe de la thermodynamique qui dit que a T = 0 implique :
S=0

IV.3 Etude du cas T # 0 avec ”/kBT > 1:

On considere le cas T # 0 et on se place dans la situation a = ‘u/kBT > 1 , cette propriété est

satisfaite dans beaucoup des situations comme le cas de solide métallique dans ce cas on utilise le
développement de Sommerfeld :

f+°° ¢(E)de
0

u 7'[2 S
FEW 11 fo (E)AE +—(ksT)?¢' () ..(19)

on sait que toutes les fonctions thermodynamiques est en fonction de g(a) :
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2 [« E
a)=—| VxIn[1+e**]dx ; avec x = BE = —
9(@) JEJ; [ ] pe=17

on intégrant par partie :

x3/2dx

4
g(a) —3\5[0 ex_a+1dx

5 3
4 /12 (® €2de
- .2
9(@) 3\/E(kBT) fo w1 20

on applique le développement de SOMMERFELD :

3
foo £2dE —f szds+” (k T)Zag 2 gy
0 e.B(S—ﬂ)+1 - 0 B _5 0 B £=p
E=u
2 5 g2 1 25 512
=—§—T22——§1—T
cHZt 4(k3)u 5u<+ (kB)>
(@) = — E(1 2) 1)
a) = az2 +—
g 15vm 2
@) = dg(@) 8 (5 § 1_{_57‘[2 %57‘[2 _ 8 (5 %+ _%257r2 _%207‘[2
N TN A P 8a?) “aad| T 1svz 2T TT16 ¥ 16

donc:

@ 8 % - 57t2>

Q) = a —

Ig 157 8a?
3

| sy 22,
kg(“)‘w-{ }

Les fonctions thermodynamiques s’écrivant alors :

00

5 li
S=-5r = kgZ <2g(a) —ag (a)>

Telle que :

5
5 @ (@) = 4 %1+5n2 4q2 1+7r2 4 % 1+52 | 2
2\ T ag R = 8a2)  3vml | 8aZ| 3vm a2 8a?
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> 0@) -~ ag'() = —at o = 2o
59(a aga—s\/ﬁa8a2—3n a

N =

d’ou:

2 1
S = §kBZT[3/2 az

PV = kT g(a) = BksT E<1+57T2>
= a —_—
Bl g 5\/— 2

3
47 a2 w?
N=27g' ()= 1+

3T 8a?
_3,, _ Mkl s( 5’
Y=o = 5\/Ea 8a?

b) Calcul de a :

On utilise I'’équation précédente :

] 2 5 \—1
N = Zg(a)*ﬂ—g(a)—:ji{ R_}Ha%:g:g\/;{1+n_}

_(N3Vn 23 N 72 )73
“=\Z74 8a2
Sachant que :
a>1
il RO £ .
8a? 7 38a%2 = 12a?

Donc:

2
a=a'(1-— (23)
oaz)

on résoudre I'équation par approximations successives :
al'ordre 0:
— 0
a=a’ ..(24)

alordre1:
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2
—a®(1-— 25
a=a 22 ...(25)

aQ:(gﬁ)” NS h? <3\/EN>2/3 1 h2< N N)

7 4 T 2mmkyT\4g,V) = ksT2m\4n®/2 g,V

2/3

4 3
9nV (2mmkgT)2

0

. 1 hz( 3 N)2/3 8_2

T kpT2m\dn g, V) kT

donc au 1¢r Ordre :

2

U gl < nz(kBT)2> o m? lkBT

a= = 1-— Su=81-=|=| |..26)
kgT ~ kgT 12€9° i 12] €%

Exercice : Montre que :

2 [® 4 [® x3/2dx
a) =— | VxIn[1l+ e*X|dx = f X
g(a) \/%.I; [ ] 3Vrl, e o +1
Solution :
2 B —dx
du:\/zdx ; ’u:§x3/2; VY =1In[1l+e%*] ; dVZW
In[1+e**]dx = =x%/2In[1 + e** °°+—f —d =—f —d
j(; \/En[ e ] X 3x n[ e ]lO 3 0 ex—a_l_l X 3 0 ex—a+1 X
()_22[‘” x3/2d_4f°°x3/2dxd_()
G =Tz3 ), ema 1™ T3 n), erar 1™ T I
avec:

(@) = 1 f‘” x”‘ldxd
g T J, ex*+1 x

I'(n) =f x" e *dx
0
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V. Gaz de Fermions en présence d’'une champ magnétique B:

On consideére le cas de spin s = 1/2 ; le champ magnétique B est uniforme et on prend B = Be,,

I'énergie est due a l'interaction du champ magnétique B avec:

E, = +ugB ..(27)

Le champ magnétique B léve le dégénérescence de niveau d’énergie € :

8_{€+MBB
(€ —ugB

Remarque : avant I'application du champ Bla dégénérescence totale est :

drdp
gi — 2 h3
V.1 Etude au zéro absolueT =0:
a T = 0implique :
gi € <Up
N {0 € > o
ErtusB drdp  (EHeB didp
N:ZNL':N++N—: z gi+ z gi:f h3 +f h3
i &SS%+MBB &SS%—#BB 0 0

donc:
E%+MBB E%_ﬂBB
N =f g+(€)d€+.f g-(&)deE
0 0
2nV
g+ (8)dE€ = g_(€)deE = F(Zm)yz €1/2q¢e

21V 3( rEF+UBB 1 €p—upB 1
N =——(2m)2 f £2de +f £2de
0 0

4V 3( w0 3 0 3
N = @) f(E2 + upB)? + (€8 — sz} .. 28)
ou bien :
3 3
AtV 3 03 upB\? HpB')?
N=—702m)2e%2([1+—=—] +(1-—=+— .. (29
3 Gm7ER < 82) ( e ) |
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Remarque :

: 8V 3 o5 C .
siB=0 >N = I (2m)2€%2 ... expression déja trouvée

Calcul Moment Magnétique M :

M = N,(+ug) + N_(—up) = ug(N, — N_)

Ep+upB Ep—upB
M = s ( f 9. (E)dE - f g_(s)ds>
0 0

3 3
M =—=(2m)z€%2u, <1 + —> — <1 ——1 |..(30)
3h3 % €l
Cas de champ faible
B
Fr2 «1
€r
on utilise :
x2
Q+x)" = 1+nx+n(n—1)7+---
x2
1-x)"= 1—nx+n(n—1)7—---
alors pour:
3
T2
3 3
3/2 — — —x2 4 ..
1+x) 1+2x+8x+
3 3
1 — 3/2 = 1 R — 2
1-x) 2x+8x +
3
(14+x)32+1-x)3%2=2 (1 + gxz)
3 3
1+x)2-(1-x)2=3x
Alors :
8rV 3 3] 3(uzB)”
N =——(2m)2&22 |1 +=-{——
35 (m)Er +8{sg}
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4 3uiB  8mV 3 33 uiB 3N uiB

VvV
M=——2m 802 =——(2m)2el2= - TB_
5 (m)?Er* T = g5 (Gm)?Er* 5 T = 5 g
3N u?
M = > g0 - .(31) paramagnétisme de Pauli

V.2 Etude en fonction de la température :
Le grand potentiel 2 est tel que :
a)pourB =0

n= —kBTz giln[e PE=W 4 1] = —kBTf
i

ddp

In[e PE-H + 1] = —ksTZg(a)

avec: g(a)= %jmﬁln[l + e% *] dx
TTJo

b) pour B # 0
N=0,+0_
drdp kpgTZ ugB
= _ ~BE-1w) 1 1] = — ( +_)
02, kth In|e +1] AR
ksTZ upB upB
=10 N_=- — 5
+ L 2 {g(“+kBT)+g<“ kBT)}
Remarque :

pour B = 0 implique Q = —kzTZg(a) résultat connue

on utilise le développement :
2

g(a+2) = g(@) +xg'(@ + = g" (@)

2
9@ =) = g(@) - xg'(@) + 5 g"(@)

o (w+120) = g(a) + 22 g1y 4 (122) IO
g(a—‘;TB) 9(a )——g( )+(‘;‘Z ) g"z(“)...

Pour les champs faibles % « 1 implique on s’arréte a 'ordre 2.
B
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N =—-kgTZ {g(a) + (

MBB>

9" (@)
kT

2

Le moment magnétique M et le nombre N se calculent a partir de :

dQ = —SdT — MdB — Ndu — -

dﬂ BB 9" (a)

M=—3B=%%T 2
_dQ dQde 1 dO
 du dadu  kgTda
1
N = Z[g (@ +5 2] "'(a)]
2 kT
M uiB g" () _HEBg" ()
N kgT g'(a)
2ksT [g @ +3{8aB) g )] ’
ZB " a
HsBg(@) ()
ksT g'(a)
i)
casoua K -1 = g(a) =e*
g'@_
9'(a)
.UBB . . .
M = N—= ..loiclassique de Curie
kyT
ii)

casoua = i > 1 (par exemple Solide Métallique)

kT

on utilise le développement de Sommerfeld :

(@) = 8 %<1+5n>
TN 2

3
) 8 (5 3 5m% 1 4a2
g(a)z——a2+ﬁa2 =—11

15V (2 3V

s 3 ) [
'@ =3 g} =251 -

+ n
8a?

2
242
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ZB 174
M= NuLg,(a)
kgT g (a)

a 2
g"(a)_zJ;{l‘_zzmz}_ 3
g @ 4.5 T 2a

_3\/5{ +W}

w? m? mt
1— -
< 8a?2 24a? + 192a4>

9@ 43 g2y 2@ 2a
3w L )
77,'4
192a* «
g'(@ 3 ( n?
g'(@) 2a 6a?
3 uiB . mw?
- 2akgT 6a2
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