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Preface

Preface

Ces notes de cours sont destinées aux étudiants de deuxieéme année License en Automatique, a la faculté
des sciences et de la technologie de I'université de Djelfa. elles contiennent les éléments fondamentaux
nécessaires a la compréhension des systemes asservis linéaires et continus. Ces notes sont le support
officiel de mon cours qui est -en plus- soutenu par les notes de cours sous forme de PowerPoint
disponibles sur la plateforme d'enseignement a distance de l'université de Djelfa ainsi que sur ma chaine
youtube.

-Plate forme d'enseignement a distance

http://elearning.univ-djelfa.dz/course/view.php?id=403

-Ma Chaine Youtube:

https://www.youtube.com/channel/UChUbppzJ8nw6dMW Xd2Kh04w/videos

Ce cours est supporté par des illustrations sur le logiciel Matlab afin de faciliter aux étudiants l'acces au
monde de simulation des systémes linéaires continus.

-Vi-



Chapitre.1. Généralites sur les systemes asservis

1.1 Définition d’un systeme asservi ou un systeme de commande :

Un systeme asservi ou bien un systeme de commande est un assemblage de constituants physiques branchés ou reliés les uns aux
autres de telle sorte qu'ils puissent se commander, se diriger ou se régler lui-méme, ou bien commander, diriger ou régler un autre
systeme.

En anglais c'est "The control system" et sa définition est donnée ainsi :

"A control system is an arrangement of physical components connected or related in such a manner as to command, or regulate itself or
another system”

Et en arabe clest " pSaill sl ai
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1.2 Classification des systemes de commande :

Les systemes de commande sont classifiés selon deux catégories : les systemes de commande en boucle ouverte et les systéemes de
commande en boucle fermée

1.2.1 Les systemes de commande en boucle ouverte

Le systeme de commande a boucle ouverte (Open loop system) est un systéme ou le signal de commande est indépendant du signal de sortie.
En général tous les systémes a minuterie.

Figure 1. Systéme en boucle ouverte

Signal De T T T s T s T s e e e s

| - .
Commande Actlonneur Processus Physique | ' Signal de sortie
aSal) § La) ” (pBY) gl 3Ll

1.2.2 Les systéemes de commande en boucle fermée:

Le systéme de commande a boucle fermée (Closed loop system) est un systéeme ou le signal de commande dépend d’une fagon ou d’une autre
du signal de sortie et présente une relation systématique qui compare entre le signal de sortie et le signal d'entrée (la consigne).

Signal De

Ecart Commande
Signal d'entrée /Consigne ouerreqer 2 TSTTTTTTTTr=mfmTmTmimimS 1

| Signal de Sortie
—>®—) Régulatenr M m_)[ processus Physique. -3

( Capteurs | e |

Figure 2 : Systéme a boucle fermée

1.3 Quelques exemples des systeme asservis:

Dans notre vie courante, I'humain dans les tachent qu'il effectue a tout moment peut étre assimilé a un systeme de commande, dont le
cerveau est le principal contréleur. Un des exemples connus d'un systeme de commande est le systéme de remplissage d'un réservoir d'huile,
voir figure. Fig.1. Quand on veut remplir un réservoir on ouvre le robinet et le flux d'huile remplit le réservoir avec le temps et I'humain avec
ses yeux il observe le niveau d'huile le cerveau compare donc le niveau d'huile actuel avec le niveau désiré quand le niveau arrive presque au
niveau désiré I'numain décide par le cerveau de diminuer le flux jusqu'a fermeture compléte, une fois le niveau désiré atteint et ceci via I"action
motrice des muscles de la main.
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Figure 3. Systeme de remplissage d'un réservoir pour un humain

Ce remplissage d'un réservoir se présente de point de vue automatique par le schéma de la Figure 1, Le niveau d'huile désiré est
représenté par le signal d'entrée qui est la consigne ou la sortie désirée. La perception du niveau d'huile dans le réservoir fait par les
yeux chez 'humain est le role du capteur. La comparaison entre le niveau désirée et le niveau actuel est effectuée par un comparateur
qui calcule I'écart, selon I'écart calculé (ou remarqué dans le cas de I'humain) le régulateur change le signal de commande envoyé au
moteur qui actionne le robinet ou la vanne pour réguler le flux selon la valeur de I'écart jusqu'a fermeture lorsque le niveau est atteint.

Systéme a asservir

% Comparateur  Régulateur

Ftie du systéme

g

—%
Perturbation
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Entrée de Cflrmande
A 4

A7

Capteur

Figure 4. Systeme de remplissage d'un réservoir de point de vu automatique

1.4 Le schéma fonctionnel :

Le schéma fonctionnel est une représentation graphique qui résume les relations entre les signaux d'entrée et de sortie du processus
physique a commander.

1.5 Automatisation d’'un processus :

L'automatisation d’un processus consiste a transformer sa conduite manuelle en un systéme fonctionnant completement (ou
partiellement) indépendamment de tout étre humain.:

1.5.1 Analyse fonctionnelle de 'automatisation d’'un processus :

L'analyse fonctionnelle de I'automatisation du processus se fait en trois étapes principales:
1) Etape 1:
a. Deécrire le processus a reguler: cette étape consiste a :
e Donner un nom au processus lui-méme
e Définir les grandeurs d’entrée dont la commandes et les perturbations et les grandeurs de sorties .
e Dessiner le schéma fonctionnel du processus physique

~\
Processus Physique .
Entrées / ysiq E— CS)OI":tIE?
{'E?ts The Plant | S C'L! I,:]'u S
;P L
{ J

Figure 5. Description du processus a réguler

Remarque: Le systeme peut avoir une seule entrée et une seule sortie, c’est un systeme dit SISO (Singal Input, Single Output) ou MIMO
avec plusieurs entrées et plusieurs sorties (Multi Inputs, Multi Outputs). On s’intéresse dans ce cours aux systemes SISO.

b. Donner le schéma fonctionnel de chaque élément du systéme : dont le transducteur d’entrée : capteurs, actionneurs,
comparateurs, régulateurs
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Figure 6. Schema fonctionnel de chaque élément

2) Etape 2: Description du processus vu par I’automaticien :

C’est la description du processus physique muni de ses capteurs et actionneurs,

Perturbation
- }in

Sortie du processus

LB £ i

. I_ [ Actionneur Processus Physique | Image de la sortie
Signal de —-){ 3 aal) / The Plant -> Capteurs T A 3 e
Commande | o ) ALEIN)
aSadl) 3k | I

Figure 7. Processus vu par |'automaticien

3) Etape 3: Dessin du schéma bloc représentant I’ensemble de la boucle d’asservissement, comme dans Figure 8.

|-
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@ o Perturbation
= R
8 A = Sortiedu
v £ processus
S g gl ........................... Image de
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b []
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wr
[
=]
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Image de
La consigne

Figure 8. Schéma bloc de I'ensemble de la boucle d*asservissement

1.5.2 Quelques considérations pratiques :

Durant l'automatisation d'un processus quelques considérations doivent étre prises en compte :

a. Les deux grandeurs comparées doivent étre homogenes.

b. Le comparateur n’est pas toujours un composant localisé, il figure la comparaison réalisée quelque part.

c. Une perturbation est une entrée du systéme qui agit sur la sortie et elle n’est pas contrdlable par I'opérateur, elle dépend de
I'environnement.

. Le signal de commande est a la disposition du I'opérateur pour piloter le processus.

e. Le capteur de sortie, a en général une constante de temps tres petite devant celle du processus, il est incorporé au processus a
piloter il donne I'image de la sortie.

f. Sile gain du capteur estk le Signal de la sortie =Image de la sortie/ K

Apres avoir identifier le processus & commander dans le sens ou on connait ses entrées ses sorties ses capteurs et ses transducteurs et aussi
les signaux susceptibles de le perturber, I'automaticien a pour réle de concevoir et d'ajuster le REGULATEUR qui le pilotera conformément a
une cahier de charge. Pour ce faire on a besoin d’un modeéle qui représente ce systeme et quelques outils mathématiques nécessaires a cette
conception. Le chapitre suivant est dédié a la représentation d'un systéme asservi dans le but de le commander.



Chapitre.2. Transformée de Laplace

2.1 Introduction

La transformée de Laplace est un outil mathématique primordial dans I'étude des systemes asservis, il sert a écrire le systeme en fonction d'une
variable complexe ce qui facilite I'analyse du systeme et la résolution des équations différentielles le représentant plus aisément.

2.2 Lavariable complexe s

Une variable complexe s a deux parties : une partie réelle o et une partie imaginaire jw. Graphiquement et dans le plan complexe s
plan-s, la partie réelle de s est représentée par ’axe horizontal o et la partie imaginaire est représentée par I'axe vertical jw.
Un point arbitraire s=s; est défini par les coordonnées 0 = 01 et @ = @; ou simplement : $;= 61+jw1

jo 4
s-plane
wl ————— o 0'1 +le
S
|
|
' >
0 o a

Figure 9. Représentation d'un point s; dans le plan complexe s dit Plan-s

2.3 Fonction d’'une variable complexe s

Une fonction G(s) est dite une fonction de variables complexes s si pour toute valeur de s il y a au moins une valeur correspondante de G(s).
Comme s est définie telle qu’elle ait une partie réelle et une partie imaginaire G(s) I’est aussi et a une partie réelle et une autre imaginaire, voir
Figure 10, telle que:

G(s) = Re(G(s)) + jIm(G(s)) (1.1)
avec Re(G(s)) et la partie réelle et Im(G(s)) est la partie imaginaire de la fonction G(s).

Jjw A JImG 4
§1 =0 +J’-(,U1
s-plane wp - ———— - _ G (s)-plane

| -~

[ i

1 =~

1 » =~ »

0 o o ~~0 | Re G
- |
~ . |

_____ -4 G[A])

Figure 10. Représentation d'une fonction a variable complexe dans le plan complexe Plan-G(s)

2.4 Latransformée de Laplace

Soit une fonction f(t) telle que f(t)=0sit<0 (fonction causale) et soit s une variable complexe telle que : ;

S=o+ jw (1.2)
Définition : La transformée de Laplace est I'application 3 qui transforme la fonction temporelle f(t) en une fonction complexe F(s)
F(s) = 3(f (t)) vial'intégrale de Laplace :

F(s) =T f (t)edt (1.3)



La transformée de Laplace existe si Iintégrale dans I'équation (1.3) converge™.

2.4.1 Transformée de Laplace de quelques fonction de base

2.4.1.1L'eéchelon unitaire :
Par définition la fonction échelon unitaire est définie par

u(t) = {O K0 (1.4)

1 ailleurs
La transformée de Laplace de u(t) est U (S) = J(u(t)) tel que :

U(s)=Tu(t)eStdt = U(S)=Tl.e5tdt - U(S){_e } N U(S):—_l[e—oo_eo]
0 0 S S

= UE= (15)
2.4.1.2La rampe
La fonction rampe est définie telle que :
0 t(0
f(t)= 1.6
® {At ailleurs (19)

= F(s) = j feSdt = F(s):j Ate~Stdt
0 0

= F(s)= AT te~S'dt (1.7)
0

L'intégrale (1.7) se caclule en utilisant I'intégration par partie,
Rappel :

!

- - !
Soient deux fonctionsuetv,ona: (uv) =u'v+uv' = uv'=(uv) —u'v

= Iuv':u.v—ju'v (1.8)
_ . u= At u'=A
En appliquant la régle (1.8), on pose : — -1
vi=e” v=—~"
S

Donc I'équation (1.7) = Ajt.e‘“dt=A[_—te‘s‘} —AJ'_—le‘“dt N F(s):—_?l{?e‘s‘} :—A[e“”—eo]:
0 0 0

s 5 S S
A
F(s)=— (1.9)
s
2.4.1.3Fonction exponentielle :
La fonction exponentielle est definie telle que :
0 t(0
f(t)= 1.10
® {A.e‘at ailleurs (1.10)
Donc sa transformée de Laplace est telle que :
o o o _p(aws)t @ _A
Fi)=[fmedt = F()=[Aeedt=  Fs)=Afe@Vdt = Fs)=A| ——— = F@s)= [e"” —eo]
0 0 0 s+a | (s+a)
= F5)=—2 (1.11)
(s+a)
2.4.1.4La Sinusoide :
La fonction sinusoide est définie telle que :
0 t(0
fn-1 < (1.12)
Asin(wt) t>0
= F(s)= j Asin(wt)e dt (1.13)
0
Pour calculer l'intégrale (1.13), il faut réécrire la sinusoide de la fagon suivante :
. 11 i
_ jwt _ — Jwt
sin(wt) = 2] [e e ] (1.14)

A partir des équations (1.13) et (1.14), la transformée de Laplace da la fonction sinusoide est:

! L'étude de la converge de l'intégrale sort du contexte de ce cours.



TAT i AT s AT sii
Fs)= [—|eM™ —e ™ |etdt =— [e Mgt — [e C+IWtg
Ol erlena ] 2}
_A . 0 _A . 0
F(s)==— "' | (s=wt |7 =7 | a-(s+jwt
= F6) Zj(s—jw)[ Jo 2j<s+jw)[ l
:>F(S)=$[e‘°°—e°]-._—.[e“”—eo]z A A
2j(s— jw) 2j(s+ jw) 2j(s—jw) 2j(s+ jw)
. Fy = 2AU(SH W)= (o= ) __—2Azw)
4j°(s*=(jw)?) —4(s”+w")
Aw
(s) & +w) (1.15)

De la méme fagon on peut calculer les transformée de Laplace de la fonction cosinus et toutes autres fonctions en utilisant simplement la regle
(1.3) et les outils mathématique utilisés dans le calculs des intégrales en général. Des transformée de Laplace de certaines fonctions
temporelles connues sont données dans Tableau 11.

2.5 Propriétés de la Transformée de Laplace :

La transformée de Laplace a quelques propriétés importantes qui servent a faciliter le calcul et I'utilisation des fonctions exprimées dans le
domaine complexe.

Soient les fonctions F(s) transformée de Laplace de la fonction f(t) et la fonction G(s) la transformée de Laplace de a focntion g(t),les
propriétés suivantes s'appliquent:
2.5.1 La multiplication par une constante :

S[AF(M)]=AI[f(t)]=AF(s) (116)

2.5.2 Lalinéarité :
S[E®+ f0]=3[fM]+S[fO)]
= S[ f(t)+ fz(t)] =F(s)+F,(s) (117)

r{ f (iﬂ — oF (as) (L.18)
(04
1

, voir Tableau 11 ou équation (1.11).

2.5.3 Le changement d'échelle :

Exemple 1: soit f(t)=e™ satransformée de Laplace est F(S)=

t
La transformée de Laplace de f t =€ ° selon la propriété (1.18) est 5F (5s), alors J| f t = > .
5 5 55 +1

2.5.4 Leretard:

Si on a une fonction f (t) subit un retard 7, elle devient f (t—7), voir la Figure 11.

S

< F3

f-1)
.

T

Figure 11. Introduction de retard

La transformée de Laplace de f (t —7) est donnée par :
I[f(t-7)]=e"°F(s) (1.19)

2.5.5 Le produit de convolution :

La transformée de Laplace d'un produit de convolution de deux fonctions temporelles est le produit ordinaire des transformées de Laplace de
ces deux fonctions :

3[f,(0)* f,(1)] = F(s)F,(s) (1.20)
Avec .

f.()* £, (t) =j f(t—7)f,(c)dr (1.21)



2.5.6 La dérivation :

La transformée de Laplace de la fonction dérivée %ﬁt) est donnée par
S[?} =sF(s)— f(0) (1.22)

avec f(0)est la valeur initiale de f(t). Si la valeur initiale a gauche est différente de la valeur initiale a droite f (0+) = f (0-), on a donc:

3, [?} =sF(s)— f(0+)

at } =sF(s)— f(0-)

Pour une dérivation de deuxiéme ordre :

S{a;iz(t)}:st(s)—sf(O)—f(O) 11.23(

Etpour le n°™ ordre on a :
n-1)

210] 1051056 6 120

2.5.7 L'intégration

La transformée de Laplace de l'intégrale d'une fonction f (t) est donnée par :

3[[tw]= F) 7O (1.25)

s s
avec f*(0) =I f (t)dt pour t=0, est la valeur initiale de la fonction primitive de f (t). De méme que pour la dérivation si f*(0+) = f *(0-)
on remplace dans (1.25) par la valeur convenable.

2.5.8 Multiplication par une exponentielle:

s[e-atf(t)]:ofe-atf(t)e-“dt = S[e‘atf(t)];ff(t)e‘(a+5)tdt
0 0

Donc par définition (1.3):
S[e‘at f (t)} = F(s+a) (1.26)
Exemple 2: On asi:

f(t) =sin(wt) = F(s)= w

(s+a)? +w?

2 2

donc S[e*at sin(wt)]: F(s+a)=
s+ w

2.5.9 Théoreme de la valeur initiale :

La valeur lavaleur initiale f(0) de f(t) peut étre calculée en utilisant la transformée de Laplace F(s) de la fagon suivante :
f(0) =limsF(s) (1.27)

2.5.10 Théoreme de la valeur finale :

La valeur finale d'une fonction f (t) peut étre calculée par F(s) sans avoir I'expression de f (t):

lim f (t) = lim sF (s) (1.28)
2.5.11 Théoréme du développement de Heaviside:
k-1
3| et =#k (1.29)
(k-1)! (s—a)

2.6 Transformée de Laplace inverse :

L’application inverse qui permet de trouver la fonction temporelle f(t) a partir d’une fonction complexe F(s) est la transformée de Laplace
inverse notée !

IHF(s)]= () (1.30)
La transformation se fait via I’intégrale inverse :
C+ joo
== | F(s)eds (1.31)
27 | oo

En général l'intégrale (1.31) est évitée dans le calcul de la transformeée inverse pour éviter les complications du calcul mathématique. La
transformée de Laplace inverse est souvent calculée en utilisant quelques astuces basées sur les transformées de Laplace des fonctions usuelles.

2.6.1 Calcul de la transformée de Laplace inverse par décomposition en fractions simples



La fonction F(s) transformée de Laplace de f(t) dans les systemes de commande se trouve souvent sous la forme suivante :

F(s) =% (1.32)

Avec B(s) et A(s)sont des polyndémes en s. Le Degré du polynéme A(s) doit étre supérieur au degré du polyndme B(s).
Si on peut décomposer F(s) a une somme de fonctions plus simples Fi(s), on obtient:

F(s)=F(s)+F,(s)+F(s)+........ +F,(s) (1.33)
La transformée de Laplace inverse est simplement :

IHF(s)] =SR]+ I R(9)]+ IR (8)] + e +37H[F,(9)] (1.34)
FE)]= () = f1) + F(0) + fy )+ +f (1) (1.35)

L

2.6.1.1Cas de F(s) ayant des poles distincts:

Si F(s) est une fonction qui a des poles distincts on peut I'écrire sous la forme suivante :

_B(s) _k(s+7)(5+2))(s+23)..(5+ )
A(s)  (8+p)(S+ P2)(S+ P3)-(S+Pn)

F(s) (1.36)

Ouz;...zm et p;.....pn SOt des racines réelles ou complexes, avec n>m. dans ce cas on peut trouver la décomposition en somme de fractions
simples de la fonction (1.36), de telle sorte qu'on ait :

B a & &

CAS) s+p, S+P, S+P; S+ Py

F(s) (1.37)

Avec a, est lerésidu (constant) qui se calcule en multipliant les deux membres de F(s) par (s+ p,) puis mettre sS=—-p, .
Donc:

ay :[(s+ Py %} (1.38)
S=—Px

Si ils se trouvent deux racines p; et p, conjuguées, les résidus correspondants a; et a, le sont aussi, il suffit de calculer un seul a.
Une fois tous les résidus a, calculés, il est facile de trouver la TL inverse de F(s) dans I'équation (1.37):

f(t)=3[F(s)]=3" {L} L3 {&} L3t {i} o 3 {i} (1.39)

S+ Py S+ Pg

= f(t)=ae ™ +ae P +ae ™ +...+a,e ™ (1.40)
Exemple 3:
Soit: F(s) = s+3 (1.41)
(s+1(s+4)(s+5)
Calcul de la transformée de Laplace inverse de F(s): F(s) a des pdles distincts on peut I'écrire donc sous forme:
BS) _ & , & 4
A(s) s+1 s+4 s+5

(1.42)

On cherche donc les résidus a;, a,, asen appliquant la regle (1.38) on trouve:

A=ErDFOL, = {(S DT +5)L_1 i [ﬁ(jw)}l ~asg
R j)(s+5)l_4 ) {ﬁiw)} R
a; =[(s+5)F(s)]._, = {(s+5) (S+1)(::j)(5+5)1:5 _ {%LS —ay - —%
Alors I'équation (1.42) devient :
F(S):%sil+%si4+%si5 (1.43)
f(t) =3 1[F(s)]= %3-1 [i} +%~—1 [ﬁ} +% 5! [ﬁ} (1.44)
= f(t) :%e‘t +%e‘4t +%e‘5t (1.45)



2.6.1.2Cas de F(s) ayant des poles multiples:

Soit F(s) une fonction ayant des pdles multiples, on veut calculer sa transformée de Laplace inverse : F(s) =

a b

= F(s)=

s°+2s+3

1.46
(s+1)3 (1.49)

¢ (1.47)

(s+1)

1) Multiplions les membres de F(s) par (s +1)3 et mettre s=-1:

Tsa) (s40)

:>[sz+25+3J:[a(s+1)2+b(s+1)+cL:>c:2

2) Dérivons les deux membres de (1.46) et (1.47) deux fois par rapport a s, on obtient donc et remplagons s=-1:

La premiére dérivation donne : [2s+ 2]

s=-1 S=—

La deuxiéme dérivation/s :[2] =[2a] =>a=1
1

=[2a(s+1)+b] =b=0

0 2

Donc: F(s) = + >+ 3 (1.48)
(s+1) (s+1)° (s+1)
1 2
f :C"*l ~-1 — 2\q-t
= f(t)=3 ((s+1) ]+\s [(s+1)3] @+t%)e
= f(t)=(1+t*)e™ (1.49)

Si F(s) a un dénominateur d’ordre tres élevé on utilise le logiciel Matlab, un exemple est donné dans la suite, voir Exemple 4.

2.6.1.3 Utilisation de Matlab dans la simplification des fonctions en fractions simples

Soit F(s)=B(s)/A(s) telle que:
B(s) bys"+bs " +b,s"?+

n (1.50)

AGS)  s"+as"t+a,s" T+,

On définit les deux vecteurs num et den pour déclarer & Matlab le numérateur B(s) et le dénominateur A(s) de la fonction F(s):

num=[b0 bl b2
den=[1 a0 al a2

L*instruction residue s"utilise comme suilt
[r,p,k]=residue(num,den)

an]

Elle retourne les vecteurs r, p et k telle que :

B(s) __r@ r(2)

M), k() (151)

AS) s-p@d) s-p(2)

Exemple 4: On peut tester I'instruction sur la fonction (1.46) qui peut s'écrire F(s) =

1:

s—p(n)
s2+2s5+3
s +3s+3s+1

, donc sur Matlab on écrit : voir Tableau

Instructions Matlab

Résultat d"exécution

%Décomposition en fractions simples
num=[1 2 3]

den=[1 3 3 1]
[r,p,k]=residue(num,den)

r= p = k =
1 -1 1
0 -1 >>
2 -1

Tableau 1. Décomposition en fractions simples via Matlab

En remplacant le résultat du tableau ci-dessus dans I'équation (1.51) on tombe exactement sur I'équation (1.48).

2.7 Utilisation du logiciel Matlab dans le calcul de la transformée de Laplace et son inverse :

Il est possible de calculer la transformée de Laplace d'une fonction temporelle sur le logiciel Matlab s'il contient la toolbox symbolique, pour
ce faire on utilise I'exemple les fonctions rampe, sinusoide et exponentielle, un petit programme avec son exécution est donné dans le Tableau

2.
Instructions Matlab Résultat d"exécution
disp("—-——————— - D T B e e L e e e e e e et
disp(“Calcul de la transformée de Laplace®) Calcul de la transformée de Laplace
dispC(-----——————————— D T B L E L L P PP L e et
syms t a w real F1 =
% Ramp function 1/s72
fl=t;
Fi=laplace(fl) F2 =
%Exponential function 1/(a + s)
f2=exp(-a*t);
F2=laplace(f2) F3 =
%Sinusoidal function w/(s"2 + wN2)
f3=sin(w*t); >>
F3=laplace(f3)

Tableau 2: Instruction Matlab pour calculer la Transformée de Laplace

Pour calculer la transformée de Laplace inverse on utilise lI'instruction

"ilaplace™ , voir Tableau 3, la fonction de transfert (1.41) de I'Exemple

3: est utilisée pour calculer sa transformée inverse, on obtient le méme résultat (1.45) obtenu par calcul analytique c'est la fonction f5.

Instructions Matlab

| Résultat d~exécution




disp("-——————————— D Y e —

g!spE'La transformée de Laplace inverse®) N La transformée de Laplace inverse
isp¢c---------—-------\---o .o © .t i B T R

syms s f5 =

F5=(s+3)/((s+1)*(s+4)*(s+5));

f5:§| ap% agg(,:sg (s+4)"(s+5)) 1/(6*exp(t)) + 1/(3*exp(4*t)) - 1/(2*exp(5*t))

F6=1/5"2; f6 =

f6=ilaplace(F6) t

F7=1/(s"2+1); f7 =

f7=ilaplace(F7) sin(t)

F8=(s"N2+2*s+3)/(s+1)"3 f8§ =

Fg8=ilaplace(F8) 1/exp(t) + t"2/exp(t)

Tableau 3 : Instruction Matlab pour calculer la Transformée de Laplace inverse

2.8 Utilisation de la transformée de Laplace dans la résolution des équations différentielles invariant
dans le temps

La transformée de Laplace peut donner une solution compléte a I’équation différentielle Linéaire invariante dans le temps sans passer par
les solutions particuliéres et générales souvent utilisées dans la résolution des équations différentielles:

Deux étapes sont nécessaires :
1) Calcul de la transformée de Laplace de chaque terme des deux membres de I’ED pour obtenir une équation algebrique en « s »
2) Chercher la transformée de Laplace inverse pour trouver la réponse temporelle.

Exemple 5:
Trouvons x(t) solution de I’équation différentielle (1.52) en utilisant la Transformée de Laplace :

X+3x+2x=0 avec x(0)=a, x(0)=b (1.52)

1) Premiérement et en utilisant les propriétés de linéarité, section(2.5.2), et de multiplication par une constante, section(2.5.1), la transformée
de Laplace de I'équation différentielle (1.52) est :

3[X]+33[%]+23[x]=0 (1.53)
I[x()]=X(s) (1.54)

En utilisant le théoréme de dérivation voir la section (2.5.6) , on a:

3[x(t)]=sX(s)-x(0) = 3[x(t)]=sX(s)-a (1.55)
3[X(t)]=5°X(s)-sx(0)-x(0) = J[X(t)]=s"X(s)—as—b  (1.56)

On substitut les équations (1.54)(1.55)(1.56) dans (1.53) on obtient:
s?X(s)—as—b+3(sX(s)—a)+2X(s)=0
On fait sortir la valeur de X(s) : (s2 +3s+ 2) X(s)—-as—-b-3a=0

as+b+3a

X(s) =
(5) s> +3s+2

(1.57)

2) Une fois X(s) calculée, on cherche x(t) par la transformée de Laplace inverse. L'équation (1.57) a deux péles distincts -1 et -2 et peut étre
décomposée en une somme de fraction , voir section(2.6.1.1) :

= X(9)= 2a+b+aLb (1.58)
s+1 s+2
Donc de (1.58) ona:
X(t) =3 [X(s)] =3 {—za”}s—l [—‘”b} (1.59)
s+1 S+2

En se référant au Tableau 11,des paires de transformées de Laplace on trouve:
x(t) = (2a+b)e™t + (a+h)e ™ (1.60)
L'équation (1.60) est la solution de I'équation différentielle équation (1.52)

Exemple 6 :
Résoudre I'équation différentielle suivante : 2y +3y—2y=te™ avec y(0)=0, y(0)=-2 (1.61)

Solution : La transformée de Laplace de I'ED (1.61) est :

1

(s+2)2

2(5%Y (s)—sy(0) - ¥(0) ) +3(sY (5) - y(0)) —2Y (5) =

-10-




2
= (25 +35-2)Y () +4=——5  SY(9)= 1-4(s+2) _ avec 257 +3s—2=(25-1)(s+2)
(s+2) (25° +35-2)(s+2)

—4s®> —16s5-15
Y (s) = 1.62
%) (25—1)(s+2)3 ( )

On décompose Y (s) en une somme de fractions simples telle que :

__A B C D
::>Y(S)-—25_1+(5_|_2)+(S_|_2)2+(S+2)3 (1.63)
v (s A(s+2)’+B(2s-1)(s+2)" +C(2s-1)(s+2)+ D(2s-1)

(2s-1)(s+2)’
(A+2B)s® +(6A+7B+2C)s? +(12A+4B +3C +2D)s +8A—4B—2C —D

Y(s) =
=Ye (25-1)(s+2)

(1.64)

Par identification entre les équations (1.64) et (1.62) on trouve :

A+2B=0
6A+7B+2C=-4
12A+4B+3C+2D =-16
8A-4B-2C-D=-15
avec quatre variables A,B,C et D. ceci est équivalenta J.y =K = y=J"K:, avec

cet ensemble d'équations peut étre résolu avec les méthodes usuelles, on a un systéeme régulier de 4 équations

1 2 0 0 A 0 -1.536
6 7 2 0 B —4 0.768
= ,Z = ,K = - Z =
12 4 3 2 C -16 -0.08
8 4 -2 -1 D -15 -0.2
La solution est telle que A=-1.536, B=0.768, C=-0.08, D=-0.2.
Y (s) = -1.536 N 0.768 N -0.082 N -0.2 : (1.65)
2s-1 (s+2) (s+2)° (s+2)
= y(t) =—0.768e% +0.768e % —0.08te ' —0.2t% (1.66)

y(t) est donc la solution de I'équation différentielle (1.61). Ici on a eu recours au Tableau 11 des paires de Laplace.

Sur Matlab ce méme calcul se fait trés facilement selon le programme suivant :

Instructions Matlab Résultat d'exécution
%Solution du systeme d"équations shi =
Y- -1.5360
J=[1 2 0 0; 0.7680

6 7 20; -0.0800

12 4 3 2; 0.2000

8 -4 -2 -1] e
%__ —
K=[0;-4;-16;-15] -1.5360
%—— B=
shi=inv(J)*K 0.7680
%—- C=
A=shi(1) -0.0800
B=shi (2) =
C=shi(3) -0.2000
D=shi(4)

Tableau 4: Solution d'un systéme d'équations par Matlab

-11-




Chapitre.3. Représentation des systemes asservis

3.1 Modélisation mathématique des systemes dynamiques

Un modeéle mathématique est I'ensemble des équations mathématiques qui décrivent le comportement d'un systeme dynamique. Dans ce
chapitre on présente les modeles les plus connus et utilisés en automatique notamment les équations différentielles, la fonction de transfert et
I'espace d'état, Figure 12. Le modeéle doit &tre choisi selon la particularité du systeme, la fonction de transfert est plus convenable dans I’étude
du régime transitoire ou la réponse frequentielle d'un systeme SISO, la représentation dans I’espace d’état quant a elle, elle est plus convenable
dans le cas de commande optimale. Tous ces modeles sont liés les uns aux autres et le passage entre aux est faisable.

' Le systéeme
Entrée U sl physique j—p Sortie du systéme

Akl 2l

Représentation | i—ia 4 Jiu

\ 4 A 4 A 4
équation différentielle fonction de transfert Espace d'état
AbalaT Addas JE A sl plad

i 1

Figure 12. Modeles mathématiques des systemes dynamiques

3.1.1 La fonction de transfert:

La fonction de transfert d’un systeme linéaire invariant dans le temps SLIT est une fonction algébrique en 's' la variable complexe, elle
représente le rapport entre la transformée de Laplace de la sortie et la transformée de Laplace de I’entrée d’un systeme dynamique, telle que
toutes les conditions initiales sont nulles.

Signal de sortie

[ [
[Signal d ‘entrée]” @D

3
G(s) = 3 -
Conditions initiales nulles

Soit le systeme LIT decrit par I’ED dans I'équation (2.2) telle que toutes les conditions initiales sont nulles :

m ) (-2 ) (m  (m-1)  (m-2) )
a y+a y+a, y +...a,,y+a,y=b, x+b x +b, X +....b, X+Db,x(2.2)

Avec a,,a,,a,,.....a,,,a, =b,,b,b,....b, ,,b, , des constantes, y est le signal de sortie, et x est le signal d'entrée. n: I’ordre du systéme avec

n=m.
Calculons d'abord la transformée de Laplace de I'ED (2.2)

La fonction de transfert du systeme est selon I'equation (2.1) :

L Y(s) by +bs™ 4 bys™ P 4 by S+ Dy, 2.3)
X(s) ays"+as"t+ays"t 4.4, 5+a, '
3.1.1.1Pbles et zéros d'une fonction de transfert:

Les valeurs de s pour lesquelles G(s)=0 c'est a dire les racines du numérateur s'appellent les zéros de la Fonction de transfert on les désigne
par des petits cercles sur le plan-s "O".
Les valeurs pour lesquelles G(s)=o c'est a dire les racines du dénominateur s'appellent les pdles de la fonction de trasfert (ou du systeme) on

les désigne par des croix "X" dans le Plan-s.
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Figure 13. Les pdles sont designés par des croix et les zéros par des cercles dans le Plan-s

Exemple 7 : Fonction de transfert d'un systeme électrique :
Soit le circuit RC de la Figure 14 :
1) Trouvons I’équation différentielle liant la tension de sortie v2 a v1 (entrée) ainsi que la fonction de transfert du circuit F(s):

= Circuit RC

Figure 14.Circuit RC

Solution: on a selon la loi des mailles :
v; —Ri—v,=0 et
1. . dv
v, =—f|dt =i=c—2
c dt
En substituant dans v1 on obtient :

v, = RcdstZJrv2 =V, +Rev, =v;s (2.4)

L'équation (2.4)est une équation différentielle de 1* ordre, on calcule sa transformée de Laplace, on obtient :
V,(s)+ ResV,(s) =V4(s) (2.5)

la fonction de transfert correspondante est donc :

Vo(s) 1
V,(s) 1+Rcs

F(s) = (2.6)

Si on veut avoir I’expression de la sortie en fonction de I’entrée, cad résoudre I’équation différentielle, il suffit de calculer la Transformée de
Laplace inverse de V,(s). On a a partir de I'équation (2.6):

V,(s) = F(s)V,(5) (2.7)

V1 (t) représente la valeur de tension du générateur a courant continue. V1 (t)=12v c'est une constante don sa transformée de Laplace est :

12
Vi(s)=" (2.8)
Substituons les équations (2.6) et (2.8) dans (2.7)on obtient
1 12
V,(s) = — 2.9
() 1+Rcs s 29)
V(s) peut étre décomposée pour avoir :
12 1
V,(s)=—-12 2.10
() =5 125 e (2.10)
La transformée de Laplace inverse de V,(s) est :
V, (t) =12(1—-e %) (2.11)

Exemple 8:Fonction de transfert d'un systéme mécanique:

Soit le systeme mécanique masse ressort amortisseur donnée dans la Figure 15.

2) Trouvons I’équation différentielle liant I'oscillation de la masse représentée par la sortie z(t) et la force extérieure appliquée qui représente
I'entrée du systeme, ainsi que la fonction de transfert du systeme F(s), avec m est la masse k est la raideur du ressort et B est le coefficient
d'amortissement:
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i
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m ——— fin

Figure 15. Systéme masse ressort amortisseur
Solution:
a. Pour un systéeme mécanique on applique la loi de Newton-Euler qui déclare que la résultante des forces extérieures égale la masse fois
I'accélération du corps.

Z fexterieure =mZ=f+ fressort + famortisseur (2-12)

avec {fresw” =k , (2.13)
1Eamortisseur =—bz
=>mi="f-kz-bz (2.14)
L'équation différentielle régissant le systeme mécanique Figure 15Figure 15 est donnée par :
mZ+bz+kz=f (2.15)

b. La fonction de transfert est par définition la transformée de Laplace de la sortie cad dans notre cas Z(s) sur la transformée de Laplace de
I'entrée f(s), on calcule donc la transformée de Laplace de I'ED

ms®Z (s) +bsZ (s)+kZ(s) = f(s) (2.16)
= Z(s)(ms® +bs +k) = f(s)

Donc la fonction de transfert est donc :
Z(s) 1

2.17
f(s) ms®+bs+k (2.17)

= G(s) =

3.1.2 Réponse impulsionnelle

Pour un systeme linéaire dont la fonction de transfert est G(s), lorsque le signal d'entrée est une impulsion de Dirac, la réponse y(t) de ce
systeme est dite la réponse impulsionnelle et est donnée dans le domaine de Laplace par :
Y (s) =G(s).0(s) (2.18)
avec S(s) =1 est la transformée de Laplace de I'impulsion de Dirac, voir Tableau 11, on obtient donc :
Y (s) =G(s) (2.19)
La réponse impulsionnelle g(t) est simplement la TL inverse de la fonction de transfert G(s):

g(t) = y(t) = 37(G(9)) (2.20)
Cette réponse contient toutes les informations sur le systeme, donc pour étudier le comportement dynamique d’un systeme linéaire il suffit
d’étudier sa réponse impulsionnelle.

3.1.3 L'espace d’état :

L'utilisation de la méthode classique qui est la fonction de transfert dans la modélisation et I'étude des systéemes dynamiques est uniquement
applicable dans les cas suivants :
a. Les systemes a entrée et sortie unique "SISO"
b. Les systemes linéaires ou ceux qui peuvent étre linéarisés
c. Les systemes invariants dans le temps cad dont les parametres sont constants.

L'approche d'état est une méthode modélisation des systémes dynamiques plus généralisée et plus moderne par rapport a la fonction de
transfert. elle est plus convenable dans I'étude des systemes ayant plusieurs entrées et plusieurs sorties (MIMO) ou les sytéemes non linéaires
qui sont décris dans le domaine temporel par des équations d'état. Les équations d'état sont un ensemble d'équations différentielles de premier
ordre.

L'approche d'état se distingue par rapport a la fonction de transfert par le fait d'introduire un nouveau concept pour la description d'un
systeme dynamique notamment les variables d'état. Les variables d'état donnent une information sur les variables internes d'un systéme ce que
ne donne pas la fonction de transfert, cette information est trés utile dans I'étude de la structure et les propriétés du systéme, elle permet aussi
de résoudre de problémes de commande a haute
performance comme la commande optimale,

. . r
adaptative ou aussi robuste.

n équation différentielle ‘

de premier ordre '
94 2 Alalil Sdaall (e I S

Systéme - 1 équation différentielle
d’orden
SO Saal g Al Adalaas Jiaa alaldll
naaxl

Figure 16. De I'¢quation différentielle a I'espace d'état

Pour un systeme linéaire invariant dans le temps, le modele d'état est donné par :

X =Ax+Bu (2.21)
y =Cx+Du (2.22)
X(0) = x, (2.23)
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Avec X =[X;,X,,..., X,] est le vecteur de variable d'état de dimension (nx1) avec n est I'ordre du systéme étudié. A est la matrice d'état de

dimension (nxn) elle contient les parametres du systemes. B est la matrice d'entrée de dimension (rx1) avec r est le nombre de signaux d'entrée
. C est la matrice de sortie de dimension (mxn) avec m est le nombre de signaux de sortie. D est la matrice de contre-réaction de dimension
(mxr).

L'équation (2.21) est dite I'équation d'état, I'équation (2.22) est dite I'équation de sortie et I'équation (2.23) représente la condition initiale pour
la variable d'état.

Le premier objectif de cette partie est de résoudre I'équation d'état (2.21) en trouvant la valeur de x(t). Cette solution est discutée dans la
section(3.1.3.2).

3.1.3.1Représentation d’état d’un systeme d’ordre n :
Soit le systeme dont I’équation différentielle est donnée par

m 0 (-2
y+a, y+a, y +..a,,y+ay=u() (2.24)
(n-2) (n-1)
la connaissance des valeurs initiales y(0), y(0),.......... y(0), y(0) et de la commande u(t) permet de connaitre le comportement futur du systéme.
Un choix convenable des variables d’état x peut étre? :
(-1
x=[y, ¥,y y1 (2.25)
= X=[X;, Xy, Xg,*** X, ] (2.26)
Xy =
X2 = y
Onadonc: X3=Y (2.27)
(n-1)
Xn=Y
X =Y
Xz = y
En derivant (2.27) par rapport au temps on obtient : < X; ="y (2.28)
o (-1 (n-2) _
Xo=Y=-3 Y —-a Yy —..a,4Y—a,y+u(t)

(n)
avec y dans le systeme (2.28) est calculée a partir de I'équation différentielle (2.24).
En utilisant la définition des variables d'état dans (2.27) on écrit les systeme (2.28) uniquement en fonction des variables d'état et leurs
dérivées, on trouve donc:

X1 =X,
Xz = X3
%5 = X, (2.29)

Xy 0 1 0 0| x4
X, 0 0 1 0 || X,
=| %3 |=| O 0 0 . i | X3|+|0u (2.30)
: 0 0 0 - 1]: :
_Xn_ __an —dnq Ay an_ _Xn_ _1_
Avec I'équation (2.30), on a donc obtenu la forme de I'équation d'état (2.21) avec :
0 1 o - 0 0
0 0 1 0 0
A=| 0 0 o . :1],B=|0 (2.31)
0 0 o - 1 :
|8y, @1 —8zp ctr @p | _1_
Il nous reste maintenant de représenter I'équation de sortie (2.22). On a choisi dans (2.27):
=Yy
(2.32)
=>y=X
On écrit I'équation (2.32) en fonction du vecteur d'état complet donné dans I'équation (2.26) on obtient I'équation de sortie suivante :
X
Xy
y=[L 0 - 0] .°|=CX+Du (2.33)
X

2 D'autres choix du vecteur de variables d'état x peuvent étre faits, dont les formes canoniques, mais ceci sort du cadre de ce cours et présente juste une introduction &
I'espace d'état.
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avec:C=[1 0 .- 0],D=0

Exemple 9 : Soit le systéme masse ressort amortisseur de la Figure 15, son entré est la force f et sa sortie est z. Il est régi par I'équation
différentielle (2.15) qui se peut se mettre sous la forme suivante:
'z'+£z+£z=if(t) (2.34)
m m m

Exprimer ce systeme dans I'espace d'état.

Solution : Le systéeme est d’ordre 2, donc le vecteur d’état est x=[x1, x2] et on a une seule entrée u=f :
Un choix des variables d'état est :

X, =12
. (2.35)
X, =1
donc en dérivant par rapport au temps on trouve :
X, =1=X,
. (2.36)
X, =1
. \ . el e b, k 1
A partir de I’équation différentielle (2.34)ona: X,=7=—-—7—-—z+— f(t)
m m m
X =X,
b k 1
X, =——X,—— X +—U 2.37
el (2.37)
y=X
X 0 . X
X, —— —— || X, —
m m m (2.38)
X
y=[1 0] 1}[o]u
X2
0 1 0
X = X+ u
= kb 1 (2.39)
m m m
y=[1 0]x
0 1 0
= A=| k B|,B=|1[,C=[1 0],D=0(2.40)
m m m

3.1.3.2Solution de I'équation d'état :

Une fois I’espace d‘état construit il est nécessaire de le résoudre afin de connaitre le comportement de la sortie ou des variables d’état en
fonction du temps.

Il s’agit de résoudre une Equation Différentielle du 1" ordre, X = Ax+ Bu c'est I'équation d'état, équation (2.21), ceci donne I’état x(t) et
puis on cherche la sortie y=Cx pour D=0 a partir de I'équation de sortie (2.22). Pour une équation différentielle on chercher d'abord une
solution homogeéne pour une entrée nulle u=0 et puis on chercher la solution générale.

3.1.3.2.1 Solution homogéne u=0
La solution homogene est la solution de I'équation différentielle

X = AX (2.41)
= SX(3)-X(t,)=AX(Ss)
= x(5)=[s1-A] " x(t,) (2.42)
— X()=3" ([sl-A]‘l)x(tO) (2.43)
= X(H)=p(t,t,)X(t,) (2.44)
On pose :
o(tt,)=3" ([sl-A]‘l) (2.45)

o(tt,) , sappelle la matrice de transition d’état.

Cette transformée de Laplace inverse (2.4:5) est identique au Théoréme du développement de Heaviside, section(2.5.11), applicable aussi
dans le cas des matrice. Donc en utilisant I'équation (1.29), on trouve I'expression dans le temps de la matrice de transition d'état :

p(t,t))=e ) (2.46)
Donc la solution homogene est
x(t)=e*"x(t,) (2.47)

3.1.3.2.2 Solution globale u(t)#0: X = Ax+ Buavec X,=X(t,)

La transformée de Laplace donne :
sX(s) — X, = AX(s)+BU(s) (2.48)

= X(5)=[sI-A] " x(t,)+[sI-A] ' BU(s) (2.49)
Donc x(t) est calculée par la transformée de Laplace inverse, elle est donnée par :
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X(t)=3" ([sl-A]‘l)x(t0)+s-1 ([sl-A]‘1 BU (s)) (2.50)
La solution x(t) comporte la transformée de Laplace inverse (2.43), c'est la solution homogene (2.44). L'équation (2.50) devient :
()=t t, )X(t, )+ " ([sl-A]*l BU (s)) (2.51)

La deuxiéme partie de la transformée de Laplace inverse: 3 ([sI-A]_l BU (s)) est une transformee inverse de deux fonctions exprimees dans

Laplace [sI-A]f1 et U(s) avecB constante n'affectant pas la transformée. La propriété du produit de convolution s‘applique, voir

section2.5.5),
On a donc a partir de la propriété Erreur ! Source du renvoi introuvable. :

X(O=0(t,t)X(t,)+3 ™ ([sl -A]‘l)* B3 (u(s)) (2.52)
En utilisant la définition du produit de convolution (1.21), on obtient :

X(t):go(t,to)x(t0)+j‘(0(t-r,t0)Bu(z')dr (2.53)

to

t
La réponse y(t) est donc : y=Co(t,t,)X(t,)+C | p(t-7.t,)Bu(z)dz (2.54)
)

Pour compléter cette solution, il reste le calcul de la matrice de transition (2.46). On peut la calculer par le calcul direct de la transformée de
Laplace inverse 3™ ([SI-A]_l) .

3.1.3.3Relation entre I’espace d’état et la fonction de transfert:

Soit la fonction de transfert d’un systeme donné :

G(s) :% (2.55)

La représentation d'état correspondante est donnée dans les équation (2.21), (2.22), la transformée de Laplace de ces équations est donnée par :

sX(s)— X, = AX(s)+BU(s) (2.56)
Y(s) = CX (s) + DU(s) (2.57)
avec X, =[0,0,.......... ]
A partir de I'équation (2.56), on obtient : X (s)[sl — A]= BU(s)

= X(s) =[sl - A] " BU(s) (2.58)

avec | est la matrice identité de dimension (nxn).
Remplacons X(s) par sa valeur dans I'équation de sortie (2.57) on trouve :

Y(s) = U(s)C[sl — A] " B +DU(s)
=Y(s) = [C [sI-A]"B+ DJ U(s)

Y(s) 1
:@_[c[sl ~A]"B+D]

on a donc la fonction de transfert G(s) calculée a partir de la forme d'état, et c'est :
=G(s)=C[sI -A] 'B+D (2.59)
Exemple 10 : Passage de I'espace d'etat a la fonction de transfert

Reprenons I’Exemple 9 de masse ressort amortisseur :
On applique la relation (2.59) en prenant en compte les matrices A,B,C et D données par I'équation (2.60):

-1

s 0 0 1 0
G(s)=[1 0] {O J— kb 1 +0 (2.61)

m m m
s -1 71'o
G(s)=[1 0] k b |1 (2.62)
m m m
On calcule la matrice inverse, ce qui donne :
s -1 . s+ 2 1
m
Kk B " b kK (2.63)
pul Sl NP U I L S
m m m- ' m 0

A partir des équations (2.62) et (2.63) on a:
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b
6=t 00— | [
P+ —s+—| -~ g

m m m
1

G(s)=—s———
() ms? +bs + k

(2.64)

La fonction de transfert (2.64) calculée a partir de la forme d'état (2.39) est donc identique a la fonction de transfert (2.17) calculée a partir de
I'équation différentielle (2.15) dans I'Exemple 8.

Sin on a une focntion de transfert définie par un numérateur et dénominateur 'den', lTinstruction suivante

fait le passage a I"espace d"état:
Exmple:
>> num=[1 2 3]

>> den=[1 3 3 1]

num

>>F=tf(num,den)

Transfer function:
sN2 +2s + 3

>>[A,B,C,D]=tf2ss(num,den)

A =
3 -3 -1
1 0 0
0 1 0
B =
1
0
0
C =
1 2 3
D =
0

>>[num,den]=ss2tf(A,B,C,D)
num =
1.0000 2.0000 3.0000
den =
1.0000 3.0000 3.0000 1.0000

>> F=tf(num,den)

Transfer function:
s"2 +2s + 3

s"3+3s™2 +3s+1

Tableau 5. Instruction de passage entre espace d'état et fonction de transfert et vice versa

3.1.3.4Notions de contrélabilité et d’observabilité dans I’espace d’état
3.1.3.4.1 La contrdlabilité :

Définition : Un systéme est dit contrdlable s’il existe un vecteur de commande u(t) qui transfere le systeme a partir de tout état initial x(to) &
un état finale x(t¢) en un temps fini.

Une condition suffisante pour qu'un systéme représenté par la forme d'état, équation (2.21), soit complétement® contrdlable est que la matrice
de contrélabilité M de dimension (nxn) soit de rang plein cad rang(M)=n. avec :

M=[B:AB:A°B:.--A"'B] (2.65)
On peut tester la contrdlabilité du systéme par le calcul du déterminant de M, il doit étre différent de zéro :

det(M) =0 (2.66)

%Sur Matlab on peut utiliser les instructions : ctrb, rank, et det pour calculer tester la contrélabilité:

¥ On dit complétement contrdlable et complétement observable car il y a d'autres formes de contrélabilité et d'observabilité réduites qui sortent du cadre de ce cours.
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>>M=ctrb(A,B) %Calcul de la matrice contrélabilité
>>rang_M=rank(M) %Calcul du rang
>>determinant_M=det(M) %Calcul du déterminant

Tableau 6 : Controlabilité sur Matlab

3.1.3.4.2 L'observabilité :

Définition : Un systéme est dit observable si I’état du systeme x(t) peut étre déduite de fagon exacte par I’observation de la sortie y(t) et
I’entrée u(t) sur un temps fini.

Une condition suffisante pour qu'un systéme représenté par la forme d'état, équations (2.21) et (2.22), soit complétement observable est que
la matrice d' observabilité O de dimension (nxn) soit de rang plein cad rang(O)=n. avec :

C
CA
O=| CA? (2.67)

CA™*
On peut tester I'observabilité du systeme par le calcul du déterminant de O, il doit étre différent de zéro :

det(0) = 0 (2.68)

>>0=0bsv(A,C) %Calcul de la matrice d"observabilité
>>rang_M=rank(M) %Calcul du rang
>>determinant_M=det(M) %Calcul du déterminant

Tableau 7 Observbilité sur Matlab

Exemple 11: Vérifier si le systeme suivant est complétement contrélable et completement observable.

NI MR

y=[1 —1][;(1}+[O]u

2

(2.69)

Solution:

-2 0 1
De I'équation (2.69) ,on a: A:[3 5}, B:{O}, C=[1 -1.

1) Test de controlabilité : le systeme est d'ordre 2, donc la matrice de controlabilité est :

5 5)ofls]
M=[B:AB] et AB = -
3 -5/0| |3

1 -2
donc M =
o 3]

le déterminant de M est det(M) =3, il est différent de zéro donc le rang de M est plein rang(M)=3 et par conséquent le systeme est
complétement contrélable.

2) Test d'observabilité : La matrice d'observabilite est telle que :

C -2 0
(0] :[CA} et CA=[1 —1]{ 3 _5} =[-5 5]
donc O :{ L _1}
-5 5

Le déterminant de O est det(O) =0, il est nul donc le rang de O n'est pas plein rang(O)=1 et par conséquent le systeme n'est pas complétement
Observable.

3.2 Algebre des schémas fonctionnels:

Le schéma fonctionnel consiste a une représentation graphique abrégée d’un systeme physique. C’est un moyen aisé de caractériser les
relations fonctionnelles entre les différents organes d’un systeme de commande.

3.2.1 Eléments de base :

Dans cette section on présente les éléments de base des schémas fonctionnels, pour chaque élément on donne la relation qu'il représente:
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3.2.1.1Les comparateurs

V1 V1

?J
o
e
—_
~
p —
Il
p—
_I_
p—
[ ] .
?
—
-
—
~
p
Il
p—
|
e
| ]

3.2.1.2Les fleches d’orientation de la circulation des signaux :

Indique le sens d'orientation des signaux et ne peuvent étre changees

3.2.1.3Les rectangles :

IlIs décrivent le role d'un élément :

x(7) Description y(1)
de I'élement
i) :Ln,g.n. a g

. ; | x(t) y(t) . _
e [ e 2CRONE _’[I > 5y (=[x

x&) (s) -
F(s
o e !
>~ 4 »( )—7 S_Q_py %y Y(s)=F(s)X(s)+Y,(s)
V2 |

Tableau 8. Exemple de rectangles dans les schémas fonctionnels et leurs réles

3.2.1.4Point de dérivation

3.2.2 Association de fonctions de transfert:

3.2.2.1 Association de FT en série ou cascade

(1)

x(—>|t) F(s)]—)[G(S) AQ %/xm m 5

3.2.2.2 Association de FT en paralleéle:

» F(s)

T e 5 e

3.2.2.3Fonction de transfert en réaction

V1

La fonction de transfert en réaction veut dire qu'un signal de sortie est réinjectée a I'entrée du systéme, c'est dans le cas des systémes en boucle
fermée, voir section (1.2.2)
Calcul de la fonction de transfert équivalente du systéme de la Figure 17

x(f) >y
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Figure 17. Fonction de transfert en contre-réaction
ona Y (s)=G(s)E(s) et E(s)= X (s)—B(s)onadonc Y (s)=G(s)(X(s)—B(s))
d'un autre coté : ona B(s)=H(s)Y(s)donc:

Y (5)=G(s)(X(s)—H(s)Y(s))
= (1+G(s)H(s))Y (s) = G(5) X (5)

=Y(s)= __ GO X(s)
1+G(s)H (s)
Donc la fonction de transfert e réaction ou en boucle fermée est :
Y(s)  G(s)

= F(s)= (2.70)

X(s) 1+G(s)H(s)

x(1) G(s) y(t)
| 1+ G H(s) | '

Figure 18. Fonction de transfert équivalente contre-réaction

3.2.3 Schéma fonctionnel d’un systeme asservi en boucle fermée

La forme canonique d’un systeme asservi en boucle est la forme donnée sur la Figure 17.

On définit les quantités suivantes :

G(s): est la fonction de transfert direct.

H (s) : est la fonction de transfert de retour.
B(s)
E(s)
B()
X(s)
E@©)
X(s)
Y(s)

m est la fonction de transfert en boucle fermée. elle est donnée par I'équation (2.70).
S

=G(s)H (s) : est la fonction de transfert de boucle dite aussi le transfert de boucle ou fonction de transfert en boucle ouverte.

: Rapport de retour primaire.

: Rapport d'erreur.

Le dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée, équation (2.70), donne I’égquation caractéristique du systeme en boucle fermée
D(s).

D(s) =1+ G(s)H (s) (2.71)

Les racines de I'équation caractéristique (2.71), D(s)=0, sont les poles du systeme en boucle fermee, ils sont primordiaux dans I'étude des
performances et de la stabilité du systéme de commande.

3.2.3.1Le bouclage a retour unitaire :

Soit le systeme général en boucle fermée donné dans la la Figure 17. Un

systeme est dit & retour unitaire si E(s) H(s)=1. voir
S
x (1) y
B(s)

Figure 19 bouclage a retour unitaire

Tout systeme bouclé peut étre transformé en bouclage unitaire

Figure 20. Passage au systeme a bouclage unitaire
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Un schéma fonctionnel d’un systeme de commande compliqué peut étre simplifié en utilisant quelques transformations voir Tableau 9 :

3.2.4 Réduction des schémas fonctionnels complexes

Transformation

Equation

Block Diagram

Equivalent Block
Diagram

Combining Blocks
in Cascade

Combining Blocks
in Parallel; or
Eliminating a
Forward Loop

Y = (P P)X

= P X = P,X

P, P,

Removing a Block
from a Forward Y
Path

X P, g
=

Py

— P, TPy

+ PP,

Ik

Py

Eliminating a v
Feedback Loop

PyX = P,Y)

Removing a Block
from a Feedback | Y
Loop

= P(X = P,Y)

LA P,

Rearranging Z
Summing Points

[

=
It
E9
I+
~

&b

Rearranging
Summing Points

Moving a Summing
Point Ahead of a
Block

Moving a Summing
Point Beyond a
Block

z =

PIX = Y]

Transformation

Equation

Block Diagram

Equivalent Block
Diagram

Moving a Takeoff
Point Ahead of a
Block

10

Moving a Takeoff
Point Beyond a
Block

PX

-

11

Moving a Takeoff
Point Ahead of a
Summing Point

12

Moving a Takeoff
Point Beyond a
Summing Point

Tableau 9 Réduction des schémas fonctionnels complexe
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Exemple 12: Réduire le schéma fonctionnel d'un systéme de commande donné dans la Figure 21

Gy

Figure 21. Schéma fonctionnel a réduire 1

Solution : En utilisant les propriétes de réduction données dans le Tableau 9, on réduit branche par branche :

1) 4)
R+ I _G(;(E‘H Gq + Gy
GI Gi - = — GIG-I. " _ 1 !
2)
H
G, 2
+
Gy = = G+ Gy — 5)
R+, G1Gy(Gg + Gy)
3) 1 — GiGH,
+ N . GGy -
\r GiGs 1= GGH,
+ H,
H,

Exemple 13: Réduire le schéma fonctionnel d'un systeme de commande donné dans la Figure 22 :

Figure 22. Schéma fonctionnel a réduire 2

Solution : En utilisant les propriétés de réduction données dans le Tableau 9, on réduit branche par branche :

1) 3)

I
G,

. T e Tl i GGy nixl GGG O
" : GG | = GGy, + GGl G GGGy

(i\
{ Hy |
L

o P GGGy .
v '?' ! 1= GGyl |+ GGy H, "

H, |

Exemple 14: Réduire le schéma fonctionnel d'un systeme de commande donné dans la Figure 23:
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Figure 23. Schéma fonctionnel a réduire 3

Solution : En utilisant les propriétés de réduction données dans le Tableau 9, on réduit branche par branche :

1) On simplifie la branche de la somme : 2) On simplifie le bouclage :
R(s) . e C(s)
— "W G3()G2(s) R(s) G3(5)G(5)G(s) C(s)
— F———

|+ G}(.\')Gg(.‘;‘)[Hﬂ.\') H:r{\) + H_‘;{.s'}]

Hy(s) — Hy(s) + Hi(s)

Exemple 15: Réduire le schéma fonctionnel d'un systeme de commande donné dans la Figure 24 :

Figure 24. Schéma fonctionnel a réduire 4

Solution : En utilisant les propriétes de réduction données dans le Tableau 9, on réduit branche par branche :

1)Simplification du schéma Figure 24 entre C(s) et V4(s) donne :

¥

R1.‘l'] 1 : ; J L" 2 ‘} al ". Ji\ ’:. :
1 ] (- [ ) (J [-. ﬁ —(..._
. v = 3 & i
‘1,’,["-)
I/{r( _]

Hlf\}

2) On fait rentrer G1(s) dans la boucle entre V4(s) etV2(s) ceci donne :

1”4 [ & J

R(s) + Vits) + Gals) Cls)

G(5) Ga(s) IEYeREYVAE Gy ()

(s Fals)
G i)

Vels)

H 1(S)

3) On simplifie au niveau de la somme sur 1/G2(s) aprés le point de dérivation de V4(s) :
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4) Les

sommés pour avoir un seul

Ri(s) +

deux

R(s) + Vi(s) + . . Fi(s) 1, Gy(s) C(x5)
= = Gi()Gats) Tl Gas) "l G1(3)HA(5) =
retours sur V4(s) peuvent
| FA(5) I retour :
V(s 1 T4 C(s)
G(5) G () als) ( — |)( {-‘m )L
Crols) A Gals)H ()
(%)
—— + H(s) |-
Gl(.‘i} ](
5) On simplifie la boucle fermée V4(s) et R(s)
R(s) (5)Ga(5) Fa(s) ( 1 G(5) C15)
- - | -
1+ Ga(s)HA(s) + Gils)Go(s)H (s) \Ga(5) )(] = Gals) Hi(s)

6) A final on multiplie les fonctions de transfert C(s)/\VV4(s) et V4(s)/R(s) qui sont en cascade pour trouver la fonction de transfert globale :

R(s)

() Gy (s)[ 1+ Gals))

=

[l T GEH}.”:{\;I T G]{S]G:{!}]ﬁ{i)][l +G;(T}“;[\}]

C(s)
-

étre
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Chapitre.4. Analyse temporelle du regime transitoire des

systemes de base

4.1 Introduction:

4.1.1 Les signaux de base de test:

Les signaux de base ou les signaux de commande sont les signaux qui sont généralement utilisés pour exciter un systeme de commande
dans le but d'étudier son comportement c'état sa réponse ou I'évolution temporelle ou fréquentielle de sa sortie. Parmi ces signaux on a
I'impulsion de Dirac, I'échelon unitaire, la rampe ou la parabole. Les signaux de type sinusoidal sont utilisés pour étudier la réponse

fréquentielle d'un systéme.

L'impulsion de Dirac

5(t)=0 pour t=0

[ o(tyt=1

—00

t<0

“0:{3 t>0

4.2 L'intégrateur:

La rampe

_ 1, t>0
. u(t)=
0, 1t<0
t
i) sin(wt), t>0
Unit slope X(t) - { 0 t<0

Time
0

Tableau 10 : Les signaux de commande de base

5(r) ={A 1=0 d
0 1+ =
drt

A r=0
u(r) = {0 20 d
dt

r(r):{Ar r=>0
0 t<0 d

Figure 25. Relation entre les signaux de base

L'échelon unitaire

La parabole

u(t)

Tirna 8]

Dans un navire si on fixe I’angle de barre a une valeur constante u, la sortie évolue infiniment en fonction du temps « pratiqguement » le navire
tourne sans cesse c’est I’integrateur!

Figure 26 : Exemple d'intégrateur

L'équation différentielle qui représente l'intégrateur est donne par :

y=ku(t) =y =Jt-ku(t)dt +y(0) (4.1)

Si les conditions initiales sont nulles, on a donc la transformée de Laplace de I'équation (4.1):
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sY (s) =kU(s)

Y (s) =§U(s) (4.2)

k

Un intégrateur dans le temps a une fonction de transfert LS : X—s — |y
S
)

1
< P Integrator

Figure 27. Bloc intégrateur dans Simulink

4.3 Le dérivateur:

y(t) = _at = Y (s)=sU(s)
Y (s)

Donc la fonctionde trasnfert est donnée par m =s mais c'est la forme parfait elle n'existe pas en pratgiue ceci
S

r

o

La dérivation se traite numériquement par exemple par programmation sur Matlab. Ou en utilisant les blocs Simulink :

dudtp  Derivative

Figure 28. Figure 29. Bloc intégrateur dans Simulink

4.4 Les Systemes de premier ordre :

N . N ;- . . cpes . er
Les systemes de premier ordre sont tous les systémes décrit par une équation différentielle de 1 ordre de la forme :

y+Ty =ku(t) (4.3)

La Transformée de Laplace de(4.3) © Y (s)+TsY(s)=kU(s)

k

Y (s) :[—HTJU(S) (4.4)
k

G(s) :L+TJ (4.5)

Tout systéme ayant une FT de la forme de G(s) est dit du premier ordre.
k=G(0): le gain statique (steady state gain
T: constante du temps (time constant).

4.4.1 La réponse indicielle :

La réponse indicielle d'un systeme est la réponse correspondant a un signal d'entrée échelon. Donc si est u(t) échelon donc U(s)=1/s donc de
I'équation (4.4) on trouve :

k |1 k 1
Y(5)=| —— |==Y(s)=—-k 4.6
=Y ) [1+TSL =) S s+1T (4.6
LA transformée de Laplace de (4.6) est :
y(t)=kl-e"")(4.7)
y(0)=0, y(»)=k

Donc la réponse démarre a une valeur nulle et tend vers une valeur finale constante égale a k qu'on appelle le gain statique.

On a une caractéristique importante pour t=T :
y(T)=k(-e™)
y(T) =k(1-0.3679)
y(T) =0.6321k
= y(T) =0.632 y()

27-



-La constante de temps T est la valeur pour laquelle la sortie arrive a 63% de sa valeur finale.
-Le systéme est d'autant plus rapide quand T est plus petite.

4.4.1.1-Mesure de la constante de temps T:

-On peut mesurer (ou identifier) la constante du temps T & partir d’une courbe de réponse d'un systeme de premier ordre de deux fagons:
Figure 30:

1. Latangente a I’origine et le point d’intersection avec la valeur finale est T
2. Chercher T a 63.2% de la valeur finale

/

1
, Slope = —
_L(fk) A (,/ j}f“ T %,(t) =k(l-e7)

r———

| 0.632

—
o
=]
—0993%) ——————=

l<«— 95%
<— 08.2%

P

T a7 5T 1

~ f=—632%
__'“_‘I‘ le— 86.5%

0

Figure 30. Identification de la constante de temps T

4.4.2 Laréponse a une rampe :

La réponse & une rampe consiste & calculer y(t) pour un signal d'entrée rampe u(t)=t, doncona U(s)=1/s*:
Donc de I'équation (4.4) implique pour k=1 :

k |1 1 1 T?
=>Y0O)=|— |5 =2Y(S)=———+ 4.8
%) [1+TSLZ ) s s 1+Ts( )
La réponse est donc la transformée de Laplace inverse de (4.8) et elle est égale a :
yt)=t-T +Te " (4.9)

Le signal d’erreur e(t)=u(t)-y(t) pour un systéeme de ler ordre a la propriété d'étre égal a la valeur de la constante de temps a I'infini. on

e(t) =u(t) - y(t)
=e(t)=t-(t-T+Te ")
=e()=T-Te""
La valeur finale de I'erreur e(t) est :
lime(t) =T ~Te™"

e(0) =T (4.10)

Donc quand t tends vers I’infini I'erreur tend vers T, on en conclu que plus la constante de temps est petite la valeur de I'erreur est petite.
-Remarque : On peu identifier un systeme de ler ordre a partir de la réponse a une rampe.

4.4.3 Réponse impulsionnelle :

La réponse impulsionnelle d'un systéme est la réponse correspondant a un signal d'entrée impulsion de Dirac. Donc si est u(t) est une
impulsion U(s)=1 donc de I'équation (4.4) devient :

k
=Y(s)= [m} (4.11)
Donc .
yt)=e"
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0 T 2T ar 4T !

Figure 31. Réponse impulsionnelle d'un ler ordre

La réponse impulsionnelle démarre a une valeur de 1/T et tend vers zéro quand t tend vers l'infini.

4.5 Les systémes de deuxieme ordre :

éme éme
Tous les systemes de 2 ordre sont des systemes dont I’équation difféerentielle est de 2 ordre et a une forme canonique unique du type :
Y+20w y+wly = Kwu(t) (4.12)
Encore la fonction de transfert de ces systemes a la méme forme canonique suivante :

Kw?
H(s)=— . 5 (4.13)
S°+20W, S+ W,

avec :

K :est le gain statique H(0).

w, :est la pulsation propre non amortie .
¢ :est le coefficient d'amortissement.

éme . .. R
Tous les systemes de 2 ordre sont analysées et commandeés de la méme facon. Le comportement dynamique transitoire du systeme de
2°™ ordre est complétement défini par ¢, w_, k qui sont directement liés aux poles de la fonction de transfert!

Les pdles de H(s), équation (4.13), sont les racines de I’équation caracteristique
s°+24w s+w’: =0 (4.14)
Pour calculer les racines de (4.14), on calcule le discriminant

A=(20w,) —4w2 = A=4wi(*-1)

_ 2w, +4/A Lo 2w, + JAwW2(¢? -1)

1,2 2 1,2 2
S, =—CW, £W,/¢? -1 (4.15)
4.5.1 Laréponse indicielle :
2 2
H(s) =y (s)= Kw, ERNORTS

$2+ 20w, 5 +W? (s +2¢w,s+w?)s

On distingue 4 cas selon lavaleur de ¢ s, =—¢w, tw, /¢ -1

Cas 1: ¢ =0 donc de (4.15); on a deux poles imaginaires purs s, = jw,, S, =—]Jw,:

n*

2
Donc I'équation (4.16) devient: Y (s) = _KW” - E:Y(S)ZK_L:
(s-+w)(s— jw) s s (s2+w)
SY(O) = (4.17)
s (sP+w?)

En calculant la transformée de Laplace inverse de Y(s) dans I'équation (4.17). La réponse indicielle pour ce cas est donnée :
y(t) = K- K cos(w,t) (4.18)

La réponse est oscillatoire et non-amortie : on a des oscillations entretenues.
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Step Response

Amplitude

o

o] [
—
I
—
i
T
i
S
i

05/ / \ / \ \
ol | (. | \
ol | \./ \ o/ \ \
. \/ \J \/

] o o C oy 20 Z5
Time (sec)

Figure 32 : Réponse oscillatoire du systéme de 2eme ordre pour £ =0

Cas2: 0<¢ <1 donc de (4.15); on a deux pdles conjugués s, =W, + jw, /¢* =1, s, =—CW, — jw, /> -1:

On pose :
Wy =W, ¢ ~1 (4.19)
= §=—CW,— de ' S, =—¢W, + de (4.20)
2
=Y (s)= _kw, _ (4.21)
s(s+4w, + jwy )(s+<w, — jw,)
Pour K=1:
1 S+<4w w w
=Y(s)=—- 52“ 2—5 n 4 2(4.22)
S (s+<4w,) +wi Wy (s+<4w,) +wg
La transformée de Laplace inverse de (4.22) est :
y(t) =1—e """ cos(w,t) W gt sin(w,t) (4.23)
w

d

Prenons en compte I'équation (4.19) on obtient:

4

—=sin(w,t) | (4.24)
J1-¢°2 J

(\/1—42 cos(w,t) +gsin(wdt)) (4.25)

= y(t)=1-e " [cos(wdt) +

e—{wg
i

Cette équation peut se simplifier si on trouve une variable £ telle que :

= y()=1-

o<Wt

y(t)=1- \/1_7 (sin() cos(w,t) +cos(B) sin(w,t)) (4.26)

En identifiant les équations (4.25)(4.26), on obtient :

J1-¢7% =sin(p) . an(g) = V¢
¢ =cos(p) ¢

= f= tanl(—*'lggz) (4.27)

Le terme : sin(f) cos(w,t) + cos(f)sin(w,t) =sin(w,t + 5) , I'équation (4.27) devient donc :
—Lwpt
y(t)=1-
J1-¢2

La réponse du deuxiéme ordre est une fonction de forme sinusoidale dont I’enveloppe est une forme exponentielle, voir Figure 33.
La réponse est sous-amortie : il y a des oscillations amorties, c’est le cas auquel on s’intéresse.

sin(wyt + /) (4.28)
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Step Response
1.8 —* T
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) cas
=03
» ;\\\ ’ oz
=05
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L //‘i l éig,;
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0.2
0
0 5 10 15 20 2 30 3% 20 45 50

Time (sec)

Figure 33 : Réponse indicielle sous amortie du systéme de 2éme ordre pour 0< ¢ <1:

Cas 3 : ¢ =1 donc de (4.15); on a un pdle double réelle strictement négatif: s, =-w,
L'équation (4.16) s'écrit donc :

Sy (-1 (4.29)
(s+w,) s

= yt)=1-e "' 1+w,t) (4.30)

La réponse est apériodique, elle atteint sa valeur finale le plus rapidement possible sans oscillation et sans dépassement.

Step Response

Amplitude

=

0 0 10 15 20 25 30 3 40 45 50

e )

Figure 34 : rRéponse apériodique du systéme de 2eme ordre pour £ =1

Cas4 : ¢ <0 donc de (4.15); on adeux poles positifs instables s, =—¢w, £w, /¢ -1:
Les pdles sont réels positifs et la réponse diverge et tend vers I’infini, voir Figure 35.

Step Response
5000 T T

Amplitude

)
¢
€
K

<>
<
—_

-5000
0 1 2 S 4 o) 6 m 8 ) 10

Figure 35 : Réponse indicielle qui diverge pour £ <0:

4.5.2 Spécifications de la réponse indicielle :

Dans une réponse indicielle, il y a certains paramétres qui spécifient I'allure de cette réponse, ces parametres sont :

-31-



1.8
1M
AL
p System: F
1.2 Time (sec): 17
\ 1 O 5 Amplitude: 1.04 1 OZ
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Figure 36. Spécifications de la réponse indicielle d'un systéme de 2éme ordre

t, :temps de retard c'est le temps ou la réponse arrive la moitié de la valeur finale pour la premiére fois

t, : temps de montée : c'est le temps nécessaire a la réponse pour passer de 10% a 90% ou de 5% a 95% ou encore de 0%a100%.

M, : Dépassement maximal: est la valeur maximale que peut avoir la réponse du systeme en dessus de la valeur finale de la réponse. Elle
influence directement la stabilité relative du systeme. A partir d'une courbe elle se calcule par :

— t)-
M Yma =Y 10094 = V() = Y()

100% (4.31)
P Y. y(0)

t, : temps de pic : est le temps necessaire a la réponse pour arriver au depassement maximal Mp qui est le premier dépassement.
t, :temps de stabilisation, c'est le temps nécessaires a la réponse pour arriver a la valeur finale. Ce temps est estimés avec deux tolérances :

t, a5% c'est le temps nécessaires a la réponse a arriver pour la premiere fois a une valeur de £5%et y rester. t, a 2% c'est le temps nécessaire
a la reponse a arriver pour la premiere fois a une valeur de £2% et y rester.

Ces parameétres peuvent tous étre calculés a partir de la réponse

4.5.3 Identification d'un systeme de 2éme ordre :

4.5.3.1: Identification a partir de la forme canonique:

Sionalesvaleurs de &, w, et K soit directement soit qu'on peut les calculer a partir du dépassement et le temps de pic et la valeur finale de

la réponse indicielle, alors il est donc facile d'identifier les paramétres physiques d'une fonction de transfert en utilisant la forme canonique
(4.13).

Soit la fonction de transfert (2.17) du systeme masse-ressort-amortisseur donnée par

1

G(s)=—s
() ms? +bs + k

(4.32)

On souhaite identifier les parametres m, b, k en connaissant les valeursde &, w,, .
Premierement on met la fonction (4.32), sous forme canonique de 2eme ordre (4.13), elle devient :

1k
G(s) = % (4.33)
ST+ S+ —
m m

Par indentification entre les fonctions de transfert canonique (4.13) et la fonction de transfert masse-ressort-amortisseur(4.33), on trouve :

1) les gains statiques sont identique donc G(0)=H(0) = % =K =k :%
2 _ k k = l
W” - H m= — KWrz1
2) = W 20
20w, =— b=2w_m b=——
{w, £w, .

On a donc identifié notre systeme.

4.5.3.2: Identification a partir des spécifications de la réponse

Si on a la réponse d’un systeme de 2eme ordre sans avoir sa formule analytique on peut trouver ¢, w, a partir des spécifications de cette
réponse, Figure 37.

-32-



tp
Figure 37 : Réponse indicielle de 2éme ordre avec spécifications sans avoir de fonction de transfert

1) A partir de la réponse indicielle sur la Figure 37, on peut tirer les spécifications suivantes:
La valeur maximale de la réponse Y max , la valeur finale de la réponse y_fin et le temps de pic tp.
2) A partir de la valeur fiale de la réponse on trouve k, k=y_inf.

. . A Yoax — K
3) Ledepassement maximal se calcule par I'équation () M , :%
4) A partir du dépassement maximal Mp on peut calculer le coefficient d'amortissement comme suit :
,é’ .
ona M, =ev">" voir équation () ceci implique
In(M )
‘ : ‘ (4.34)
7% +In(M p)2
5) Jusqu'ici on a utilisé deux spécifications qui sont Ymax et la valeur finale k. 1l reste le temps de pic. Le temps de pic permet de calculer
facilement la pulsation propre non amortie wn en utilisant I'équation ........ , on trouve donc :
W, =—— (4.35)
t,y1-¢
Jusqu'ici on a trouve £, w, et k donc la fonction de transfert du systeme 2éme ordre est donc trouvé en utilisant la forme canonique (4.13) sa
: kw?
fonction de transfert est : H(s) = —; 5
S*+20W, S+ W,
Exemple 16 :
Trouver la fonction de transfert du systéme de 2éme ordre dont la réponse est donnée ci dessous
14 d iﬁée(:eics));/sa_z Step Response
Amplitude: 1.25
- ‘ ‘
1.2 System: sys =]
/ Tlme_(sec): 19.6
Amplitude: 1
1 u
N——
o 0.8
? 0.6 /
A
A/
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (sec)

Figure 38. Réponse indicielle pour identifier un systéme de 2éme Ordre/
Solution :
A partir de la courbe on peut tirer les specifications suivantes :
y() =1
Yimex = Y(t,)=1.25
t, =32
On doit calculer donc £, w, et k donc

y(wo)=1et y(«)=F(0)

1 k=1
) donc K =y(x) -
t )— _ In(0.2
2 m, YY) 1251 o0 MO 0.
y() 1 72 +1In(0.25)?
3) tp=3.2 —w, = ad =1.073

3.24/1—(0.4037)?

4) Donc la fonction de transfert est = F(s) = 115

5?2 +0.8664s +1.15
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Annexe

A. Tableau des paires des transformees de Laplace

8 Lo (n=1,23,.) !
(n = 1)! (s + a)”
n!
9 t"e™ (mn=1,2,3,...) (s + ay™
. [0
10 sin wt R
5
11 cos w! 2+ o
. @
12 sinh wt 7o
§

13 cosh wt R
1 — it 1
~(1—e

14 a( ) s(s + a)

] —at __ bt 1
15 b—g(e ) (s + a)(s + b)
1 — bt —d §
be " — ae™ ™)
16 b—a( (s +a)s + b)
17 L+ (be™™ — ae™) -
ab a—b s(s +a)(s + b)
f0) F{(s)
1 Unit impulse 8(¢) 1
1
2 Unit step 1(7) "
1
3 t ?
In—l 1
n=123..) —
4 (n — 1) ( s"
n!
5 " n=1,23..) Gt
6 e—a! 1
sta
—af 1
7 te (s + a)z
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18

%[1 —e ™ — ate™™)

1

s(s + a)?
1 1
19 ~(at—14+e™ S -
a (ar=1+e™) s%(s + a)
w
cur
20 e “sin wt s+ a)f +
~at _sta
21 e Y cos wi G +a) +
w _ . @’
22 ——t—e *'sinw, V1 — *t n
V1 - ¢ g 57+ 2w, s + @
“roge @ VTR0 ;
23 Vi-g 52+ 2Qw,s + o
¢ = tan” —
L etogin(o Vi— B
— ———— ¢ =‘sin 1— g2t +
N Loy e VIm g e) o2
¢ = tan! V1 - &2 s(s? + 2lw,s + &?)
g
2
w
25 1 — cos wt m

Tableau 11: Tableau des paires de Transformée de Laplace
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