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Il. Application de la méthode de séparation des variables
1. Equation de Laplace dans un carré

On se propose d'étudier la distribution de température a I'équilibre dans une barre de
section carré (on considére un probléme en 2 dimensions). La température a
I'équilibre thermique dans un solide vérifie, en 'absence de sources volumiques de
chaleur, I'équation de Laplace (voir cours de thermique).

On considere qu’un dispositif quelconque impose une température nulle en y = 0 et
une température dependant de la variable x en y = a. Les conditions aux frontieres
ou la valeur de la fonction est fixée s’appellent des conditions de Dirichlet.

On considere que le systeme est isolé thermiquement (cloison calorifuge) en x= 0 et
en x= a, ce qui correspond a fixer une valeur nulle pour la dérivée de la température
par rapport a la normal (conditions de Neumann).

Le probléme a resoudre est donc le suivant :
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Figure 11 : Résolution de I'équation de Laplace dans un carré de coté a.

La meéethode de résolution par séparation des variables consiste a rechercher une
solution de la forme (on sépare les variables x et y) :

I'(x,y)=X(x)Y(y)
En remplagant cette expression dans I'équation de Laplace (E), nous avons :
XY+Y'X=0

Si maintenant nous divisons cette expression par le produit XY, nous obtenons :
—=——=y (/4 est une constante quelconque)

Les variables sont bien séparables car elles se trouvent de chaque coté de I'égalité.
L’'égalité impose que les rapports soient constants, c’est la seule possibilité pour des
fonctions de variables différentes. On introduit alors la constante de séparation A
qu'il faut définir.

On est alors amene a résoudre les 2 problemes suivant :

¢ 1 probléme aux valeurs propres (probléeme de Sturm-Liouville, voir en
annexe) sur la variable x car les conditions aux frontieres homogénes se
trouvent sur cette variable :

Lad'y .,
X (0)=X'(a)=0

ou Il faut définir toutes valeurs propres A, vérifiant les conditions aux
frontiéres et les fonctions propres associées X, (x).



4 1 équation différentielle sur |a variable y :
Y' —1,Y=0

Remarque : Les conditions aux frontiéres en y = 0 et en y = a permettront de
calculer les constantes d’intégration de la solution générale.

On commence par résoudre le probleme aux valeurs propres. On étudie toutes les
possibilités pour la constante de séparation A :

a) Résolution du probléme aux valeurs propres

X +AxX =0 Equation caractéristique : r>+1=0 — A=-44
+1%cas:A=0soitA=0
La solution s'écrit : X(x)= A4x+ B
X'(0)=0— A4=0; L'autre condition (X (a) =0 ne nous apprend rien sur B).

Par conséquent, 1 =4, =0 est une valeur propre simple et X (x)= 25, (ou By
est une constante arbitraire) est une fonction propre simple.

¢2°™ cas: A>0soit A<0 Onpose A=-a soit A=4a’— r=a et
h=—0

La solution s'écrit : X(x) = Ae™ + Be™™

X(0)=0->Aa—Ba=0 soit A=5B
X (a)=0— Aaf[e“" —e_m): 2Aa.sh(aa) =0

Comme « #0, sh(aa) +#0 et par conséquent A=B=0
A < 0 ne sont pas des valeurs propres du probléme.
4 3°™ cas: A <0 soitA>0. Onpose Ai=p* soit A=-44>— r=jf et

rn=—jp
La solution s’écrit : X (x) = Acos(fx)+ Bsin(fx)

X (0)=0—>B=0

X (a)=0——Apfsin(Ba)=0 ; comme SB=#0, —ABsin(fa)=0 impose (en
dehors de A=0 qui est une solution triviale) :



2
. nmw . -
Par consequent, A, :(—} sont les valeurs propres du probleme aux limites.
a

Les fonctions propres associées aux valeurs propres A, s’écrivent :

X, (x)=4, cos(n—x x]
(4

b) Résolution de I'équation différentielle sur la variable y

Les valeurs de A (valeurs propres) étant maintenant connues, on peut
résoudre I'équation différentielle en y :

Y -4,Y=0
4 pour Ag = 0, I'équation précédente se simplifie et la solution est évidente :
Y, =0 — Y()=4y+B

ou Ap et By sont des constantes arbitraires.

2

niwr

4 pour A, :(—] , Nous obtenons :
a

(nr ] nx
; Skl

" _
W _ — ¥ - i
y, —[ﬂ] =0 —  ro=ad igel?)

ou A, et B, sont des constantes arbitraires.

¢) Solution générale de 'EDP:

La solution générale de I'équation aux dérivées partielles est la superposition
de I'ensemble des solutions (on doit considérer toutes les fonctions propres) :

T(x,2) = X,()%(0) + . X, (), ()
n=1
soit :
T(J&',y} = AO +BO_]) +Z Arag[ o ] +Bn€_1‘ a ] COS[EXJ
n=l a



d) Solution particuliére :

La solution génerale doit vérifier les conditions aux frontieres en y = 0 et en
y=a:
T(x,y=0=0 T(gy=a)=f(x)
— La premiere condition nous amene a la relation suivante :

A, +Z(A" +Bn)cos[ﬂx]=0 — Ay, =0 e A4,=-B,
a

n=l

A partir de ces résultats, nous pouvons réécrire I'équation de la température de la
facon suivante :

7]

T'(x,y)=B,y+ 22/1”5!?[? y] ms[E x]

n=l

ay —ay

sachant que sh(ay) = % (sinus hyperbaolique).

— La deuxieéme condition nous ameéne a la relation suivante :

f(x)=Bya+ Z“2A,,.!H‘r[nfr)(:cus.[M—?r x]

a

n=1

Pour simplifier I'expression, on pose B, =B,a et A, =2A,sh(nr). On obtient

alors :
f(x)=B, + Z A COS[E xJ

n=| “

|l reste a déterminer les expressions des coefficients B, et 4 . L’expression de B,
s’obtient en intégrant I'equation précédente entre O et a :

_[- f(x)dx = fﬁ{‘}dx + ZIA,'J cos(? x]dx or J.A:, cos[% x)dx =D
0 0 n=1 g 0
Par conséquent, I'expression du coefficient B, est la suivante :
C 1T,
), J’ £(x)dx
4]
0

L’expression du coefficient d’indice m noté 4, s’obtient en multipliant I'équation

par cos[n—ﬁxj etenintégrantentre O eta:
a



I f(x) ms[E x]afx = jBu cos(n—ﬁ x]afx + ZI A cog(ﬂ XJCOS[ RE )a’x
0 a 0 a da a

n=l
Cette equation se simplifie (propriétés d'orthogonalité):
0 sl n#m

jb’;}cos[”—ﬁx}ﬁzo et Icos(@xjcos(”—ﬁx}fxz a _
0 ) d o 5 Sl n=m

0

Par conséquent, on obtient pour le coefficient 4, :
. 3% nw
A4, = —Jf(x) cos[— x)dx
a 0 o

On retrouve les expressions des coefficients du développement en série de
Fourier de la fonction f(x) sur l'intervalle [0, a] :

Application : f(x)=kx+q eta=nx

Apres quelques calculs, nous obtenons:

2k
e

Bfl,zékfr—kq ot B == |-iy*~1)

La repartition de température dans le carré de longueur a = s'écrit alors :

I'(x,y)= (g + %}y + EZia((—l)" —])Mcos(nx)

ey sh(nr)

Les figures suivantes représentent les courbes d’iso-température en prenant k = 50/x
et g=50 et la distribution de température en x=pi/2.



2. Equation de Laplace dans un disque

Il s’agit de calculer le potentiel vecteur magnétique A(r,6) verifiant 'équation de
Laplace a l'intérieur d’'un disque de rayon r = a. Le probléme a résoudre est le
suivant :

A(a,0) = f(0)

A 104 1 6°4
gttt ——==0
o rar p 06

(E):

: Q) [o<r<i
....................... SRR I, @ o<o<an

(F):  A(r=a0)= f(0)
Probléme périodique :
A(r,0)=A(r,27)
oA oA
—(r,0)=—(r,2
MU, ) aa{r’ )
Figure 14 : Résolution de I'équation de Laplace dans un disque de rayon a
La méthode de résolution par séparation des variables consiste a rechercher une
solution de la forme (on sépare les variables ret 0) :
A(r,0) = R(r)®(6)

Si on remplace cette expression dans I'équation de Laplace, nous obtenons :

Ro+ire +i?R@" =0
r ¥

Si nous divisons cette expression par le produit R@, nous pouvons écrire :

r? £ + r£ — 5 2 =1 (/1 estune constante quelconque)
R R ()

Les variables sont bien séparables car elles se trouvent de chaque cote de
I'égalité. L'égalité impose que les rapports soient constants. On introduit alors la
constante de séparation A qu'il faut définir.

On est alors amene a résoudre les problémes suivants :



+ 1 probléme aux valeurs propres (Sturm-Liouville) sur la variable 6 (probléme
periodique voir annexe) :

@ +10=0
@(0) = O(27)
O (0)=0 (27)

ou il faut rechercher toutes les valeurs propres A, et les fonctions propres
associées 0,(0).

4 1 équation différentielle (équation d’Euler voir annexe) sur la variable r:
PR +rR -2, R=0

Remarque : La condition sur la frontiére du disque en r = a permettra de
déterminer les constantes d’intégration apparaissant dans la solution générale.

On commence par résoudre le probleme aux valeurs propres. On étudie toutes
les possibilités pour la constante de séparation A :

a) Résolution du probleme aux valeurs propres :

@ +10=0 équation caractéristique : r*+1=0 — A=-42
+1%cas:A=0soitA=0
La solution s'écrit : @(0) = 460 + B

®(0)=0(2r) - A=0, l'autre condition de périodicité sur la dérivee n'apporte
rien. @(0) = B vérifie la condition de périodicité.

Par conséquent, A4 = A4, =0 est une valeur propre simple et @&,(0) = B, (B est
une constante arbitraire) est une fonction propre simple.

¢2°™ cas: A>0 soitA<0. Onpose 1=-a’ soit A=4a’— 5 =a et
r'):_a

La solution s'écrit : @(0) = 4e*? + Be

B(0) = O(27) 24(1-¢*7)=0 _
— avec a =0 soit A=DB=0
~0

@I(O) = @I(ZJT) B(] o e—(ﬂsr)

Par conséquent, 4 <0 ne sont pas des valeurs propres du probléme.



¢ 3" cas: A <0soitA>0.0npose i=p" soit A=—4f>— 1= et

n=—jf
La solution s’écrit : @&(A) = Acos(S6) + Bsin( 6)
Les conditions de périodicité permettent d’écrire :

@(0)=EO(2r) > A= Acos(f2x)+ Bsin( F27)
O (0)= O (27) > B =—Asin(27) + Beos(S21)

Les 2 equations précedentes peuvent s’écrire sous la forme matricielle
(systéme d’eéquations linéaires homogenes) :

~1+cos(B27) sin(327) 4) (0
—si11(,82:fr) —l+cos(ﬁ2;r) B) (o
Il existe une solution non ftriviale (A4=0 ef B#0) si et seulement si le
déterminant de la matrice est nul (voir cours d’algebre linéaire) :
(—1+ cosLBZﬂ'))z +sin’*(f27)=0 soit cos(f27)=1

Cette égalite est vérifiée pour f=n avecn=1,2,3 ......

Par conséquent, A, =n* sont les valeurs propres du probléme périodique. Les
fonctions propres associées aux valeurs propres s’écrivent :

O,(x) = A, cos(nd)+ B, sin(no)

b) Résolution de I'équation différentielle sur la variable r

Les valeurs de A (valeurs propres) étant maintenant connues, on peut
resoudre I'equation différentielle suivant la variable r (équation d’Euler):

R +rR -2,R=0
¢ pour Ag = 0, I'équation précédente se simplifie et la solution est:
#’R" +rR =0 —  Ry(r)=A,+ByInr
ou Ap et By sont des constantes arbitraires.
¢ pour A, =n’, nous obtenons (voir en annexe pour I'équation d’Euler):
r*R +rR —n*R=0 — R,(r)= A,r" + B,r™"

ou A, et B, sont des constantes arbitraires.



c) Solution générale de 'EDP:
La solution génerale de I'équation aux deérivées partielles est la superposition de
'ensemble des solutions (on doit considerer toutes les valeurs propres) :

A(r,0) = Ry (1)@, (0) + YR, (r)6, (6)
n=1

soit :

A(r.8)=4,+B,Inr +Z(Anr" +B.r" XC” cos(n@)+ D, sin(n@))

n=l

Cette relation peut écrire de la fagcon suivante ou A, B, C, et D, sont de
nouvelles constantes d’intégration :

A(r,0)=A4,+ B,Inr + i {(A”r” +8,r" ) cos(nd)+ ((“Hr” +Dr™" )sin(n(ﬁ')}

n=1

Dans le cas d'un disque, la solution devant étre finie en r = 0 (probléme
physique), les coefficients By, B, et D, doivent étre nuls. La solution génerale se
réduit donc a :

A(r,0)= A, + ZA”r" cos(n@)+C,r"sin(nf) avec n=1,2,3,.....
n=1

d) Solution particuliére :
La solution générale doit vérifier la condition sur la frontiére du disque enr=a:

A(r=a;0)= f(0)

On obtient alors la relation suivante :

f(@)=4,+ Z A a" cos(n@)+C,a" sin(nb)

n=1

Pour simplifier I'expression, on pose 4, =a"4, et (, =a"C

f(@) =4, +i(A; cos(n6)+ C; sin (n@))
n=1

La décomposition de f(@)sur la base des fonctions propres nous donne pour les
coefficients (série de Fourier) :



iz 3 o
1 5 2 . 5 .
P !f ©)de A ! f(O)cos(n0)do  C, = = { £(0)sin(n6)do

A, = s
0 1 1

Applications :

¢ si f(0)=cos(p#), la solution est la suivante (figure 15.a pour p =1 et figure
15.b pour p =2)
n=p ;A4,=0;4,=1etC,=0

”

!)
A(r,0) = [;] cos(p6)

¢ si /(@) alallure suivante :

SO

La solution est la suivante (figure 16):

e 2k+1 .
Ar0)=4 Z[i] sin((2k +1)8)

e 2k +1



5. Equation des ondes en 1D

Les vibrations d'une corde de piano ou de clavecin (corde frappée ou corde
pincee) réepondent a I'équation de d’Alembert ou équation des ondes en 1D. Nous
allons résoudre I'équation des ondes en utilisant la méthode de séparation des
variables.
Le probleme est le suivant. On considere une corde de longueur L maintenue a
chaque extrémité. La corde est pincée et lachée a t = 0 de telle maniére que sa
vitesse initiale soit nulle. L'endroit x = a ou I'on pince la corde a une grande
influence vis-a-vis des harmoniques présents (et par conséquent sur le son). On
considére qu'a l'instant initiale, 1a position de la corde est la suivante (la corde est
pincée au milieu sur une hauteur h et présente une forme triangulaire représentée
par la fonction f(x)) :

fix)

/3 Position a 1=0s

Corde maintenue

Ny,

Corde maintenue

-"/; X
L

a=1L/2

Les lois de la physique nous améne a résoudre I'équation aux dérivées partielles
suivante ou y(x,t) est la fonction inconnue (position de la corde en chaque point et
a chaque instant) et v est la vitesse de propagation en m/s qui dépend des
caractéristiques physiques de la corde.

SRET 07y
Equation a résoudre (E) : Lf’ } =2 “l
v ar  ax
Domaine d’étude (Q) : 0<x=<L
. i y(0;1)=0 ; b
Conditions aux frontiéres(F) : (L:0) =0 (corde fixée aux extrémites)
}J‘ _‘; =
Conditions initiales (I) :  y(x;¢f =0) = f(x)(position initiale de la corde)
oy

- (x;t=0)=0 (vitesse initiale nulle)
ot

La fonction f(x) s’écrit :

%hx pour 0<x<L/2
2h

L

S(x)=
(L-x) pour L2<x<L



Comme pour les exemples précédents, on recherche une solution de la forme (on
sépare les variables x et f) :

Wx,0) = X(xX)T'(1)
Si nous remplagons cette expression dans I'équation (E), nous obtenons :

1

—XT"=XT
7
On divise par le produit XT
17 X .
TT - x- —~A (4 est une constante quelconque)
Ve

Encore une fois, les variables sont bien séparables car elles se trouvent de
chaque coté de I'égalite.

On est alors amené a résoudre les problémes suivant :

+ 1 probleme aux valeurs propres (Sturm-Liouville) sur la variable x (car les
conditions aux frontiéres homogeénes se trouvent sur cette variable) :

X' (x)+AX(x)=0
X(0)=X(L)=0

ou il faut rechercher toutes valeurs propres /, et les fonctions propres X, (x).

1*" ordre sur la variable t :

¢ 1 équation différentielle du
T" (O +AV'T({)=0

a) Résolution du probléme aux valeurs propres

Le probleme aux valeurs propres est identique a celui que I'on a résolu pour
l'équation de la chaleur. Les valeurs propres et les fonctions propres sont les
suivantes :

X (x)=4, sm(’i’—” xJ

b) Résolution de I'équation différentielle sur |la variable t

" nmov 5
/4 UH(TJ T()=0



La solution générale de cette équation différentielle s’écrit :

T =€, ws(@t] +D, sin(ﬂ .'.]
L L

ou C, et D, sont deux constantes arbitraires.

b) Solution générale de 'EDP:

La solution générale de I'équation aux dérivées partielles est la superposition de
l'ensemble des solutions (on doit considérer toutes les valeurs propres) :

Y0 =D X, (01, (0)

n=l|

En associant les coefficients A,C, et A,D, entre eux, nous obtenons la solution
genérale de 'EDP :

y(x,0) = Z{ 4 ms[% 1] +B, sin[%t}}sh[%x]
n=l1

d) Solution particuliére :

La solution générale doit vérifier les conditions initiales :

Mrxr=0)=7F09 ai %(x;f =0)=0
avec ‘
i—h x pour 0<x<L/2
FlE=yo0

T(L —x) pour LR2<x<L

En remplagant les deux conditions initiales dans la solution générale, nous

obtenons :
‘ - . (nx
byl K A —)
f=Y ,,sm[ = r]

n=1
i

BL . (nr ..
0= —sin| — X ui impose 5 =0
3 AL, [L ]q pose 5,

n=1

Il reste donc a calculer les coefficients A, en décomposant f(x) sur la base des
fonctions propres :

L
2F . (nm
A, = E_!f (x) sm[f x]alx



En remplacant f(x) par son expression, nous obtenons :

L2 L
A, = & 2—'{1Jc51'r{E x]dx +g J %(}_’ —Jc}sin(E x]dx
Lo L L Ly L E

Le développement des calculs nous donne :

A4, = 8k > sm[ﬁj
(nz) 2

La position de la corde en fonction de x et du temps est alors donnée par la

fonction suivante :
—~ 8h . (nm nov \ . (nm
M(x,f) = ~sin| — |cos [|smm| —x
x )Z(MJ- (2] [LJ [L]

n=l




4. Equation de la chaleur en 1D

On va maintenant résoudre le probleme de diffusion de la température présenté dans
I'introduction. On considére une barre en cuivre peu épaisse de diffusivité thermique
k(k=1 cmzfs) qui est totalement isolée de I'extérieur et pour laquelle on a fixé les
températures aux deux extrémités a 0°C. La répartition initiale de la température (a t

= 0 s) dans la barre est donnée par la fonction suivante :

x pour 0O0<x<L/2
7&=1,
—-x pour L2<x<lL

Te0.0)=0 A TLn=0
| € Ly 2T
!. > X (?f. ax'
_ (0): Ex S
x=0 \x=12 S
Te) A 7(0;1) = 0°C
) ’ F)y:q.. ., o
259 2 T(L:t) =0°C
e o 0 Tt=0)=f(»)
L=30cm

Figure 17 : Résolution de I'équation de la chaleur en 1D

Comme dans les exemples précédents, on recherche une solution de la forme (on
separe les variables x et {) :
T(x,t) = X(x)¥(1)



Si nous remplacgons cette expression dans I'équation (E), nous obtenons :
XV =kX'¥
On divise par le produit X¥

1o = 8 =—A (4 est une constante quelconque)
kY X

Encore une fois, les variables sont bien séparables car elles se trouvent de chaque
coté de 'égalité. On introduit a nouveau la constante de séparation A qu’il faut définir.

On est alors amené a résoudre les problémes suivant :

+ 1 probleme aux valeurs propres (Sturm-Liouville) sur la variable x (car les
conditions aux frontieres homogenes se trouvent sur cette variable) :

X (X)+AX(x)=0
X(0)=X(L)=0

ou il faut rechercher toutes valeurs propres A, et les fonctions propres X, (x).
+ 1 équation différentielle du 1* ordre sur la variable t :
¥ () + L kP()=0

On commence par résoudre le probleme aux valeurs propres. On étudie toutes les
possibilités pour la constante de séparation A :

a) Résolution du probléme aux valeurs propres

X' +AX =0 a pour équation caractéristique r>+1=0
— A=-44

+1%cas:A=0soitA=0

La solution s'écrit - X(x)= Ax+ B

X(0)=0>B=0et X(1)=0—>A4=0

Par conséquent, A =0 n’est pas une valeur propre du probléme.

¢2°™ cas: A>0soitA<0. Onpose A=-a’ soit A=4a’*— r=a et
B=—a



La solution s'écrit : X(x) = Ae™ + Be™

X(©0)=0—>A+B=0  soit A=-B
X(L)=0—> Ale™ —&™ )= 2 Ash(cm) =0

comme « # 0, sh(aa) =0 etdonc A= 0
Par conséquent, A <0 ne sont pas des valeurs propres.

¢ 3% cas- A< 0soitA>0. On pose ),,:)5’2 soit A:—4ﬁ2—"’ n=jp et
5] :__fﬁ

La solution s'écrit : X(x) = Acos(fx)+ Bsin(fx)

X(0)=0—>4=0
X(L)=0->Bsin(fL)=0 Une solution non triviale de I'équation (B« 0)
correspond a :

ﬁ:? avec n=1,2.3;......

. nr\ . .
Par conséquent, 4, = [TJ sont les valeurs propres du probleme aux limites.

Les fonctions propres associées aux valeurs propres 4, s’écrivent :

. (nm
X (x)=B8, sm| —=x
H( ) n [_L J

b) Résolution de I'équation différentielle sur |a variable ¢

Les valeurs de A (valeurs propres) étant maintenant connues, on peut résoudre
'équation différentielle en t:

¥ + Ak¥ =0

2
4 pour A, =(%] , hous obtenons :

n2
J_n’rJ
il

—k

n

W'+[”T”r] k¥, =0 - W()=Ae

ou A, est une constante arbitraire.



c) Solution générale de 'EDP:

La solution générale de I'équation aux dérivées partielles est la superposition de
'ensemble des solutions (on doit considérer toutes les valeurs propres) :

I'(x,t)= ixn(x}gfn(!)

n=1
soit :
JU"

L sin[E x}
L

T(x,0)= ZAe (%)

n=l

d) Solution particuliére :

La solution générale doit vérifier la condition initiale :
T (x;t=0)=f(x)

avec

our O<x<L/2
£(x) = { S

L—x pour L2<x<lL

A partir de la solution générale, nous obtenons :

f(x) = ZA,, sm(’f ]

n=1

Il reste donc a déecomposer f(x) sur la base des fonctions propres en calculant le
coefficient A, :
2 f nm
A :—I ‘(x)sin| — x |dx
=7 J(x) [ 7 ]
0
En remplagant f(x) par son expression, nous obtenons :

L2 L
A, :% '! Jr,sin[ﬂfﬂr x]Jx T LL(L x]s.in[n%r x]dx

Le développement des calculs nous donne :

g o= sin(”—”]
(nx)’ 2

L'évolution de la température dans la barre suit la loi suivante :
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