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4.1 Stabilité d’'un systeme asservi oSl Aolail y| it
4.1.1 Définitions de stabilité

Deéfinition 1

Un systeme est stable si et seulement si écarté de sa position

d'équilibre (point ou trajectoire), il tend a y revenir.

Une faible perturbation des conditions initiales du systeme engendre
une faible perturbation de sa trajectoire

@) Ade salay) Al LalS |l gl LS Al (3 gil) aua gl Adiladiad casle 1) ) it aUBH ¢ oS
Définition 2:
BIBO stability (Bounded Input Bounded Outpt) :

Un systeme est stable si I'application d’un signal d’entrée borné produit
un signal de sortie borné

.53 gdaa B gaaa JAda 3 LA (oY Aot CullS 1Y) ) il oSS 6 ¢ 95
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4.1 Stabilité d’'un systeme asservi oSl dolasl lpiiul
4.1.1 Définitions de stabilité

Deéfinition 3:
un systeme est stable si sa réponse impulsionnelle tend vers
zéro quand le temps tend vers l'infini

o g badie dall ) g 57 dudaadl) disladies lS 1) | piia alh of o9
Lilgi Yla
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4.1 Stabilité d’'un systeme asservi oSl Aolail y| it
4.1.2 Critere de stabilité avec la fonction de transfert

Si G(s)est la FT en BO, en Bf la FT est F (s) G(S)

L’'équation caractéristique est donc - 1+G(s)H(s)
D(s) =1+G(s)H(s) =0

Théoreme de stabilité Le systeme est dit stable en BF si et
seulement si tous les poles de la fonction de transfert F(s) ou bien
toutes les racines de I’équation caractéristique D(s) sont a parties
réelles strictement négatives. c’est-a-dire que les poles sont dans

le demi plan gauche du plan s
Aslaall H5da 9l F(S) 4iald JUELN) A1y Giad) JS cuils 1)) ) jiisa ol 6} 098
) Ciaail) o gda S Al O (of Lalad il (Ada ¢ 2 @il D(S) 8 seall
.S @ all ¢ ghuall e
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Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LSaliosl) lgiile 1] g aSaill Labiif | jdicu

4.1 Stabilité d’un systeme asservi oSl dolail izl

X =AX+ Bu
y=Cx+ Du

est asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs propres
de la matrice d’état A sont a parties réelles strictement négatives.

48 ghaaal 4B a8l JO AEaN g5l S 13 Lailaa | EGee ANl sliad b G giSall U (g8
JLalad Ll A A

.1.3 Critére de stabilité dans I'espace d’état

Un systeme LTI représenté par I'espace d’état :

Calcul des valeurs propres dans matlab

=» A=[1 2:;3 4] == Vp=eilg(i)
A = "i.FI:' =
1 2 -0.3723
5.3723
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Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LaSaalindl) bgile 19] g aSadil) dadiif ) Jdic!
.1 Stabilité d’un systeme asservi oSl dolasi lpiiul
.3 Placement des pdles dans le plan-s, stabilité et réponse indicielle 2¢™¢ ordre

Stable
Instable

—
D
>
|
I
A
b
'

marginalement
stable
%
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systeme asservi
LaSsaliosl) Lgile 1ol g aSail) dabiif I plicul

.2 Stabilité relative oSl Aaast | oyl piies|
a notion de stabilité qu’on a défini jusqu’a maintenant est la

stabilité absolue, condition nécessaire de bon fonctionnement
mais non suffisante.

Si le pole S<0 est réel négatif mais |S| est petite & mauvaise
convergence.

Si le pole S=0+jw avec O<0 et |@| faible < oscillations tres
mal amorties _ jw
W

stable -~ Jinstable stable  T'instable

o
=

o
>

Mauvalse stabilité |
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Stabilité et performances dynamiques d’‘un
systeme asservi
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.2 Stabilité relative oSl Aaladdl | qudllylpdiu|
4.2.1 Illustration sur matiab )
a. Effet de changement de gain

On simule une fonction de transfert en changeant son gain statique
K. Les poles sont s1=-4-10%j, s2=-4+10%]j, et sont stables

Step Response
0.12

I
o.1ﬂ“,\\ -+
F(9)= |
s*+8s+116 i
O.OSﬁH // |
%
I B (%
On remarque que Ila gain =] RV ]
n‘affecte que la valeur finale <~ ||
cad l'erreur statique les autres 0.0a ff 1
performances sont inchangées I\
0.027“{/ 4
iy
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Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LaSaalinsl) bgile 19 g aSaill dadiif ) il |
.2 Stabilité relative oSot)l dalasd | gquddlyl il
4.2.1 Illustration sur matiab )
b. Effet de la valeur absolue des poles réelles stables

On prend une fonction de transfert avec un pole double s==[]|,
la fonction de transfert est donc

K K
F(s)= =— >
(s+o)(s+o) S +208+0

On simule la réponse indicielle pour voir lI'influence de la valeur
absolue du pole réelle stable sur la réponse.

On prend [ /=0.1:0.2:2

Pour homogénéiser la tracés on change le gain statique pour
qu’il soit égale a 1 a chaque fois en prenant K :]/02

K=10, 3.3,2,1.4, 1.1, 0.9, 0.77, 0.67, 0.5882, 0.53.
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.2 Stabilité relative oSomtll dolasd | quuddlylpizu|
4.2.1 Illustration sur matlab )

b. Effet de la valeur absolue des poles réelles stables

F(s)= A =— A - [J=0.1:0.2:2 K=1/0"
(s+o)(s+o) S +20S+0

Step Response

-vLa réponse est plus rapide

quand [ ] est plus grand.

vsysteme toujours stable
“mais réponse différente

0.6 it

Amplitude

o
N

0.2 i {
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Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LaSaalinsl) bgile 19 g aSaill dadiif ) il |
.2 Stabilité relative oSomtll dolasd | quuddlylpizu|
4.2.1 Illustration sur matiab )

c. Effet de la valeur absolue de la partie réelle des poles
imaginaires stables

On prend une fonction de transfert dont les poles sont
s1=-0-10%j, s2== 0 +10%*j

Ils sont stables, la fonction de transfert est donc

K K

F(s) = - Y o2 2
(s—(c-10)))(s—(o+10]})) s°+20s+0°+100

On simule la réponse indicielle pour voir I'influence de la partie
réelle du pole sur la réponse.
c=0.1, 1.1, 2.1, 3.1, 4.1, K- 1

o’ +100

153



Chapitre 4
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systeme asservi
LaSaalinsl) bgile 19 g aSaill dadiif ) il |
.2 Stabilité relative oSl dalasd | gqudllyl it
4.2.1 Illustration sur matiab )

c. Effet de la valeur absolue de la partie réelle des poles
imaginaires stables

Step Response

E(s) = K .. e=01
(s-(c-10))(s=(e+200) ...

_ K i
s’ +20s+o° +100 il N

c=0.1, 1.1, 2.1, 3.1, 4.1. “o

06~ =

! oal-
o +100 .

0

K

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
On remarque que les oscillations sont mieux anidbrties quand
] est plus grand 154
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systeme asservi
LaSaalinsl) bgile 19] g aSaill Labiif ) il |

.2 Stabilité relative
4.2.1 Illustration sur matilab
d. Effet de la valeur de la partie imaginaire Wd des pédles

imaginaires stables
Cette fois-ci on change la valeur de la partie imsgp

s1=-4-Wd%j, s2=-4+Wd*j 7 wd= 16.1

Wd= 0.1, 4.1, 8.1,12.1, 16.1 M)

ginaire Wd

sponse

la fonction de transfert est donc

Amplitude

K
F(s)=— 2 2
S°4+8S+16" +wj s Wd= 0.1
et K — 2 2 " f"’/
16 + w;

V4 0 . 0. 1
Pour Wn plus grand la reponse oscille pSIus Time (sec) 155
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Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LiSealinall lgiite 19T g aSaill Laiil ) dicul

.2 Stabilité relative oSl Aalai¥  qudllyl,d

Y!

4.2.2 Marge de gain Mg et marge de Qhase

Pour évaluer si notre stabilité est bonne ou mauvaise on a
recours aux notions des marge de gain et marge de phase dans
le domaine fréquentielle

Si la condition de stabilité d'un systeme asservi s'écrit K>Kc
gain critique ou P>Pc réglage critique, alors la marge de gain
est définie par

KC —_ I:)C

AG = =
K P

C'est la valeur par laquelle on doit multiplier le gain d’'un
systeme asservi stable pour I'amener en situation critique ou
de limite de stabilité. On associe a cette marge de gain une
marge de phase définie en automatique fréquentielle.
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Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LaSaalindl) lgile 1] g asalll) dadiif )l jdicul |
.3 Critére de stabilité de “Routh" J iy e
e critere de ROUTH est un critere qui nous permet de connaitre
e nhombre de poles instables dans un systeme sans calculer les

valeurs des poles. Ce critere est aussi adapté aux systemes a
ordre éleveé.

Soit la fonction de transfert d'un systeme d’ordre n quelconque :

X(s) as"+as" '+ +a

( \
| !
i m |
| |
i !
i !

.\.—-

Le critéere de ROUTH s’applique sur I'équation caractéristique
du systeme cad

ags" +as" ' +---+a,_s+a,=0
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.3 Critere de stabilité de “Routh" J iy e

a procédure d’application du critere de ROUTH est la suivante

1. On écrit l'equation caractéristique du systeme, les
coefficients ai sont tous réels, on suppose que an est non
nul pour ne pas avoir un pole nul s=0

ays" +as" '+ - +a,_s+a, =0

2. S’il y a un coefficient nul ou négatif dans la présence d’au
moins d’un coefficient positif ceci signifie qu’'on a des poles
imaginaires ou des ayant une partie réelle positive donc
systeme instable on peut s’arréter ici si on s’intéresse
uniquement a la stabilité absolue.

3. Donc tous les coefficients doivent étre positif est une
condition nécessaire de stabilité.

4. Si tous les coefficients sont positifs on construit le tableau
de ROUTH suivant
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Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LaSaalival) Lgile 13 g aSacil) dadiif ) i

.3 Critére de stabilité de "Routh J iy L
= b — a1a2 — a0a3 . b1ﬂ3 - ﬂ|b2
1 a, ¢, = b
n n—1 L. —
ays" +as" " + - +a,_s+a,=0 b _ Gi8s = A5 byas — ab;
s A G2 di @5 . . . 2 a, ? b,
gn—1 a ay as ay7 . . . a.ag — ayt, _ b,a, — ab,
s"=21 b1 by by by . . . b, = a, G = b
st3lc1 ¢ ¢y s
st=4 di dr diz dy
d, = by — b
. o
52 e1 e
¢l ﬁl d, = ¢;b; — byc;
C
s0 £1 ]
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LaSaalinsl) bgile 19 g aSaill dadiif ) il |
.3 Critére de stabilité de “Routh" J iy baa
ableau de ROUTH

On continue a construire le tableau jusqu’a avoir des zéros et
puis on applique le critere de ROUTH suivant

Critere de stabilité de ROUTH

Toutes les racines de l’équation caractéristique ont leur parties
réelles négatives si et seulement si les éléments de la premiere
colonne de du tableau de ROUTH ont le méme signe. Dans le cas
contraire le nombre de racines a partie réelle positive est égal au
nombre de changements de signes comptabilisés dans cette

colonne

Remarque :
S’il y a besoin on peut multiplier la ligne d‘un tableau par une

constante ceci n‘affecte pas le résultat
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.3 Critére de stabilité de "Routh" J iy jba

ppliquons le critére de routh sur I'équation caractéristique suivante

3 2 —
ays® + a;s° + a,s + a; =0

§ ay a, Pour que toutes les racines de
2 I’équation caractéristique aient une
) a, a L PR
< partie reelle negative, il faut que le
a.a, — a.a troisieme coefficient de la premiére
1 1742 0*3 ] rep )
N colonne soit positif cad dire
a,
g0 a; a,a, > a,ds;
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.3 Critére de stabilité de "Routh" J iy jba

xemples

Appliquons le critere de Routh sur I'équation caractéristique
suivante 4

st 4+ 283435 +45+5=0

. -

sq1 1 35 54 1 3 5
510 2 4 0 53 2 4 0
1 ) 0 Division par 2
1 1 5 . §2 1 5
st | =6 st | =3
S| 9 s0 5

Le nombre de changement de signe dans la premiere colonne est
2 donc on a deux podles instables et le systeme est donc instable ¢,
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.3 Critére de stabilité de "Routh" J Y baa
s particulier

i on trouve un coefficient nul dans la premiere colonne a
condition que les valeurs du reste de la ligne ne sont pas null on

le remplace par une valeur positive trés petite | | et continue le
travail normalement.

Si les coefficients de la premiere

S H2+s+2=0 colonne just en dessus et en

dessous du zéro ont un signe

.5‘3 1 1 identique cad on a deux poles

imaginaire s=(j , et si ils sont

¢% 2 9 différents cad qu'on un seul

! changement de signe et donc deux

s 0=c¢€ poles instables voir un exemple :
sV 2
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.3 Critére de stabilité de “Routh" J oY) baa
s particulier

$?=3s+2=(s-1Y(s+2)=0

53 1 -3
s2 | O=c¢€ 2
st | =3 — 2

C €
st 2

Cas ou toute la colonne est nulle on utilise un polynome
auxiliaire (P235 ogata)

164



Chapitre 4

Stabilité et performances dynamiques d’‘un
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.3 Critére de stabilité de “"Routh" J iy jbaa
Application du critere de ROUTH dans l‘analyse d‘un systeme
asservi

Déterminer les valeurs de K pour lesquelles le systéemes est
stable

R(s) K C(s) K

5 —T F(S)=
See4s+1)(s+2) (5) s +s+D(s+2)+ K

G303+ +K=0

54 1 3 K
L'équation caractéristique est $3 3 2 0
s+ 3P+ 3+ 25+ K=0 582 3 K
st 2 - 3K
59 K
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.3 Critere de stabilité de “"Routh" J iy jba

Application du critere de ROUTH dans l‘analyse d‘un systeme
asservi )

Pour avoir une stabilité il faut que tous K>0 14

les coefficients de la premiére colonne Jet —~ 7S K=>0
aient le méme signe cad positif donc il 9

faut que : 2—7K >0

Pour k=kc=14/9 le systéeéme est oscillatoire, K=Kc s’appelle le gain critique
K=kc=14/9 K=15/9>Kc K=13/9<Kc

Step Resp

c r c r c r c 30 c c r c c c c c r 0 c r c r c r c r c
80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (sec) Time (sec) Time (sec) 166
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.4 Elements d’‘influence sur les performances d‘un
systeme asservi. Al 1] pailad 8 43 pall ualinll

Les performances d’'un systéme telles que la stabilité, la
rapidité et la précision, peuvent étre influencées par divers
éléments du systeme asservi. On s’intéressera en particulier a
- Le bouclage dans le systeme
- Le type ou bien la classe du systeme méme dont :
 l'incidence du gain de la FTBO
- l'existence d’une intégration dans un systeme bouclé

Jalgall jang 3l ol (Say A1 g Aoyl 9 5la0udE alladdl clal paibas o
iLga &y
alladlly oSl 3yl 36
Als § ami g digy ol ol plladl s
> grall yludl allas § Kol ol @

aalall 3,l.Jf ‘aUés S M99 P
= 167
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.4 Elements d’‘influence sur les performances d’‘un
systéme asservi. plBll) ol gailad 4§ fipall yalinl)
4.4.3Intérét du bouclage S>3l & I (§é 4i8

A

Stepl

Integrator Scops

Gain Tranzfer Fen Scope 0.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Un bouclage simple de l'intégrateur (instable) a permis de
donner un systeme de 1¢r ordre stable

A9 8 o | pliene Lallid Lnhand jiua pé AU g8 odllg JalSas a2l § )1l Dosesl) GLEN)
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.4 Elements d’‘influence sur les performances d’‘un

systeme asservi. Al o1 Lailas 8§ el alinlt
4.4.3Intérét du bouclage A>3/l 5 )13 §é 54ild
Bouclage d'un systeme de 2éme ordre

1 1
G(s) = s +s5+1 1
s’+s+1 = F(s)= R
1 S°+S+2
T 2

y S°+s+1

— remocege] © Apres bouclage on est moins
b2 /N Aprés bouclage | précis (erreur) et plus rapide.

1 S

08 / - Le bouclage n’affecte pas

06 l/\ I'ordre du systeme.

0.4 N Aa ) (e aladl Jaa aSadl) §lal Jased) (3l o
| L) h s 4 31 48 B Al

0'2 alail) da ja pa Y3 A e .
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.4 Elements d’‘influence sur les performances d’‘un
systéme asservi. plBll) ol gailad 4§ fipall palinl
4.4.4. Précision d’un systeme asservi  p Saill allii 3> 3w
4.4.4.1.Classe d’un systéeme  »LLiJ/ 4id cispai :

Un systeme de classe 'c’ est un systeme qui comporte 'c’ intégrateurs et
sa fonction de transfert en boucle ouverte FTBO est de la forme:

G(0)=1
H(s)=—G(s) avec K estle gain statique, < cus
S C est le nombre d’intégrateurs <uisal s
Lo B JLETY) Uls 9 C” Lavuc Integrators” oMelo Jody plhsi go C” aidl/ o plad]
sMeTH(S) U5 o P giil) 5y Ul> §
On va étudier la précision du systeme pour un systéme de classe c en
boucle fermée C dilie Byluy S allas &8s WJG wytiw

aadl pa f.LIa.z.I e(t) y(t)

x(t)
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.4 Elements d’influence sur les Lerformances d’un
systeme asservi. Al o1 pailad 8§ 5 sal) salinl!
4.4.4. Précision d‘un systeme asservi o Saill pllsi &0 dw)o
4.4.4.2. Ecarts en suivi de consigne @,«dl U&A‘ELHf4£‘§gW/
a. Précision dynamique (erreur)
e(t)=x(t)-y(t) = E(s)=X(s)-Y(9) paall 3 L)
K x(t) <M [ y(t)
= E(©)=X()-5COEE)| — < C0)
IE(s) = °
—E6) s° + KG(s) (5) |

i L e e e - - : Systeme de classe ¢ avec G(0)=1.
b. Précision statique

=lime(t) avec le théoréme de la valeur finale I’erreur statique est & =limsE(s)

t—o0 s—0
T e= T b La classe du systeme ¢
:'. &€= L'Eo‘ > s° + KG(S) X() I vErreur Influencée par La consigne X(s)
L e e i | Le gain K
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.4 Elements d’‘influence sur les performances d’‘un

systéme asservi. AE g1 ailad 45 43 sall ualinll
4.4.4. Précision d‘un systeme asservi o Saill allii &35 dwho
4.4.4.2. Ecarts en suivi de consigne & pall 6 L) 61 4 5
: s°
E= ISI_F)TJ S S + KG(s) X (S) :Précision statique en fonction des gains, classe et consigne
La consigne La classe du systeme c
X(t) X(s) 0 1 2 >3
1 1 Ecarts en position
u(t - 0 0 0 —
1 S 1+ K
1 :
tu(t) iz 00 K 0 0 —s Ecarts en vitesse
S
t? 1 1 .
—u(t) el 75 0 il 0 —s Ecarts en accélération
2 g° K
B N . .
14K K, >ontles Coeflicients derreurs ou les erreurs relatives er _

| Pour avoir un écart en position nul, il faut avoir au moins un intégrateur | 172
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.4 Elements d’influence sur les Lerformances d’un

systeme asservi. Al o1 pailad 8§ 5 sal) salinl!
4.4.4. Précision d‘un systeme asservi o Saill pllsi &0 dw)o

4.4.4.2. Ecarts en suivi de consigne @,«dl ngmt‘g‘gguﬂ

- Calcul expérimental des coefficients d’erreurs (_les erreurs relatives &)

1.4

\.<

8

. !
0.6 I E Xl — yoo .

0.4 | r

0.2 - mm o R Em o mm r s mm o o s omm o
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.4 Elements d’‘influence sur les performances d’‘un

systeme asservi. Al o1 Lailas 8§ el alinlt
4.4.4. Précision d‘un systeme asservi o Saill pllsi &0 dw)o
4.4.4.3. Ecarts diis a une perturbation 8,LE ) cetuw (3,L)]
it gl | _
Le mddele de perturbation Fonctionnement en régulation
X(t)=0 = e(t)=-y(t)
- y(t) ‘ K, G,(s)
:>E(s)=— < fK P(s)
e - Gi(5)G,(s)

C+Cy

S

| c
L —sK | ]
= c=liml|s 2_P(s)|; Classes du systeme c1 et c2
: s=0 | s97%2 4 K K : La perturbation P(s)
. t | Les gain K1 K2
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Chapitre 4
Stabilité et performances dynamiques d‘un
systeme asservi
LaSualinal) Lgile 19] g aSall) dabiif ) jdicul

.4 Elements d’‘influence sur les performances d’uh

systeme asservi. Al oo paibad 4 5 5 pall salind!
4.4.4. Précision d‘un systeme asservi o Saill allhii 3o dw)
4.4.4.3. Ecarts diis a une perturbation 8,LE ) cetuw (3,L)]
4‘. P T C/
| _ 5K Il Perturbation La classe du systéme 1, ¢
(e=lim| s—— 2 P(s) |,
: =0 | g7 4+ K K, : p(t) P(s) 0 1 2 >3
e ¢ oo s e o e s omm r Em o o Em o oEm o omm o —K
=0 | 7 2 0 0 0
. . + K, K
Pour avoir un écart nul u(t) 1 = 1
en position, au moins un S c2=1 = 0 0 0
intégrateur doit  étre 1
placé en amant du point 1 Ve 1
d’application de Ila () 2 i * K, 0 0
erturbation 2 1
P Yun | 2 Ve | o |-—— | o0
2 s K,

175



