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Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

A—Sa) daBif fiiad g Y U paa
2.1. La variable complexe s S jall 2aall

@ S S-sgima (A AL (Sag j0 A9 O BB s 04 (S S @S all daadl
3 guall

L 9 @ 9 Jal i) e O i

Une variable complexe s a deux parties : une partie réelle o et une partie

imaginaire j@. Graphiquement et dans le plan complex s plan-s, la partie
réelle de s est représentée par I'axe horizental o et la partle imaginaire

est représentée par |'axe vertical jw. jot
Un point arbitraire s=s1 est défini par les s-plane
coordonnées 0 =0l et @ = @l

wl ————— -2 0'1 +JCUI

Ou simplement : |

S1= ol+j@1 0 o T




Chapitre 2
Transformée de Léplace et représentation
des systemes asservis
A— ) da bl L _iai g Y doaa

2. Fonction d’une variable complexe s &S 4 33 y S—

Une fonction G(s) est dite une fonction de variables complexes s si pour toute
valeur de s il y a au moins une valeur correspondante de G(s). Comme s est
definie telle qu’elle ait une partie réelle et une partie complexe G(s) I'est aussi
et a une partie réelle et une autre complexe, telles que:

G(s) =Re(G(s)) + j Im(G(s))
Re(G(s)) repreésente la partie réelle et Im(G(s)) la partie imaginaire

Jjw 4 jImG 4
S1=0q +jw1
s-plane w |-—-——- - G (s)-plane
| T~ o
| T A
I =~ -
I ’ et
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Chapitre 2
Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
A—Sa) daLif L i g Y doaa
2.3.Transformée de Laplace ¢«4Y {s—as

t une fonction f(¢) telle que f(¢) = O si £ < 0 (fonction causale) et
0it S une variable complexe telleque s = 0 + jw ;

JalSi gk s A4Sy Al N L e Al Jeag o Gkl A LY A gaa
8D Y
La transformée de Laplace est ’application £ qui transforme la fonction

temporelle f(t) en une fonction complexe F(s) via I’intégrale de Laplace

LI0] = Fo) avec F6) = [ e adfo] = | fe ar

0

La transformée de Laplace existe si |'intégrale converge

Lt Jalsal) LS 131 3392 ga Al gaal) 28
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¥ Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

1344!/4.4_541‘!—@ 7 9 LY U g—aa
2.3.Transformée de Laplace (&Y /s

2.3.1 Transformée de Laplace de quelgues fonctions de base

L'échelon unitaire égbo=dl &,Lu 0 t(0
u(t) = _ TL > U(s).
oo 1 ailleurs

S Echelon non unitaire??

25



Chapitre 2
Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis
2.3.1 Transformée de Laplace de guelgques fonction

de base

0 0 ::: %
La rampe: f (1) = {A’[ '[ i 0 TL YF(s) = J. Ate " dt| Intégrale par pa%
= 0

7 1

;(u.v)' v+ =uv'=(uv) —uv= j uv' = uv —'fu’vg
|

On choisit

— rU’: A 00 _ o o
u=At —J 3 :jAt.eStdtNe“} —j—Ae‘Stdt =
Vlze—St V:_e—St 5 S 0 9 S
S

0

\

G O
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Transformée de Laplace et representation

des systemes asservis
2.3.1 Transformée de Laplace de guelques fonction

de base

Fonction exponentielle: f(t):{AO t |t|<0 TL > F(s), avec
e % ailleurs j:

F(s) = je‘St.A.e‘atdt = Aje‘(s“")tdt —
0] 0]

_A B o
I:e (s+a)t:|
S+a 0

27



Chapitre 2
Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis
2.3.1 Transformée de Laplace de guelques fonction

de base

o 0 t(0 <
Sinusoide: f(t)={ Asin(ut) t;O il> F(s) = j Asin(wt)e ™ dt

| .
Ona: sin wt = — (e’ — e’*)
2j

A 1 A 1
2js —jo 2js+ jw

A : o —
¥[A sin wt] = —; f (e’ — e " dt =
2j Jo

_____________________________________________________________________________________
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Chapitre 2
Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis
2.3.1 Transformée de Laplace de guelques fonctions

de base

2"|‘C£)2

Et que

Fle*coswt] = G(s + a) =

29



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.3.2 Matlab et Transformée de Laplace

Utilisation de a toolbox symbolique de matlab pour trouver
la transformée de Laplace

Toolbox .
Use the MATLAB symbolic toolbox to find the Laplace transforms.

>> 5yms €
>> £=t"4

>> laplace(f)

ans =

24/s"5

30



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.3.3 Transformée de Laplace : Propriétés

ans le reste du cours on considére F(s) est la TL de f(t) et G(s)
est la TL de g(t)

Multiplication par une constante : £[Af(t)] = AZL[f(?)]
Lindarité  L[£,(1) + £(0O] = LLAD] + LA

Changement d’échelle: fg[f(é)] = aF(as)

1
s + 1

Exemple: soit f(t) = e~ ! et F(s) =

Donc la transformée de Laplace de f(#/5) = e~ 0-%

Sﬁ[f(é)] = P[e "] = 5F(5s) = ssi 1




Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.3.3 Transformée de Laplace : Propriétés

| f(t)
Leretard: J(f(t—17))=e "F(9) v

Produit de Convolution *: J(f, (t)* f,(t)) = F,(s)F,(s) }

avec f ()*f() = foﬁ(r — 1)f5(7) dr

o7

La dérivation: ff[di f(t)] = SF(S) — f(O) f(0) est la valeur initiale f (t)
[

Si |f(0+) # f(0-)

P
£, -C-ﬂj"(r)J = sF(s) — f(0+)

, -
+£_ Eiﬂt)J = sF(s) — f(0-)

32



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.3.3 Transformée de Laplace : Propriétés

La dérivation: (suite)
2

2é¢me Ordre gg[% f(z)] = s°F(s) — sf(0) — £(0)

né™e Ordre :
da’ . (n—2) (n—1)
ff[ﬁﬂt)] = s"F(s) — s"7'f(0) — s"*f(0) — - - — sf(0) — f(0)
L'intégrale :
Jz[ o] = P2 L0 e 10) = £10) depmr

si f(0+) # f(0—) on remplace /~'(0) par f~'(0+)ou £~ '(0—)

33



¥ Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.3.3. Transformée de Laplace : Propriétés

Multlpllcatlon par une exponentielle: Si F(s) est la TL de f(t)

oo

.Ef[e_“‘ f(n)] = f e “f(He *dt = F(s + a)i

w

E[sin wt] =

=

s? + w?

Fle ¥ sinwt] = F(s + a) =



o ) Transformée de Laplace et représentation
ol des systemes asservis

2.3.4. Transformée de Laplace : Théoremes

Théoreme de la valeur initiale .o

\‘. N1 \ Y 2
f0+) = lim sF(s) D
§— i 2 -
Theoreme de ia valeur finale \\ Qoé :
. . o7& 4
lim f(¢) = lim sF(s) S8 <
1—>0 s—0 "_/S_‘ SRR

Théoreme du développement de Heaviside:

@( tk_l atj 1
3 e | =
(k —1)! (s—a)"

35



Chapitre 2
Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis
2.4.Transformée de Laplace inverse dxsall o 45

L'application inverse qui permet de trouver Ila fonction
temporelle f(t) a partir d’'une fonction complexe F(s) est la

transformée de Laplace inverse $£—1

L7F(s)] = f()

La transformation se fait via l'intégrale inverse :

L (" Bo)erd
1) = 5 y
f(®) 27 (s)e™ ds

C—joo

En général on n'utilise pas cette intégrale pour calculer
la transformée inverse on utilise d’autres astuces!!



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.4. Transformée de Laplace inverse

fonction F(s) transformée de Laplace de f(t) dans les systéemes de
ommandes se trouve souvent sous la forme :

_ B(s)

F(s) = A(s)
B(s) et A(s) sont des polynomes en s. le Deg(A(s)) doit étre supérieur a
Deg(B(s)).

Si on peut décomposer F(s) telle que :
F(s) = Fi(s) + Fy(s) + -+ + F,(s)
La transformée de Laplace inverse est simplement

LF(s)] = LTUF ()] + LFs)] + - - + LT[F,(5)]

= H@) + f() + -+ 1)

37



o ) Transformée de Laplace et représentation
ol des systemes asservis
2.4.Transformée de Laplace inverse

2.4.1. Cas de F(s) ayant des pdles distincts
Fs) = B6) _ Kis + 2)(s + 25) - (s + 2,)
A(s) (+p)s+p)---(s+p,)’

Ou z1...Zm et pl..... pn sont des racines réelles ou complexes, dans ce cas
on peut trouver la décomposition en somme de fractions simples

form < n

B(s a a a
F(S)= ()= 1 + 2 N L
A(s) s+p, s+p, s + p,
Avec (] estle résidu (constant) qui se calcule en multipliant les deux
membres de F(s) par (S + i) puis mettre § = —py.
Donc
B(s) Si pl1 et p2 sont conjuguées
=\|(s + p,)——= al et a2 le sont aussi il
A(s) s=—p, suffit de calculer un seul a



ol ) Transformée de Laplace et représentation

l des systemes asservis
2.4.Transformée de Laplace inverse

2.4.1. Cas de F(s) ayant des pdles distincts

— —

a
$_] ) - ake—pkt
s + P
B a a a,
F(s) = () _ _ 4 b— 4
A(s) s+p, s+p, s + p,
— <=
f)=ae?” +ae? +---+aqae?

Une fois les ax calculés, il est facile de trouver la TL inverse :

39



Exemple F(s) = s+ 3

Décomposition en fractions simples

Donc

—

a, = (s + 1) F) By

Js=—1

—

a, = (s + 2 F(s) 2'—' 1
_S:_ —

—1, N\

2 )
F(S)=s+1+s+2 $_‘>f(t)

=,

s+2}

5+ 3]

(s + 1)(s + 2)

F(s) = —
(5) s+ 1

2

-1

ze—t . 6—21‘

ﬂ Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis
2.4.Transformée de Laplace inverse

2.4.1. Cas de F(s) ayant des pdles distincts

a;

s+ 2




Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis
2.4.Transformée de Laplace inverse

2.4.2. Cas de F(s) ayant des pdles multiples

2
S“+2S+3 . E(s)= a b C

3 + 2 T 3
(s+1) (s+1) (s+1)° (s+1)
1)Multiplions les membres de F(s) par (S+1)3 et mettre s=-1

F(s) =

B +25+3]:[a(s+1)2+b(s+1)+c} ..-eq(*) Pours = —1 =c = 2

2)Dérivant les deux membres de eq(*) deux fois par rapportas et
mettre s=-1 on trouve b et c

[2s+2] =|2a(s+1)+b] ---eq(*1) Pours=-1;b=0

[2] =[2a] ---eq(*2) =|a=1

41



ol ) Transformée de Laplace et représentation

Sl des systemes asservis
2.4.Transformée de Laplace inverse

2.4.2. Cas de F(s) ayant des pdles multiples
1 0 2

= F(s)= + =+ 5
(s+1) (s+1) (s+1)

~-1 1 ~-1 2 _ 2\ 4t _ 2\a~
= f(t)=3 [(s+1) }L\s [(s+1)3]_(1+t )e :[f(t) 1+t )e}

Si F(s) a un dénominateur d’ordre élevé on utilise le logiciel Matlab.

42



Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis
2.4.Transformée de Laplace inverse

2.4.3. Utilisation de Matlab dans la simplification
4 _tdFes f_r:ctio:s o B(s) _num _ bos” + bis" + - + b
oit F(s)=B(s)/A(s) telle que: A(s) den s"+as" M+ +a,

On définit les deux vecteur num et den pour déclarer a Matlab le
numérateur B(s) et le dénominateur A(s) de la fonction F(s)

num=[by by --- by
den = [1 ar -+ an)

L’instruction [r,p,k] = residue(num,den)

Permet de donner le residu k, le vecteur des poles p et les
termes direct de la décomposition en somme de fractions
simples du rapport entre deux polynomes.

Be) | A1) @ )

AGs) s—p(1) s—p@2) s — p(n)

43



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
2.5. Tableau des paires de transformée de Laplace

WY A gae il Jeaa
f(9) F{(s)
Unit impulse () 1
: 1
Unit step 1(¢) 3
1
t 2
" n=1,2,3,... L
(n — 1) s"
n!
t" (n=1,2,3,...) e
5
1
E-m‘
s t+a




I e (n=1,2,3,..) 1
(n — 1)) (s + a)"
n!
I"E‘_'H (-"’I = 11. 2., 3, - -} (.5 + a)ﬂ+]
. il
sin wt 21 o
s
cos w! 2+ o
sinh wt 2 — o2
5
13 cosh wt Z_ o2
1 —at 1
(1 —e
14 a( ) s(s + a)
1 —il =br 1
[ — £
15 b—a[ ) (s + a)(s + b)
16 1 (bf bt — ae m} 5
—a (s + a)(s + b)
1 1 1
—11 + —ar __ —bl-‘
17 s [ p— (be ae )

s(s +a)(s + b)
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18

|

E T
1 1
19 —(at—1+e“ —
aZ(ﬂ L+e™) s2(s + a)
il
s
20 e “sin wt (s + @) + &
» s+ a
21 e “ cos wl (s + a)z + @
) ; . w?
22 —_— e "l ginew. V1 — £t L
V1= 2 " s? + 2w, s + ?
1 ey
- e sin(w, V1 — 21 — @)
V1-¢22 § §
23 V1-¢ st + 2w,s + W
¢ =tan”' —
1 —w, t o V1 - 2
- — =f sin 1 -t +
N LT SR @ VIS BT o
6 = tan™! Vi1 - & s(s? + 2tw,s + @F)
&
2
w
25 1 — cos wt 6% + o)




des systemes asservis

Transformée de Laplace et représentation

2.5. Tableau des paires de transformée de Laplace

oY A pae il J gama
26 ! o
wt — sin wt s2(s? + @)
3
27 sin wf — wf cos wi (S_lnz_‘:uT'g)g
1 . R
28 Ersm wl (s2 + @?)?
2 2
s°— w
29 tcos wt (s2 + w?)?
§
_ 2 2
30 PR (cos wyt — cos w,f) (w] # w3) 2 + B)(s° + 2
1 .
31 o (sin wt + wt cos wi) = _:'zmg)g
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Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.6.Utilisation de la transformée de Laplace dans la

résolution des équations différentielles invariant dans

le temps

La transformée de Laplace peut donner une solution
complete a l'équation différentielle Linéaire invariante
dans le temps sans passer par les solutions particulieres
et générales souvent utilisées dans la résolution des ED.

Deux étapes sont nécessaires

1) Calcul de la transformée de Laplace de chaque terme
des deux membres de I'ED pour obtenir une équation
algébrique en « s »

2) Chercher la transformée de Laplace inverse pour
trouver la réponse temporelle



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.6.Utilisation de TL dans la résolution des ED LTI
Exemple

Trouvons x(t) solution de I'’ED suivante par la TL :

i+3%+2x=0, x(0)=a  £0)=5b

Soit SB[x(t)] = X(S) Utilisant le théoreme de dérivation on obtient :

Elx] = sX(s) — x(0)
F[x] = s2X(s) — sx(0) — x(0)

La TL de I'Eq Diff est donc
[s°X(s) — sx(0) — x(0)] + 3[sX(s) — x(0)] + 2X(s) = O

D (s + 35+ 2)X(s) =as + b + 3a

49



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

2.6.Utilisation de TL dans la résolution des ED LTI
Exemple

D X(s) =

as + b + 3a
s+ 3s + 2

Pour trouver x(t) il suffit d'utiliser la transformée de Laplace
inverse et donc simplifier |'écriture de X(s) en une somme de
fractions rationnelles

2a + b a—+b
=2a+b _a+b [> x(t)=§f_l[ ]—58_1[ }
X(s) T 1 -+ 3 s+ 1 s+ 2

x(t) =(2a + bye ' — (a + b)e *,

50



Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

Un modele mathématique est l'ensemble des équations
mathématiques qui décrivent le comportement d'un systeme

dynamique.

Choisir le modele selon la particularité du systeme

T T

La fonction de transfert est La représentation dans

plus convenable dans l'étude I'espace d’état est plus
de régime transitoire ou la convenable dans le cas de

réponse fréquentielle d un commande optimal
systeme SISO en

51



Transformée de Laplace et representation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systéemes dynamiques

A) La fonction de transfert

La fonction de transfert d'un systeéme linéaire invariant dans le
temps SLIT est le rapport entre la transformée de Laplace de la
sortie et celui de I'entrée d'un systeme dynamique

Soit le systeme LIT décrit par I'ED telle que toutes les
conditions initiales sont nulles

(n) (n=1) .
ay t ay +-orta, Yy ta,y

(m) m—1) .
=byx + bx + - kb, Xt Db,x
Avec a0..an,b0....bn, des constantes et , Y :sortie, x:entrée

n: I'ordre du systeme
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Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

.7.Modélisation mathémtique des systéemes dynamiques

\\P /4

) La fonction de transfert O0>Equation algébrique en ™'s

_ 3(sortie)
‘S(entree) Conditions initiales nulles

G(9s)

Les valeurs de s pour lesquelles G(s)=0 : les zéros de la FT « O »

Les valeurs pour lesquelles G(s)=00 : les poles de la FT « x »
A JW
X o
— V
X

53



! Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

A) La fonction de transfert

Un systeme Electrique : lois de nceuds et de mailles (Kirchhoff)

_Csurant i(t) ..\/\/\/\/\,.. ._mb’\_. ® :II_I ®
.- . y (t):Lm vc(t)=—_[i(t)dt
L C
Ve (t) = Ri(t) dt

Un systéme mécanique : lois de Newton

« Mouvement de translation :
La résultante des forces = Masse x accélération

« Mouvement de rotation:
Le moment résultant = moment d’inertie X accélération angulaire
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! Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques
Un systeme mécanique :

—x(t) > x(t) =
Translation \_}—qymx—) LJ_E_> M —
Ressort : K Amortisseur : B~ 1Masse:m
Rk Fem PO
fosation wit | s o
T =ko(t) T =ké(t) T=J0(t)
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Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systéemes dynamiques

Exemplel
Trouvons I'ED liant v2 (sortie) a vl (entrée) ainsi que la fonction de

transfert du circuit F(s): i
— —_—a—
V, = Ri+v, et :
] En substituant dans v1 |, C== |v2
1¢. : Vv
= —j idt =>i=c—*2
C dt & *—e

= Circuit RC

dv |
= 2 7 = E diff du 1 dre.
v, = RCE +V, =NV, + RCV2 =V, qua diff du ler ordre

Fonction de transfert=TL(sortie)/TL(entee)
La TL de I'ED est
V2 (S) + RCS.\/2 (S) :Vl(s) — F (S) _ V2 (S) . 1

V,(s) 1+Rcs




Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systéemes dynamiques

Exemplel V. (s 1
La fonction de transfert est donc F(S) = 2(5) = (3)
V,(s) 1+ Rcs

—t

Si on veut avoir I'expression de la sortie en fonction , ' :IR
de l'entrée, cad résoudre I'EQ diff il suffit de calculer ; a2
la TL inverse de V2(s). On a

V,(s)=F(s)V,(s) (4) T Treat re

V1(t) représente la valeur de tension du générateur a courant continue.
V1(t)=12v une constante =

Vl(s) = E (5) Remplacons les équations (3) et (5) dans (4) on obtient

1 12

. 3
1+ Rcs s ( ) Pour trouver y2(t) on calcule la
Tl inverse

Vz (S) —

57



! Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

alcul de la transformée de Laplace inverse de V2(s)

1 12 12 1 i
V = . 3 - _ —— 1
(%) 1+Rcs s () =V, () S 12 s+1/Rc Ivl : G:IVZ
IV, () =V, (1) =12(1—e VF) = circuit RC




! Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis

.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

......................... {Devoir 2].

1.Calculer I'équation différentielle représentant le circuit RLC -
avec v2(t) est le signal de sortie et vi(t) est I'entrée.

2. Calculer la fonction de transfert F(s) du circuit.

3.Calculer la réponse temporelle v2(t).




Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

Exemple2
Trouvons I'ED liant y (sortie) a f(t) (entree) ainsi que la fonction de
transfert du sysyteme F(s):

2

d d
Si(D)y=ma(t) = mEV(I) =m Ey(f) . | ()
£ =ky () m — o
d 1T |
fi) =B y(0) B
d’ d
IO =f+1Ht ] = m@y(t) + Bay(l‘) +ky(1)

Done FED est| (1) + 2 (1) + - (1) =~ £ (1)
m m m
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Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

Exemple2
Soit le systeme masse-ressort-amortisseur. Trouvons |'ED liant y
(sortie) a f(t) (entree) ainsi que la fonction de transfert du sysyteme

Y(s)/F(s):

— (1)
. B . k 1 £ "
)+ =) +—y(t) =— [ (1)
m m m ]] m [ f()
TL avec condlt_gib_h_s}_i_.pitiales nulles B

\.

N s/

‘\. /A/

SZY(S)+S§Y(S)+%Y(S) =%F(S) [> FY(S‘)_ ________ 1




Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

B) L'espace d’état

e Modéle Eq diff Modele espace d’etat -

Systéme = 1 équation différentielle :: > n équation différentielle .

du premier ordre

d‘orde n
Exemple : L . 3(7)
. B . k |
VO +—y(@O)+—y()=—1() m —— £
m m m 1]
B

Equation différentielle d’'ordre 2 dans I'espace
d’'état on trouve 2 équations diff d’ordre 1



| Chapitre 2

! Transformée de Laplace et représentation

des systemes asservis

.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamigues
B) L'espace d’état

N équations différentielles de premier ordre avec CI non nulles

Nombre d’entrées u: r s R - Y3
Nombre de sorties y: m U, | systeme | Y-
Nombre de variable d'état x : n - | =
u, variables d’état Y™
XX KXy

La forme générale du modele dans I'éspace d’état :

(X = f(x,u) U K Bl XD X X
y - avec u:[ul,uz,...ur];y= [yl,yz,---ym]
Ly=g(x,u) X(0) = Xo =[X, . X, o0 X, ]
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B) L'espace d’état

X = f(x,u)
y=g(X,u)

Si le systeme est Linéaire, le modele {

X = AX + BuU
devient :
y =Cx+Du

X=X Xy, X, |y X=X, X5 ey X ]
A(nxn): matrice d'état, B(nxr):matrice d'entrée
C(mxn) : matrice de sortie, D(nxr): matrice de contre-reaction
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Exemple : des systemes asservis

Exprimez le systeme dans |'espace d’état avec y est la sortie, f
est lentrée. o

b k 1, :
lwo+—wo+—ww~af; Pﬁ“:mwg

Systeme d'ordre 2 donc Le vecteur d’'état est x=[x1, x2] et on a une
seule entrée u=f

X, — X =Yy =X
1 y On dérive /temp> ,1 ] i

X, =Y eV o 7
A partir de I'équation diffon a : :X2=y=—£y—£y+if:>;
- | m~> m m |
X]__XZ O DR 1
: b K 1 ( _
) Xzz_axz_axﬁrau Sous forme d'état > = AX + BU
Y= CX+ Du
\yle 66
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L'espace d'état ( i

= “ 0 1 « 0
: b k 1 X, —— —— L% —
IX, =—— X, —— X, +— U =>1 . m m_ m_
m m m y
Y =X Y =[1 0]{ l}[o]u
. X2
[ 0o 17 [0
X=| k b |X+| 1 |uU
= - - —
. m m | m_
Y =[1 O0]x
0 1 0 |
= A=| &k B|,.B=|1|,C=[1 0],D=0
. m m | m_
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L'espace d'état

e diagramme fonctionnel de f % Ok 1b X 0
m_

2 -

. m m
Y =[1 0]X

X1 =

I
2
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B) L'espace d’état

« Avec la FT on a une seule information qui est le rapport entre la
I'’entrée du systeme, la force f(t) et sa sortie, la position y(t).

« Dans l'espace d’état on peut avoir une information sur la vitesse
et I'accélaration ...ect..n informations données par n variables
appelées les variables d’état.
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C) Relation entre I'espace d’état et la fonction de transfert
Y(s)
U(s)

= G(s)

+ Soit la fonction de transfert d'un systéme donné :
+ La représentation d’'état correspondante est :

k = Ax + Bu Z> | sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s)
y = Cx + Du B Y(s) = CX(s) + DU(s)

~—~—

1 0
Y(s) = [C(sI - A)'B + D]U(s)  avec '{o J

70
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C) Relation entre l'espace d’'état et la fonction de transfert
Y(s)
U(s)
G(s)=C(sI — A'B+D

Reprenons l'exemple du masse ressort amortisseur :

La fonction de transfert

G(S) est:

0 1 0
A=| k b |,B=|1|,C=[1 0],D=0
m o ml o L _ o
La fonction de transfert est ( s 0 0 1 ) 0
G(s)=[1 O] {O S}— kb 1 +0
\ . m m]) Lm_

71
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C) Relation entre I'espace d’état et la fonction de transfert

—_—1 —_

S -1 0
G(s)=[1 0] k b 1
m m | [ M ]
S 1 1 S + b 1
On a: k B — b % I:n
P S+ —s+—| -2 g
- - m m B m |
Donc B 1.
1 S +£ 110 i____________________________1 _____________ !
e =i O 2 k k 1 ng(S):msz+bs+k%
S“4+ S+ | - S m Lo M TP MO T I §
m m|{ m 1 - v La méme fonction,
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D) Représentation d'état d'un systeme d’ordre n

Soit le systeme dont I'équation diff est donnée par

(n) (n—1) .
y+a1y+...+an—1y+any=u

La connaissance de  y(()), v(0), ... {";;1(0), et de u(t)

permet de connaitre le comportement futur du systeme.

Un choix convenable des variables d'état x peut étre :
(n-1)

X :[y1 y1 y1"° y ]
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D)r Représentation d'état d'un systeme d’ordre n

X=Y ().(1: X2
2 =Y X, = X
X, =§ =X =X, /% = Ax + Bu
X, :(”;/1) X, =—a, X, —a, X, —---a, X, +U
0 1 0 0 | 0]
0 0 1 0 0
A=| 0 0 0 ,B=|0
0 0 0
-, —a,; —a,, a, 1

- B - 74
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Xl
X2
y=[1 0 0]| "2 |=CX =
X.]  C=[1 0 0]
0 1 0) 0 (0]
0) 0) 1 0) 0)
A=| 0 0) 0 ,B=|0
0) 0) 0
—a, —a,; —4a., a, 1
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E) Solution de I'équation d’'état (dans le temps)

ne fois l'espace d'état construit il est nécessaire de le résoudre
afin de connaitre le comportement de la sortie ou des variables
d‘état en fonction du temps.

Il s'agit de résoudre une Equation Différentielle du 1¢r ordre :
x = AX + Bu ¢a donne l'état x(t) et puis on cherche sortie y=Cx.

E.1) Solution homogéne u=0 X = AX

—> SX(5)-X(t,)=AX(S) = x(s)=[sI-A]" x(t,)

— x()=T" ([sl-A]‘l)x(to) — x(t)=p(t,t, )X(t,)

_ —1
Avec gp(t,to):S ! ([Sl—A] ) est la matrice de transition d’état

=6
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E) Solution de I'équation d‘état (dans le temps)

-1

.1) Solution homogéne u=0 ‘ .
g ./ \./ ’/‘//.

ona: p(1,t)=3 " ([sI-A] ") N >s =7 _

De méme dans le cas de matrices " N
t,t,)=e”(0) N - R
o(Lt,)=e '~ S+p, S

7
o e . . . “\../
= SH: x(t)=e""""x(t,) |7
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E) Solution de I'équation d’état (dans le temps)
E.2) Solution globale u#0 X = Ax + Bu avec X, :X(to)

D1 SX(9)X(t)=AX(S) +BU(S)
g = X(s)=[sI-A] " x(t,)+[sI-A] " Bu(s)
x(H)=3 (sl-A )x(t )}rs\ ( sI-A] Bu(s})}

Solution H connue (p(t t )X(t ) """ Produnt de convolutlon

- 0% £(0)=ROR() e

= 37 ([s1-A] " Bu(s)): ([sl-A] )*BS‘l(U(S)) 8
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E) Solution de I'équation d‘état (dans le temps)
E.2) Solution globale u#0 X = Ax + Bu avec X, :X(to)

D1 SX(9)X(t)=AX(S) +BU(S)
g = X(s)=[sI-A] " x(t,)+[sI-A] " Bu(s)
X(t)=p(t,t,)x(t,)+3I ([Sl—A]_l) *B3I(u(s))

— x(D=o(tt, )x(to)+j o(t-7)Bu(z)dr

VO=Co(t.t,)x(t,)+C j o(t-7)BU(7)d7

79
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E) Solution de I'équation d‘état (dans le temps)

P(t,)=e™ lawad (S o1 W) LAy o) L

Selon la forme de la matrice A

e”! Est la somme de série 2,2
eAt=I+At+At o,
Si A diagonale : 8, 0 - 0] et g . o
N RS I I
_0 0 ann_ _O 0 ea t_

8o



! Transformée de Laplace et représentation
des systemes asservis
.7.Modélisation mathémtique des systemes dynamiques

E) Solution de I'équation d‘état (dans le temps)

Si A a la forme de Jordan

A1 - 0] 1t t?)/2 - t"/nt
o 4 1 0 0O 1 t
A=|. . . : =e=l00 1 . i |e*
o ' 1 S D, t
0 0 A o0 0 - 1 |
Si A diagonalisable, il existe une transformation T telle que
TIAT=A avec A0 0
1 ... 0
_| At —1 . At
A= o : - : — € :T e T
0O 0 A
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. Notions de contrdolabilité et d’observabilté dans |'espace
d’'état

Un systeme est dit controlable s’il existe un vecteur de
commande u(t) qui transfere le systeme a partir de out
état initial x(t0) a un état finale x(t) en un temps fini.

Un systeme est dit observable si I'état du systeme x(t)
peut étre déduite de facon exacte par I'observation de
la sortie y(t) et I'entrée u(t) sur un temps fini.

82
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. Notions de contrdolabilité et d’observabilté dans |'espace
d’'état

Une condition suffisante pour que le systeme soit
completement controlable est que la matrice nxn

M=[B:AB: A°B:---A""'B]

Soit de rang plein cad rang(M)=n
Ou d’une autre facon le déterminant de M est non nul.

M : est la matrice de controlabilité
sur matlab M=cntr(A,B) et rang=rank(M). detrmnnt=det(M)
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. Notions de contrdolabilité et d’observabilté dans |'espace
d’'état

Une condition suffisante pour que le systeme soit
completement observable est que la matrice nxn

O'=[C":A'C": AT CT :---ATn_lCT]ou bien C
] o CA
Soit de rang plein cad ,
, O=| CA
rang(0O)=n Ou d'une autre facon
le déterminant de O est non nul. .
Avec T signifie la transposée CA™

O : est la matrice d’observabilité
sur matlab O=obsv(A,C) et rang=rank(O) detrmnnt=det(0)84
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. Notions de contrdlabilité et d’'observabilté dans |'espace

Exemple :Vérifier si le systeme suivant est completement
controlable et observable.

o1=15 S+ o)

X1
y=11 I]LJ
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. Notions de contrdlabilité et d’'observabilté dans |'espace
d’'état

Exemple : Solution [5“]:[32 05”x’]+[(1)]"y=[1 1][2]

X» X2

2 el

3 =5 0

La matrice de contrdlabilité est M — [B: AB]

w7 [t 2
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. Notions de contrdolabilité et d’observabilté dans |'espace
d’'état

. - X . —2 0 X1 1 ) — N
Exemple : Solution Lz] = [ ; 5] [XJ + [0]] y=11 1][;@]

M = 0 =2 On a det(M)=3 donc rang(M)=n=2 et le
1 systeme est controlable.

La matrice d’observabilité est O' =[c' : A'c']

o [T [2 3t T]or[t 5
1] |0 -5 -1 -1 5_

Det(0)=0 donc le systeme n’est pas observable (le rang=1) 87
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G) Cas de systemes NL :
Si le systeme est NL cad (contient des sin;cos;carrés..) il ne
satisfait pas le principe de superposition, on peut le linéariser

autour d'un pOintd,éqy\

- e . . - Linéarisation par série de
!Tmearnsatlon par partie Taylor voisinage x0
MX+ f.(x)=0

of
FO) = T00)+ =

(X_Xo)

(X—X%X,)" +...

Mx+kx=0 pour IX|<x,

MX+F =0 pour [x x a3
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Linéarisation du modele NL du pendule simple
ED représentant le mouvement

d*0(t |
ML——— + Mgsin6(t) = 0
dt ©
Une ED Non linéaire de 2¢me ordre, selon le I\
développement de Taylor et pour de petites valeurs \
de théta, le tere NL sin((1)= (], car: o\ L
«0 7\
sin(g,)+ 22999y |
sin(@) =< 0=0, =sin(@) =6 | M
sin(@,), o + 05O, - @), g
d*0(1) Mg
ML — + Mg 9(1) = () Ce qui est une Equa Diff Linéaire
dt

89
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La représentation d’un systéme de commande par des schémas
fonctionnelles est prévalant en automatique

Output Relation entre | entree
— (5 et la sortie du moteur

V() bl G(5) =

m
(s + D)Ly + R)

Schéma fonctionnelle d’'un moteur CC

Yi(s) = Gu(s)Ri(s) + Gials)Ry(s),

B(s) = Gu($)R(s) + Gay(s)Ry(5),

Inputs Outputs
P N P

> VAN

System

R:(E} Y_}f_.‘r':

Schéma fonctionnelle d’'un systeme a 2entrées et 2 sorties
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La représentation d’'un systeme de commande par des schémas
fonctionnelles est prévalant en automatique

Ri(s) Inputs q Outputs -V Yi(s) = Gy(s)Ry(s) + Gls)Ro(s),
R.(s) > System > Y.(s)

’ 2T WH(5) = Gay($)R () + Gruls)Ra(s),
Schéma fonctionnelle d'un systéme a 2entrées et 2 sorties

_ R (s)
K | [Gu) o Guls) || Ris)
Bis) | _ | Gals) - Gals) || Rals) )
| Yi(s) | |LGn(s) - Gpls) JLRs(s)_

Y = GR. o
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chéma fonctionnelle (bloc diagram) d’un systéme de commande compliqué
t étre simplifié en utilisant quelques transformations voir le tableau

Equivalent Block
Transformation Equation Block Diagram Di %
Combining Blocks B Y
L in Cascade Y = (P1PYX x_’* Py P, -, X .. PPy p—
Combining Blocks
in Parallel; or X Y
= - - X + —
2 Eliminating a Y PIX2PX| Zo ] p, "_’(D_Y’ ~ Py =Py
Forward Loop -

Removing a Block
3| fromaForward | ¥ = P, X = P,X *| P
Path

Jk
—
|




ebre des schémas fonctionnelle

2.8.Al

Eliminating a

+

Feedback Loop Y = PyX 5 PyY) Py 1=P,P,
1 +
Removing a Block P, *g)—‘ PPy
from a Feedback |Y = Py(X 5 P,Y) Py =
Loop
Z
Rearranging _ & -+
Summing Points F=m e L EX
zZ
Rearranging _ s o
Summing Points AR LRT
P

Moving a Summing
Point Ahead of a
Block

10

Moving a Summing
Point Beyond a
Block

Z = PIX*Y]

4o
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Equivalent Block

Transformation Equation Block Diagram Di &
X P Y X Jd P Y
Moving a Takeoff
9 | Point Ahead of a Y = PX
Block % | . 24\ >
X Y

P p—
Moving a Takeoff
10| Point Beyond a Y = PX
Block X

X: * i
Moving a Takeoff i 39
11| Point Ahead of a = Xx¥X Y

Summing Point

ebre des schémas fonctionnelle

X - Z
Moving a Takeoff X -
< 12| Point Beyond a Z=X=Y ~—
“5 Summing Point w
N
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Le bouclage a retour unitaire

oit le systéme général en Un systéme est dis a retour unitaire si
boucle fermée H=1

R + G C
= ),
H

Tout systeme bouclé peut étre transformé en bouclage unitaire

par la régle 5 du tableau
==0O—{ ]

G—.—
£,
= m
H

R E

G e




R

; e
& I°
G, > > G, » » G, f—p| G, > Yix)
+
H, |«
H |
(a)
Hle
G,
" + Gl
o) » G, » G, > £\l > ¥is)
T = 1 — GyG4H,
H |e
(b)
G, GGGy _ -
l (;|(I_‘fll T ('2('(,1_‘,
Rix) G,G,GG, Yis)
H,y |« ™| 1= GG, +G,G o +G GGGy |
(c) (d)



ction d'un modeéle

Fig. 7-10

G,Gy

— Gg+G. [

GG,

1-G,GH,

R +

GG,
1-G,G ¢H| Gy + Gy
H,
R + G‘G‘(Gg + G', C
1 - G,GH, )

| Hy
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